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Apatit 

In  der  zweiten  Auflage  seines  Systems  der  Mineralogie  bemerkt 
Jameson*),  dass  die  Krystalle  des  Apatits  thermoelektrisch  werden. 
Haoy**)  gedenkt  dieses  Ausspruchs  in  einer  Anmerkung  und  setzt  hin- 
zu, dass  er  beim  Apatit  trotz  aller  seiner  Bemühungen  nicht  die  geringste 
Spur  von  Elektricität  zu  entwickeln  vermocht  habe.  Brewster^*"^) 
führt  in  seinem  1824  aufgestellten  Verzeichnisse  der  thermoelektrischen 
Mineralien  den  Apatit  nicht  auf;  wohl  ein  Beweis,  dass  es  auch  ihm 
nicht  gelungen  war,  elektrische  Spannungen  auf  der  Oberfläche  der 
erkaltenden  Apatite  wahrzunehmen. 

Meine  im  Folgenden  mitgetheilten  Beobachtungen  werden  nun  dar- 
thun,  dass  die  Krystalle  des  Apatits  in  der  That  thermoelektrisch  sind, 
dass  aber  ebenso  wie  bei  den  übrigen  thermoelektrischen  Mineralien 
die  Intensität  der  auftretenden  elektrischen  Spannungen  je  nach  dem 
Fundorte  und  der  BeschaflTenheit  der  Krystalle  sehr  verschieden  ist. 
Während  viele  Apatite  nur  eine  sehr  geringe  elektrische  Erregung  zei- 
gen, giebt  es  andere,  bei  welchen  dieselbe  eine  ziemliche  Starke  erreicht, 
und  endlich  noch  andere,  welche  in  ihren  elektrischen  Spannungen  den 
Turmalinen  und  Topasen  gleichkommen.  Es  wäre  daher  allerdings  nicht 
absolut  unmöglich,  däss  Jameson  eine  wirklich  thermoelektrische 
Erregung  auf  einem  Apatite  beobachtet  hatte;  indess  ist  bei  dem  dama- 
ligen Zustande  der  zur  Wahrnehmung  der  Elektricität  üblichen  Vorrich- 
tungen eine  solche  Beobachtung  höchst  unwahrscheinlich. 

Der  Apatit  besteht  aus  drittelphosphorsaurem  Kalk  mit  Fluorcal- 
cium,  wobei  aber  ein  Theil  des  Fluors  durch  Chlor  vertreten  sein  kann. 


*)  Bd.  2,  S.  2H. 

*♦)    Tratte  de  mineral. ;   2.  Aufl.  «822,  Bd.  <,  S.  505. 
***)    The  Edinh,   Journ.    of  Science ,   condiicled  by    David  Brewster.    1824. 
Heft  2  ;  übersetzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  u.  Phys.  von  Schweigger,  1825.  Bd.  43, 
S.  87. 
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4  VV.  G.  Hankel, 

Die  Krystalle  desselben  gehören  zum  hexagonalen  Systeme,  und 
scheinen  je  nach  der  in  ihnen  vorhandenen  Menge  ChloV  etwas  ver- 
schiedene Winkel  zu  besitzen,  dergestalt  dass  mit  der  Zunahme  des 
Chlorgehaltes  der  Polkantenwinkel  stumpfer  und  also  die  Hauptaxe  klei- 
ner wird.  Die  Winkel  zwischen  einer  Flüche  von  P  und  OP  betragt  nach 
G.  Rose  bei  den  Krystallen  von  Ehrenfriedersdorf  139<*  42'. 

Die  an  den  Apatiten  beobachteten  Gestalten  sind:  J  P,  P,  |  P,  2P, 
3P;  P2,2P2,  4P2;  3P|,  2PS,4Pi;  ooP,  ooP2;  ooP|,  ooP|^;  und 
OP.  Jedoch  kommen,  wie  zuerst  Haidinger  1824  an  den  Krystallen  vom 
St.  Gotthardt  nachgewiesen,  die  dihexagonalen  Pyramiden  und  Prismen 
3P|,  2PS,  4Pi,  ooP»  und  ooPi  gewöhnlich  nur  mit  der  Hülfte  ihrer 
Flächen  vor,  so  dass  die  dihexagonalen  Pyramiden  als  hexagonale  Py- 
ramiden dritter  Art  und  die  dihexagonalen  Prismen  als  hexagonale  Pris- 
men der  dritten  Art  erscheinen  ^).. 

Am  Wildkreuzjoche  finden  sich  übrigens  die  dihexagonalen  Pyra- 
miden nicht  hemiedrisch,  sondern  vollzählig,  und  ebenso  sind  diesel- 
ben, sowie  auch  die  Prismen  ooP|  an  Krystallen  von  Pfltscb  aus 
dem  Sulzbachthale  und  von  Schlaggenwald  vollzählig  beobachtet. 

Nach  Baumhauer**)  entstehen  auf  den  Flächen  des  Prismas  ooP 
beim  Anätzen  in  Bezug  auf  rechts  und  links  unsymmetrische  Aetzßguren, 
weshalb  man  dieselben  als  die  eine  Hälfte  der  Flächen  eines  zwölfseiti- 
gen Prismas  ooP»,   bei  welchen  «^1  geworden  ist,  auffassen  kann. 

Die  Krystalle  des  Apatites  sind,  wenn  auch  nicht  sehr  vollkom- 
men, spaltbar  nach  den  Flächen  OP  und  ooP. 

Werden  Bruchstücke  von  Apatit  erhitzt,  so  phosphoresciren  sie  mit 
grüner  Farbe;  bei  stärkerem  Erhitzen  verschwindet  dieser  Lichtschein, 
und  lässt  sich  dann  nicht  wieder  hervorrufen.  Hauy  bemerkt  darüber, 
dass  das  Pulver  von  Krystallen,  welche  die  Flächen  0  P  tragen  (mit  Aus- 
nahme einer  dunkelgrünen  Varietät  aus  Grönland)  leuchtet,  da.s8  dage- 

*)  Quenstedt  bemerkt  in  seinem  Handbuche  der  Mineralogie,  dass  die  Flächen 
der  Prismen  dritter  Art  die  von  den  Flächen  ooP  und  ooP  2  gebildeten  verticalen 
Kanten  mir  auf  der  Seite  abstumpfen ,  auf  welcher  die  Flächen  der  Pyramiden  der 
dritten  Art  nicht  auftreten;  dagegen  bildet  v.  Kokscharow  in  seinen  Materialien 
zur  Mineralogie  Rt^sslands  Taf.  t9,  Fig.  9  und  t3,  sowie  Taf.  20,  Fig.  t7  an  den  aus 
der  Kupfergn]l>e  Kiräbinsk  stammenden  Krystallen  die  Flächen  der  Prismen  und  Pyra- 
miden auf  einer  und  derselben  Seite  der  zuvor  genannten  verticalen  Kante  ab. 

**)   Sitzungsberichte   der  math.  -  physik.   Classe  der  k.  b.  Akad.   der  Wiss.    zu 
München.   1875.   S.  169. 
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gen  die   in  einer  Spitze  endigenden  Kryslalle   die  Erscheinung   nicht 
zeigen  *) . 

Die  derben  und  fasrigen  Massen  von  Logrosan  unweit  Tmxillo  in 
Spanien,  welche  Werner  mit  dem  Namen  Phosphorit  bezeichnete, 
phosphoresciren  l>eim  Erhitzen  sehr  stark.  Nach  Hauy  finden  sich  in 
dem  Innern  derselben  kurze  sechsseitige  Prismen,  welche  durch  eine 
auf  die  Axe  senkrechte  Fläche  begrenzt  sind;  und  Quenstedl  bemerkt 
in  seinem  Uandbuche  der  Mineralogie:  „Es  herrscht  darin  (im  Phos- 
phorit) deutlich  ein  blätteriger  Bruch  und  auf  der  Oberfläche  krystalli- 
siren  (scheinbar)  sechsseitige  Tafeln  aus,  welche  wie  beim  schaligen 
Schwerspath  auf  der  schmalen  Kante  stehen/' 

Themoelektrkches  Verhalten  der  Apatitkrystalle» 

Bei  meinen  früheren  Untersuchungen  der  optisch  einaxigen,  also 
der  zum  tetragonalen  und  zum  hexagonalen  Systeme  gehörigen  Kryslalle 
in  Bezug  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  habe  ich  wiederholt  die 
Beobachtung  gemacht,  dass  die  Krystalle  der  einzelnen  Mineralien  sich 
in  zwei  Abtheilungen  scheiden ,  welche  dadurch  charakterisirt  sind, 
dass  sie  an  den  Enden  der  gleichnamigen  Axen'  die  entgegengesetzten 
Polaritäten  zeigen. 

Zuerst  trat  mir  diese  Erscheinung  entgegen  am  Kalkspathe.  Bei 
den  Schneeberger  Krystallen  von  dei'  Form  oo  R  und  —  ^H  ^*)  sind  beim 
Erkalten  **^*)  die  Flächen  des  Rhomboeders  —  |  R,  also  die  Enden  der 
Hauptaxe  positiv,  die  prismatischen  Seitenflächen  oo  R  aber  negativ. 
Dagegen  zeigen  die  skalenoedrischen  Krystalle  aus  Derbyshire,  welche 
vorzugsweise  von  den  Flächen  des  Skalenoeders  R3  begrenzt  werden, 
zu  welchen  an  den  von  mir  untersuchten  Krystallen  bisweilen  noch  die 


*)  Hauy  stellt  (Tratte  de  miner.  II  edit.  T.  I.  S.  488)  noch  einen  weiteren  Un- 
terschied auf:  Les  cristaux  termines  ep  pointe  otTrent  quelquefois  une  cassure  coii- 
choidale ;  mais  eile  na  Heu  que  dans  certaines  parties  et  le  niveau  parfait  acconipagnö 
d'un  vif  eclat  reparait  dans  d'autres  parties,  oü  il  indique  tr^s  sensiblenient  les  posi- 
tions  des  joinis  naturels.  Les  cristaux  lermines  par  un  plan  perpendiculaire  a  Taxe 
ont  lour  tissu  plus  uniforme;  mais  leurs  joints  naturels,  quoique  bleu  apparens,  ont 
moins  d' eclat  et  s  obtiennent  moins  facilement. 

**)   Diese  Abhandlungen  Bd.  <8,  S.  203.  • 

***)  Ebenso  wie  in  den  früheren  Abhandlungen  gebe  ich,  der  einfacheren  Darslel- 
hing  wegen,'  im  Texte  und  in  den  Abbildungen  stets  nur  die  beim  Etkalten  auftreten- 
den Elektricitäten  an;  bei  steigender  Temperatur  sind  sie  die  entgegengesetzten. 


Digitized  by 


Google 


6  W.  G.  Haneel, 

Flächen  des  verticalen  Prismas  ooR,  sowie  in  einzelnen  Fällen  die  Flä- 
chen des  Rhomboe^lers  R  und  —  2R  hinzutreten,  eine  gerade  entgegen- 
gesetzte Vertheilung  der  elektrischen  Polaritäten;  auf  den  Theil^i  der 
Skalenoederflächen,  welche  die  Enden  der  Hauptaxe  umgeben,  findet 
sich  negative  Elektricität,  während  auf  den  um  die  skalenoedrisch  ver- 
laufenden Seitenkanten  liegenden  Theilen,  sowie  auf  den  Flächen  oo  R 
die  positive  erscheint. 

Ich  habe  damals  hervorgehoben,  dass  diese  Unterschiede  zwischen 
den  Schneeberger  und  Derbyshirer  Krystallen  mit  Verschiedenheiten  in 
ihrer  Form  verbunden  seien :  bei  den  Schneeberger  Krystallen  ist  die 
Hauptaxe  kürzer,  bei  den  Derbyshirer verhältnissmässig  länger;  bei  den 
Schneeberger  Kalkspäthen  bilden  stumpfe  Rhomboeder  ( — f  R),  bei  den 
Derbyshirer  spitze  Skalenoeder  (R3)  die  Begrenzung  an  den  Enden  der 
Hauptaxe;  bei  den  ersteren  haben  die  Rhomboeder  ( —  4-R)  eine  um  60** 
gegen  die  Grundgestalt  R  gedrehte  Stellung,  während  die  bei  den  Derby- 
shirer Krystallen  auftretenden  Skalenoeder  in  ihrer  Stellung  dem  Grund- 
rhomboeder  entsprechen. 

Eine  ebensolche  Umkehrung  in  der  elektrischen  Polarität  habe  ich 
sodann  bei  den  Beryllen  von  Elba  beobachtet.  Bei  den  russischen  Be- 
ryllen sind  die  Endflächen  positiv,  die  Seitenflächen  im  Allgemeinen 
negativ.  Eben  dieses  Verhalten  zeigen  die  meisten  Krystalle  von  Elba, 
doch  kommen  auf  dieser  Insel  auch  einzelne,  den  soeben  genannten  an 
Gestalt  und  Oberflächenbildung  gleichende  Individuen  vor,  bei  welchen 
die  Endflächen  negative  und  die  Seitenflächen  positive  Polarität  be- 
sitzen*). 

Auch  unter  den  Idokrasen  von  Ala  giebt  es  Krystalle  mit  umge- 
kehrten Polaritäten.  Während  bei  einem  Theile  derselben  die  Endfläche, 
wie  bei  den  Wiluiten,  positiv  ist,  erscheint  sie  bei  anderen  negativ^*). 

Wahrscheinlich  findet  sich  bei  den  Apophylliten  derselbe  Gegen- 
satz ;  wenigstens  deuten  die  Beobachtungen  an  einem  aus  dem  Fassa- 
thale  stammenden  Bruchstücke  auf  einen  solchen  hin**^^). 

Zuletzt  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  auch  beim  Turmalin  die- 
selbe Erscheinung  und  hier  sogar  als  eine  Umkehrung  in  der  Polarität 


*]  Diese  Abh.  Bd.  <8,  S.  235. 
**)  Diese  Abh.  ßd.  \S,  S.  257. 
*♦)   Diese  Abh.  Bd.  <8,  S.  276  und  Taf.  HI,  Fig.  22. 
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der  an  ihren  Enden  mit  entgegengesetzten  Polen  versehenen  Hauptaxe, 
auftritt. 

Nach  G.  Rose*)  ist  beim  Turmalin  gewöhnlich  das  Ende,  an  wel- 
chem die  Flächen  des  Uauptrhomboeders  auf  die  Kanten  des  gewöhn- 
lichen dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  erscheinen,  das  positive;  das 
andere,  wo  jene  Flächen  auf  die  Flächen  dieses  Prismas  aufgesetzt  sind, 
das  negative.  Jedoch  kommen  auch  Krystalle  vor,  bei  welchen  diese 
Regel  nicht  zutrifft,  sondern  die  Polarität  gerade  die  entgegengesetzte 
ist.  G.  Rose  glaubte  anfangs,  das  an  diesen  letzten  Krystallen  auftre- 
tende Rhomboeder  nicht  als  das  Grundrhomboeder,  sondern  als  sein 
Gegenrhomboeder  betrachten  zu  dürfen,  um  ihre  elektrische  Vertheilung 
wieder  mit  der  obigen  Regel  in  Einklang  zu  bringen«  Später,  in  seiner 
mit  Riess  veröffentlichten  Abhandlung*^)  neigt  er  sich  mehr  zu  der 
Ansicht,  an  diesen  von  der  obigen  Regel  abweichenden  Krystallen  sei 
das  dreiseitige  Prisma  nicht  als  das  gewöhnliche,  sondern  als  das  unge- 
wöhnliche (jenes  erste  zu  einem  sechsseitigen  Prisma  ergänzende)  auf- 
zufassen. 

Ob  an  dem  weiterhin  in  dieser  Abhandlung  angeführten  Brucit, 
welcher  dem  hexagonalen  Systeme  angehört,  auch  solche  Umkehrungen 
vorkommen,  habe  ich  aus  Mangel  an  Krystallen  nicht  feststellen  können. 

In  gleicher  Weise,  wie  bei  den  vorher  genannten  Mineralien,  existi- 
ren  nun  auch  beim  Apatit  zwei  einander  gerade  entgegengesetzte  elek- 
trische Vertheilungen.  Bei  den  meisten  Krystallen  sind  die  Endflächen 
0  P  positiv,  und  die  Seitenflächen  im  Allgemeinen  negativ ;  bei  anderen 
dagegen  liegen  die  Polaritäten  umgekehrt  vertheilt,  die  Endflächen  sind 
negativ,  die  Prismenflächen  positiv. 

Soweit  also  bis  jetzt  die  Beobachtungen  reichen,  tritt  die  Umkeh- 
rung der  Polaritäten  fast  an  allen  von  mir  untersuchten  Mineralien  des 
tetragonalen  und  hexagonalen  Systems  ein.  Ich  unterlasse  aber  gegen- 
wärtig ein  weiteres  Eingehen  auf  den  Grund  dieser  Umkehrungen,  da 
in  einer  späteren  Abhandlung  die  Beobachtungen  der  elektrischen  Vor- 
gänge auf  den  ebenfalls  zum  hexagonalen  Systeme  gehörenden  Krystallen 
des  unterschwefelsauren  Kalis  Veranlassung  geben  werden,  auf  diese 
eigenthümlichen  Erscheinungen  zurückzukommen. 


*)  Abb.  der  Berl.  Akad.  der  Wiss.  <83«,  S.  «<6. 
**)  Abb.  der  ßerl.  Akad.  der  Wiss.  <843,  S.  70. 
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A.  Erystalle  mit  positiTen  Endfläohen  and  im  Allgemeinen  negatiren 

Seitenflächen. 

l.  Krystoll  aas  den  SMtragdgrHiieM  an  Ural. 

lieber  dieses  Vorkommen  bemerkt  von  Kokscharovv*) :  „Hier 
(in  den  Smaragdgruben  am  Flusse  Tokowaia,  85  Werst  nordöstlich  von 
Katharinenburg)  findet  man  den  schön  krystallisirten  Apatit  im  Glimmer- 
schiefer eingewachsen,  in  Begleitung  von  Smaragd,  Phenakit,  Chryso- 
beryll und  anderen  hier  vorkommenden  Mineralien.  Die  Krystalle  dieses 
Apatites  sind  ziemlich  gross  und  fast  immer  lang,  ihre  Farbe  ist  gelblich- 
weiss,  grünlichgelb  und  auch  ganz  weiss.  Grösstentheils  sind  sie  sehr 
rissig,  durchscheinend  und  nur  an  einigen  Stellen  durchsichtig.  Farblose 
und  ganz  durchsichtige  Krystalle  sind  äusserst  selten.  Gewöhnlich  bieten 
sie  das  Ansehen  des  hexagonalen  PrismasooP  dar,  an  dessen  einem  oder 
an  dessen  beiden  Enden  sich  die  Flachen  P,  2P,  P2  und  2P2  und  OP 
von  verschiedener  Ausbildung  finden.  Nicht  selten  begegnet  man  den 
Flächen  ooP2  und  der  Hälfte  von  ooP|^." 

Krystall  No.  1.     Taf.  1,  Fig  1. 

Der  einzige,  durch  meinen  Collegen  Herrn  Prof.  Zirkel  mir  zur 
Verfügung  gestellte,  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige 
und  Taf.  1,  Fig.  1  in  seinem  Netze  abgebildete  Krystall  des  oben  bezeich- 
neten Fundortes  stellt  eine  Combination  von  ooP,  ooP2,  OP,  P  und  2P 
dar.  Die  Flächen  ooP  sind  vorhanden  bis  auf  die  Fläche  6,  jedoch  die 
Flächen  4  und  5  nur  unvollkommen,  während  die  Fläche  6  in  dem 
mangelhaft  ausgebildeten  Theile  dieses  Krystalles  nicht  wahrzunehmen 
ist.  Die  Flächen  1  und  namentlich  2  sind  viel  schmäler  als  die  Fläche  3. 
In  der  Fig.  1 ,  Taf.  I  sind  die  einzelnen  Flächen  getrennt  neben  einander 
gezeichnet* und  mit  ihren  krystallographischen  Symbolen  versehen.  Von 
den  Flächen  des  Prismas  ooP2  sind  die  Flächen  VI,  I  undH**)  vollkom- 
men ausgebildet,  während  die  Flächen  HI,  IV  und  V  fehlen.  Pie  Flächen 
des  Prismas  oo  P  zeigen  stärkeren  Glanz  als  die  Flächen  des  Prismas 

*)  Materialien  zur  Mineralogie  Russlands  Bd.  2,  S.  47. 
**)    Behufs  leichlerer  Unterscheidung  in  der  Zeichnung  sind  die  Flächen  des  Pris- 
mas ooP  mit  {,  i,  3,  4,  5,  die  Flächen  des  Prismas  ooPS  mit  den  Zeichen  I,  II  und 
VI  bezeichnet.     Eben  diese  Bezeichnung  ist  auch  bei  den  folgenden  Krystallen  beibe- 
halten. 
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ooP2.  Von  den  Pyramiden  P  und  P2  sind  nur  die  oberhalb  der  Prismen- 
fläche 1  liegenden  deutlich  vorhanden.  Am  oberen  Ende  wird  der  Kry- 
stall  durch  eine  sehr  glatte  Fläche  OP  begrenzt;  auch  das  untere  Ende 
trägt  eben  diese  Fläche  0  P,  nur  in  mangelhafter  Ausbildung. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  in  dem  vollkommen  ausgebildeten 
Theile  ziemlich  durchsichtig;  dagegen  in  dem  mangelhaft  ausgebildeten, 
wo  die  Flächen  4  und  5  liegen ,  undurchsichtig.  Seine  Farbe  ist  theils 
graulich,  theils  graugrünlich. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  der  Überfläche  dieses  Krystalles 
ist  im  Allgemeinen  sehr  einfach :  die  beiden  Endflächen  0  P  sind  beim 
Erkalten  positiv ,  die  prismatischen  Seitenflächen  negativ.  Der  Apatit 
gleicht  darin  also  den  früher  behandelten  einaxigen  Krystallen  des  Be- 
rylles,  des  Kalkspathes,  des  Idokrases  (Vesuvians)  und  des  Apophyl- 
lites*).  Die  negative  Spannung  auf  den  gut  ausgebildeten  und  eine 
reinere  Masse  einschliessenden  Prismenflächen  ist  grösser  als  auf  den 
mangelhaft  ausgebildeten  und  eine  unreinere  Masse  bedeckenden,  im 
Ganzen  nimmt  die  Durchsichtigkeit  und  Reinheit  der  Masse  von  oben 
nach  unten  ab,  und  dem  entsprechend  werden  auch  die  elektrischen 
Spannungen  in  derselben  Richtung  geringer. 

Auf  dem  nächstfolgenden  Krystalle  No.  2  tritt  in  der  Vertheilung 
der  negativen  Elektricität  auf  den  Flächen  der  beiden  Prismen  oo  P  und 
ooP2  eine  Eigenthümlichkeit  stark  hervor:  auf  den  Prismenflächen  oo  P 
wächst  die  negative  Spannung  in  der  Richtung  vom  linken  Rande  zum 
rechten  in  beträchtlichem  Grade  uncT  nimmt  dann  auf  der  anliegenden 
Fläche  ooP2  in  derselben  Richtung,  also  auch  vom  linken  Rande  nach 
dem  rechten  hin  ab.  Auch  auf  dem  vorliegenden  Krystafle  No.  1  Bndet 
sich  auf  der  Fläche  1  des  Prismas  ooP  und  den  Flächen  I  und  II  des 
Prismas  ooP2,  wenn  auch  in  geringerem  Grade,  ein  solches  Ver- 
balten. Die  Fläche  2  des  Prismas  ooP  ist  zu  schmal,  um  einen  Unter- 
schied in  der  elektrischen  Spannung  auf  den  beiden  Rändern  nachwei- 
sen zu  können.  Auf  der  Fläche  3  erscheint  am  linken  Rande  in  der 
Mitte  und  unten  die  elektrische  Spannung  grösser  als  auf  den  übrigen 
Theilen  der  Fläche;  da  dieselbe  aber  in  den  oberen  Theilen  nicht  auf- 
tritt, wo  sie  auf  den  übrigen  Flächen  am  stärksten  ist,  so  dürfte  die 
schwache  Intensität  am  rechten  Rande  durch  den  besonderen  Umstand, 


♦)   Diese  Abb.  Bd.  18,   S.  20t, 
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dass  die  Masse  des  Krystalles  gegen  die  Fläche  4  hin  undurchsichtig  zu 
werden  beginnt,  veranlassl  worden  sein ;  was  auch  dadurch  wahrschein- 
lich gemacht  wird,  dass  die  Fläche  i  und  ebenso  ö  nur  sehr. geringe 
Spannungen  zeigen. 

II.  KrysUlIf  ?oii  Rhrenfridlersilorf  ii  Sachsei. 

Krystall  No.  %  Taf.  1,  Fig.  2. 

Der  sehr  durchsichtige,  aber  von  mehrfachen  Rissen  durchsetzte 
und  einzelne  sehr  kleine  grauliche  Massen  enthaltende  Krystall  No.  2, 
dessen  Benutzung  ich  der  Güte  des  Herrn  Professor  Weisbach  ver- 
danke, gehört  der  Freiberger  Sammlung  und  stellt  eine  Combination  der 
Gestalten  OP,  ooP,  ooP2,  i  P,  P2,  und  2P2  dar.  Ausserdem  sind  noch 
die  Flächen  eines  sechsseiligen  Prisma  dritter  Art  vorhanden ,  welche 
bei  der  in  Fig.  2,  Taf.  I  gewählten  Stellung  am  linken  Rande  der  Flä- 
chen des  Prismas  cx)P  liegen;  die  streiOge  Beschaffenheit  dieser  Pris- 
menflächen lässt  eine  genauere  Bestimmung  nicht  wohl  zu. 

Fig.  2,  Taf.  I  stellt  das  Netz  dieses  Krystalles  in  natürlicher  Grösse 
dar ;  jedoch  sind,  um  die  auf  den  nur  niedrigen  Seitenflächen  ausge- 
führten Messungen  in  dasselbe  bequemer  eintragen  zu  können,  die  ein- 
zelnen Flächen  getrennt  von  einander  gezeichnet  worden.  Auf  der 
unteren  Seite  ist  der  Krystall  von  einer  ziemlich  ebenen ,  mit  0  P  parallelen 
Durchgangsfläche  begrenzt. 

Vollständig  ausgebildet  sind  von  den  Prismenflächen  oo  P  nur  die 
Flächen  1 ,  2,  5  und  6.  An  die  Stelle  der  Fläche  3  und  ebenso  der 
Fläche  4  ist  ein  Bruch  getreten ;  jedoch  haben  die  Krystallflächen  sehr 
nahe  über  den  beiden  Bruchflächen  gelegen,  weil  am  oberen  Rande 
beider  Bruchflächen  sich  noch  Reste  der  Pyramidenflächen  ^  P  finden ; 
auch  scheint  am  rechten  Rande  des  Bruches  4  bei  a  bereits  ein  Theil 
der  Krystallfläche  4  wieder  sichtbar  zu  werden.  Von  den  Flächen  des 
Prismas  ooP2  sind  nur  die  Flächen  I,  V  und  VI  vorhanden. 

Der  Krystall  stimmt  in  Betreff  seiner  elektrischen  Vertheilung  im 
Allgemeinen  mit  dem  vorhergehenden  überein :  die  beiden  gegen  die 
Axe  senkrechten  Flächen  (die  obere  Fläche  0  P  und  die  auf  der  unteren 
Seite  vorhandene  mit  0  P  parallele  Durchgangsfläche)  sind  positiv,  die 
seitlichen  Prismenflächen  negativ.  Auf  die  untere  Durchgangsfläche 
greift  an  einer   Stelle  die  negative  der  Seitenflächen  etwas  hinüber. 
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Eigenthumlich  gestaltet  sich ,  wie  schon  bei  dem  vorhergehenden  Kry- 
stalle  hervorgehoben  wurde,  die  Vertheilung  der  negativen  Elektricität 
auf  den  prismalischen  Seiteuflächen.  Auf  allen  ausgebildeten  Flächen 
des  Prismas  ooP,  also  auf  1,2,5  und  6,  nimmt  die  Intensität  sehr  ent- 
schieden in  der  Richtung  von  links  nach  rechts  hin  zu;  dagegen  auf  den 
ausgebildeten  Flächen  des  Prismas  ooP2,  also  auf  I,  V  und  VI,  in  eben 
dieser  Richtung  ab ,  so  dass  das  Maximum  der  elektrischen  Spannung 
auf  die  in  Bezug  auf  die  Flächen  ooP  rechts  liegenden  Durchschnitts- 
kanten von  ooP  und  ooP2,  das  Minimum  aber  auf  die  in  Bezug  auf  ooP 
links  liegenden  Durchschnittskanten  von  ooP  und  ooP2  fällt.  Jedenfalls 
hängt  diese  eigen thümliche  Lage  des  Maximums  und  Minimums  mit  den 
Prismen  dritter  Art  zusammen;  das  Minimum  liegt  nämlich  an  denje- 
nigen Durchschnittskanten  von  ooP  und  ooP2,  welche  durch  das  Prisma 
dritter  Art  abgestumpft  werden. 

Auffallend  ist  das  Auftreten  von  positiver  Elektricität  auf  dem  rech- 
ten Rande  der  Bruchfläche  4  (bei  cc),  obwohl  daselbst  ein  Rest  der  Kry- 
stallfläche  4  zu  liegen  scheint;  dieselbe  ist  wahrscheinlich  durch  den 
benachbarten  Bruch  oder  die  daselbst  vorhanden  gewesene  Anwachsung 
hervorgerufen. 

Die  Pyramidenflächen  4^P  sind  entweder  ganz  negativ,  oder  nur 
in  ihren  unteren  an  ooP  grenzenden  Theilen  negativ,  in  den  oberen  der 
Fläche  0  P  benachbarten  Theilen  aber  positiv ,  wobei  jedoch  bisweilen 
auf  dem  rechts  liegenden  Ende  die  negative  Polarität  bis  zur  Kante  von 
I  P  und  0  P  geht. 

Die  elektrische  Erregung  dieses  Krystalles  zeigt  eine  ziemlich  starke 

Intensität. 

Krystall  No.  3.     Taf.  1,  Fig.  3. 

Der  Krystall  No.  3  gehört  gleichfalls  der  Freiberger  Sammlung. 
Seine  Masse  ist  ziemlich  durchsichtig,  aber  rissig;  ihre  Farbe  hat  einen 
violetten  Schein.  Der  Krystall  ist  nur  an  den  beiden  Enden  seiner 
Hauptaxe  und  auf  einem  Theile  seiner  seitlichen  Begrenzung  mit  Kry- 
stallflächen  versehen.  Fig.  3,  Taf.  1  stellt  das  Netz  desselben,  soweit 
dies  möglich ,  in  natürlicher  Grösse  dar.  Wie  die  Abbildung  der  oberen 
Endfläche  zeigt ,  ist  der  Krystall  ein  Aggregat  von  mehreren  in  paralle- 
ler Stellung  verwachsenen  Individuen.  Von  Krystallgestalten  treten  auf 
OP,  4^P,  2P2,  ooP,  ooP2  und  eine  matte  Fläche  eines  hexagonalen 
Prismas  dritter  Art  bei  a ,  deren  Lage  eben  ihrer  matten  Beschaffenheit 
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wegen  sich  nicht  wohl  bestimmen  lasst.  Dagegen  erscheinen  auf  dem 
links  liegenden  kleinei-en  Krystall  bei  d  die  beiden  Flächen  eines  zwölf- 
seitigen  Prismas,  wenn  auch  die  eine  nur  sehr  schmal.  Die  Flächen 
ooP2  zeigen  weniger  Glanz  als  die  Flächen  ooP  und  die  bei «  auftretende 
Fläche  des  Prismas  dritter  Art  erscheint  sogar  matt  Die  Fläche  ji^  ist 
eine  ziemlich  ebene  mit  den  Krystallflächen  3  und  6  parallele Durchgangs- 
lläche,  entspricht  also  der  Krystallfläche  3,  während  das  unter  yd  ge- 
zeichnete Stück  der  seitlichen  Begrenzung  Iheils  von  Durchgängen  ent- 
sprechend den  Krystallflächen  4  und  5,  theils  (am  unteren  Ende)  von 
Resten  von  Krystallflächen  gebildet  wird.  Zwischen  a^  b,  c^  d  liegen 
kleinere  Massen  von  Braunspath  und  Arsenikkies. 

Diebeiden  Endflächen  OP  sind  positiv  elektrisch,-  die  seitlichen 
Krystallflächen  negativ  mit  Ausnahme  des  oberen  Theiles  der  Fläche  J 
des  Prismas  ooP2,  welche  schwach  positiv  ist.  Ob  letztere  dieser  Stelle 
überhaupt  angehört,  oder  nicht  vielmehr  durch  den  Einfluss  der  anlie- 
genden positiven  Durchgangsfläche  {iy  hervorgerufen  ist,  lässt  sich  an 
dem  vorliegenden  Bruchstücke  nicht  entscheiden;  ebensowenig  ist  es 
möglich,  ein  Wachsen  oder  Abnehmen  der  elektrischen  Spannung  in 
der  Richtung  von  links  nach  rechts  zu  erkennen.  Die  grosse,  ziemlich 
ebene,  den  Flächen  3  und  ü  parallele  Durchgangsfläche/:^/  ist  posiliv, 
ebenso  auch  die  oberen  von  den  mit  den  Flächen  4  und  5  parallelen 
Durchgängen  gebildeten  Flächenstücke  von  yd\  während  die  unteren 
Theile  von  yd\  welche  theils  Bruch-,  theils  kleine  Krystallflächen  sind, 
negativ  erscheinen. 

Krystall  No.  4.     Taf.  l,    Fig.  4. 

Das  Herrn  Chemiker  Sachsse  in  Leipzig  gehörige  Krystallbruch- 
slück  gleicht  dem  vorhergehenden,  nur  ist  seine  Masse  etwas  weniger 
durchsichtig.  Fig.  4,  Taf.  I  bildet  das  Netz  desselben  ab.  Am  oberen 
Ende  trägt  es  eine  gut  ausgebildete  Fläche  OP,  am  unteren  scheint  die 
Begrenzung  kein  Bruch,  sondern  eine  sehr  mangelhaft  ausgebildete 
Endfläche  zu  sein.  Die  seitlichen  Begrenzungen  werden  von  den  Resten 
zweier  Krystallflächen  ooP  und  von  einer  Fläche  ooP2,  ausserdem 
aber  von  den  mit  den  Flächen  oo  P  parallelen  Durchgängen  gebildet. 
Die  vorhandenen  Prismenflächen  I  von  ooP  und  I  von  ooP2  sind  stark 
gestreift  und  es  rührt  diese  Stroifung  von  einer  oscillatorischen  Combi- 
nation  der  beiden  genannten  Flächen  mit  den  Flächen  zweier  sechssei- 
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ligen  Prismen  dritter  Art  her.  Pyramidenflächen  sind  nicht  zu  erkennen; 
die  Flächen  ooP  und  oo  P2  lassen  sich  aber  durch  ihren  Glanz  und  durch 
die  Lage  der  Durchgänge  unterscheiden. 

Das  obere  und  untere  Ende  zeigen  positive,  die  seitlichen  Krystall- 
flächen  aber  negative  Spannung.  Auf  den  seitlichen  Bruchflächen  findet 
sich  theils  negative,  theils  positive  Elektricität.  Auf  den  Flächen  1  und 
I  nimmt  die  negative  Spannung  nach  der  von  ihnen  gebildeten  Kante 
hin  zu. 

Kry stall  No.  5,     Taf.  I,  Fig.  5. 

Der  dem  hiesigen  Museum  gehörige  Krj'stall  sass  zur  Hälfte  im 
Gestein  und  wurde  in  diesem  Zustande  untersucht.  Dicht  neben  ihm 
lagen  noch  andere  gleichgeslaltete  Apatitkrystalle.  Fig.  5,  Taf.  I  stellt 
die  Abbildung  der  freien  Flächen  und  Flächenstücke  des  grösseren ,  am 
besten  ausgebildeten  Krystalles  dar.  Die  Masse  ist  grünlich  und  wenig 
durchsichtig.  Von  Krystallformen  finden  sich  an  ihm  nur  0  P ,  oo  P 
undooP2. 

Die  Endflächen  OP  sind  positiv,  die  freien  Seitenflächen  negativ 
elektrisch.  Ebenso  verhalten  sich  die  entsprechenden  freien  Flächen 
der  übrigen  anliegenden  Krystalle.  Ein  Unterschied  in  der  Intensität 
der  negativen  Elektricität  auf  dem  rechten  und  linken  Rande  tritt  nicht 
hervor. 

Krystall  No.  6.     Taf.  I,  Fig.  6. 

Das  kleine ,  Fig.  6,  Taf.  I  in  natürlicher  Grösse  abgebildete  und  der 
Freiberger  Sammlung  gehörige  Stück  wird  wahrscheinlich  überall  von 
Durchgängen  begrenzt.  Es  bildet  ein  niedriges  sechsseitiges  Prisma. 
Die  grauweise  Masse  desselben  erscheint  etwas  unrein. 

Die  obere  Fläche  0  P  entwickelt  positive,  die  untere  negative  Elek- 
tricität; eben  diese  letztere  findet  sich  auch  vorzugsweise  auf  den  Sei- 
lenflächen, unter  denen  nur  die  rechte  Seite  der  Durchgangsfläche  2 
positive  Spannung  zeigt;  die  Fläche  5  ist  nur  sehr  schwach  elektrisch. 

III.  Krystalle  ?«ii  Sulzbacb  in  TyroU 

Krystall  No.  7.    Taf.  I,  Fig.  7. 

Der  kleine  Apatitkrystall  No.  7  ist  vollständig  durchsichtig  und 
etwas  gelblich  von  Farbe.    Er  wird  seitlich  begrenzt  von  den  Flächen 
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des  Prismas  ooP  und  zwei  sehr  schmalen  Flächen  (X)P2,  oben  von  den 
Flüchen  der  PjTamide  P  und  am  unteren  Ende  von  einer  unregelmäs- 
sigen Bruchflache  6.  Von  dem  Prisma  ooP  sind  die  Flächen  2  und  3 
vollständig,  1  und  6  zum  grössten  und  5  nur  zum  kleinsten  Theile  vor- 
handen, während  an  Stelle  der  Fläche  4  ein  Bruch  getreten  ist.  Die 
Fläche  2  ist  sehr  schmal,  wie  aus  Fig.  7,  Taf.  I  hervorgeht,  welche  das 
Netz  in  doppelt  linearer  Vergrösserung*)  darstellt.  Von  dem  Prisma 
ooP2  sind  allein  die  Flächen  I,  II  und  V  in  geringer  Breite  sichtbar.  Un- 
ter den  Pyramidenflächen  P  zeichnen  sich  die  Flächen  2  und  3  durch 
ihre  Grösse  aus. 

Die  elektrische  Erregung  tritt  in  ziemlicher  Stärke  auf  und  gleicht 
der  bisher  beschriebenen.  An  den  Enden  der  Hauptaxe  liegen  die  posi- 
tiven Pole,  während  die  negative  Polarität  auf  den  prismatischen  Sei- 
tenflächen vertheilt  ist.  Ein  Unterschied  in  der  Intensität  des  rechten 
und  linken  Randes  der  Prismenflächen  ooP  hess  sich  nicht  nachweisen. 

IV.  Krystalle  ¥•»  8t.  Utthardt. 

Krystall   No    8.    Taf.  I,  Fig.  8. 

Der  dem  Museum  der  hiesigen  Universität  gehörige  Krystall  No.  8 
ist  nur  auf  seiner  oberen  Fläche  OP  und  drei  Flächen  des  Prisma  ooP 
frei.  Von  der  Fläche  3  des  Prisma  oo  P  und  von  der  unteren  Endfläche 
sind  nur  kleine  Theile  sichtbar,  während  der  Rest  derselben,  sowie  die 
Prismenflächen  4  und  5  von  einer  kleinen  Gesteinsmasse  bedeckt  wer- 
den. Fig.  8 ,  Taf.  I  stellt  die  freien  Theile  der  Oberfläche  in  doppelt 
linearer  Vergrösserung  dar. 

Die  an  sich  farblose  und  klare  xMasse  des  Krystalles  enthält  un- 
durchsichtige Nadeln  oder  Fasern  eingesprengt.  Die  Seitenflächen  des- 
selben werden  nur  von  den  Flächen  des  Prismas  oo  P  gebildet.  An  den 
von  0  P  und  oo  P  gebildeten  Kanten  tinden  sich  die  Flächen  der  Pyra- 
miden 4^P  und  P,  sowie  an  den  Enden  der  Prismenkanten  die  Flächen 
der  Pyramide  2P2  und  rechts  daneben  die  Flächen  der  beiden  Pyrami- 
den dritter  Art  ^^  und  -^• 


*]  Auf  den  Tafeln  wird  stets  durch  das  Zeichen  \  angedeutet,  dass  die  Abbildung 
in  nalüHicher  Grösse  gezeichnet  ist ;  dagegen  durch  das  Zeichen  | ,  dass  alle  linearen 
Dimensionen  doppelt ,  und  durch  das  Zeichen  ^ ,  dass  sie  halb  so  gross  genommen 
sind. 
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Die  elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  den  vorhergehen- 
den Krystallen  beobachteten  tiberein;  die  Endfläche  OP  ist  positiv,  die 
Seitenflächen  6,  1  und  2  negativ,  und  zwar  nimmt  bei  der  gewählten 
Stellung  die  negative  Spannung  von  dem  linken  Rande  nach  dem  rech- 
ten hin  zu;  sie  ist  also  an  demjenigen  Rande,  an  welchem  oben  und 
unten  die  Pyramidenflächen  dritter  Art  auftreten,  am  geringsten;  ja  auf 
der  Fläche  1  scheint  am  linken  Rande  (da  wo  in  der  Zeichnung  0  steht) 
sogar  eine  schwache  positive  Polarität  aufzutreten. 

Die  elektrische  Erregung  dieses  Krystalles  ist  übrigens  nur  schwach. 

Krystall  No.  9.     Taf.  I,  Fig.  9. 

Das  ebenfalls  der  hiesigen  üniversitätssammlung  gehörige,  sehr 
kleine,  Fig.  9,  Taf.  I  in  doppelt  linearer  Vergrösserung  dargestellte 
Bruchstück  ist  vollkommen  klar  und  durchsichtig,  und  trägt  dieselben 
Krystallgestalten  wie  No.  8.  Von  den  Prismenflächen  ooP  sind  nur  vor- 
handen die  Flächen  6,  .1  und  ein  Theil  von  ^ ;  die  übrigen  Flächen  sind 
durch  einen  unregelmässigen  Bruch  ersetzt.    Bei  der  gezeichneten  Stel- 

lung  liegen  die  Flächen  der  Pyramide    —^  und  -~^~  ebenfalls  am  linken 
Rande  der  Prismenflächen  oo  P. 

Von  den  Seitenflächen  erscheint  nur  die  Fläche  6  und  der  rechte 
Rand  der  Bruchfläche  sehr  schwach  negativ;  auf  den  Flächen  1  und  2, 
besonders  aber  auf  der  Bruchfläche,  und  zwar  auf  deren  linkem  Rande 
und  der  Mitte,  tritt  positive  Spannung  auf. 

V.  Krystall  t«  Norwegen. 

Krystall  No.  10.     Taf.  I,  Fig.  10. 

Das  kleine  Fragment ,  welches  Fig.  1 0,  Taf.  I  in  doppelt  linearer 
Vergrösserung  in  seinem  Netze  daigestellt  ist,  hatte  ich  von  dem  Ge- 
stein, an  welchem  es  sich  als  einzelner  Krystall  befand,  abgebrochen.  Die 
Masse  ist  kaum  durchscheinend  und  schmutzig  grün.  Es  wird  seitlich 
von  den  Prismenflächen  oo  P  und  ooPä,  oben  und  unten  aber  von  zwei 
gut  ausgebildeten  Flächen  OP  begrenzt.  Auf  jeder  der  beiden  End- 
flächen liegt  eine  ungefähr  0,5"""  dicke  Schicht  von  einer  mehr  grau- 
lichen Masse,  die  auf  den  Seitenflächen  sich  scharf  von  der  übrigen 
Masse  abhebt.  Von  den  Flächen  des  Prismas  oo  P  sind  vollständig  vorhan- 
den die  Flächen  1  und  2,  von  den  Flächen  3  und  6  erscheinen  nur  sehr 
geringe  Reste,  während  an  die  Stelle  der  Fläche  4  eine  mit  ihr  parallele 
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ebene  DurchgangsflUche,  an  die  Stelle  der  Fläche  5  aber  ein  sehr  unre- 
gelmässiger Bruch  getreten  ist,  auf  welchem  ein  Rest  einer  quarzartigen 
Masse  liegt.  Von  den  Flächen  des  Prismas  ooPä  sind  nur  die  Flächen  I, 
n  und  VI  sichtbar. 

Die  elektrische  Vertheilung  bietet  ein  ganz  besonderes  Interesse 
durch  den  Umstand  dar,  dass  die  Verschiedenheiten  in  der  Intensität 
der  negativen  Polarität  auf  den  Seitenflächen,  wie  wir  sie  bei  den  Kry- 
stallen  No.  1  und  2  beobachtet  haben ,  bei  dem  vorliegenden  Krystalle 
sogar  so  weit  geht,  dass  sie  sich  in  dem  Auftreten  der  beiden  entgegen- 
gesetzten Elektricitäten  ausspricht. 

Die  obere  Endfläche  ist  positiv,  die  untere  zum  grössten  Theile 
negativ;  nur  an  dem  der  Bruchfläche  zugewandten  Rande  erscheint 
positive  Spannung.  Auf  den  Flächen  1  und  2  ist  der  linke  Rand  nega- 
tiv, der  rechte  Rand  positiv;  auf  den  Flächen  I,  II  und  VI  dagegen  um- 
gekehrt der  linke  Rand  positiv ,  der  rechte  negativ.  Es  fallen  also  die 
negativen  Pole  auf  die  von  den  Flächen  ooP  links  liegenden  Durch- 
schnittskanten der  Flächen  c»P  und  ooP2,  und  die  positiven  auf  die 
von  denselben  Flächen  oo  P  aus  rechts  liegenden  Durchschnittskanten 
der  Prismen  oo  P  und  oo  P  2  ''*^). 

Auf  einem  vollständig  ausgebildeten  Krystalle  dieser  Art  würden 
also  auf  den  prismatischen  Seitenflächen  zwölf  elektrische  Zonen  liegen 
und  zwar  sechs  positive  abwechselnd  mit  sechs  negativen.  Die  Maxime 
derselben  würden  auf  die  von  den  Flächen  ooP  und  ooP2  gebildeten 
Kanten  fallen^ ^). 

VI.  Krystalle  ?m  Stilisd^rf  bf  i  DippoMkwaltle. 

Der  Apatit  fand  sich  in  der  Kupfergrube  bei  Sadisdorf  in  lang- 
säuligen  bläulichweissen  oder  grünlichen  Krystallen  in  Begleitung  von 
Kupferkies  und  violblauem  Flussspath. 


*)  Die  negative  Spannung  nimmt  also  bei  der  gewählten  Stellung  des  Krystalies 
auf  der  Prismenfläche  oo  P  von  rechts  nach  links  ab ;  hätte  ich  den  Krystall  umge- 
kehrt gestellt  (die  obere  Endfläche  zur  unteren  gewählt) ,  so  würde  dies  Abnehmen 
in  der  Richtung  von  links  nach  rechts  auf  der  Prismenfläche  ooP  erfolgen,  wie  dies 
bei  den  Krystallen  No.  \  und  2  beobachtet  wurde.  Die  im  Texte  und  in  der  Abbil- 
dung als  obere  betrachtete  Fläche  wurde  ihrer  starken  positiven  Spannung  wegen  in 
diese  Stellung  gebracht. 

**)   Aehnliche  Vorgänge  werden  wir  in  einer  späteren  Abhandlung  über  die  ther- 
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Krystalle  No.  11.     Taf.  I,Fig.  11. 

Durch  die  Güte  des  Herrn  Chemiker  Sachsse  ia  Leipzig  erhielt 
ich  eine  Druse  Apatitkrystalle  von  Sadisdorf.  Durch  einen  Fall  der- 
selben brachen  zwei  kleine  Nadeln ,  deren  Netz  in  Fig.  1 1  und  1 2  dar- 
gestellt ist,  ab.  Die  Oberflächen  derselben  sind  zum  Theil  sehr  stark 
gerieft ,  so  dass  sich  namentlich  bei  No.  1 1  die  einzelnen  Seitenflächen 
nicht  wohl  unterscheiden  lassen.  Nach  einer  ungefähren  Schätzung 
sind  dieselben  für  dieses  grössere  Stück  in  Fig.  11,  Taf.  I  in  natürlicher 
Grösse  abgebildet.  Am  oberen  Ende  findet  sich  eine  vollkommene 
Krystallfläche  OP,  während  das  untere  Ende  von  einer  Bruchfläche 
begrenzt  ist.  ^ 

Die  obere  Endfläche  ist  sehr  stark  positiv ,  die  untere  Bruchfläche 
sehr  schwach  negativ.  Dass  wir  auch  bei  diesen  Apatitkrystallen  von 
Sadisdorf  keinen  polaren  Gegensatz  in  der  Richtung  von  unten  nach 
oben  haben,  wie  beim  Turmalin,  beweist  die  Vertheilung  auf  den  Sei- 
tenflächen und  die  positive  Beschafl'enheit  der  unteren  Bruchfläche  beim 
folgenden  Krystalle.  Auf  den  Seitenflächen  herrscht  im  Allgemeinen 
die  negative  Elektricität  vor;  jedoch  ist  die  eine  Fläche  5  positiv,  und 
ausserdem  zieht  sich  von  dem  unteren  Ende  der  Fläche  1  eine  positive 
Zone  über  die  iMitte  der  Fläche  2  nach  der  Mitte  und  dem  unteren 
Theile  der  Fläche  3.  Aufi^allend  ist  die  Abnahme  der  positiven  Span- 
nung auf  der  Fläche  5  gegen  das  untere  Ende  hin,  während  diese  Span- 
nung an  letzterem  selbst  wieder  steigt. 

Der  Apatit  gleicht,  wie  schon  oben  erwähnt,  in  seiner  elektrischen 
Vertheilung  dem  Beryll;  auch  bei  diesem  habe  ich  ebenfalls  die  Er- 
scheinung nachgewiesen ,  dass  die  positive  Elektricität  sich  nicht  blos 
auf  den  Endflächen  findet,  sondern  sehr  oft  auch  über  eine  oder  zwei 
der  Prismenflächen  ausdehnt*). 

Ob  diese  Eigenthümlichkeit  nur  in  dem  Umstände  begründet  ist, 
dass  beim  Beryll  ebenso  wie  beim  Apatit  die  beiden  positiven  End- 
flächen im  Yerhältniss  zu  den  langen  Seitenflächen  eine  sehr  geringe 
Ausdehnung  haben,  oder  ob  etwa,  namentlich  beim  Apatit,  Flächen  des 
zweiten  Prismas  oo  P  2  dabei  eine  Rolle  spielen ,  vermag  ich  für  jetzt 


moelektrischen  Eigenschaften  der  gleichfalls  dem  hexagonalen  Systeme  angehörigea 
Krystalle  des  unterschwefelsauren  Kalis  antreffen. 
*)  Diese  Abb.  Bd.  18,  S.  335. 

Abhuidl.  d.  K.  8.  Oesellsck.  d.  WisMiiBch.  XX.  2 
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nicht  zu  entscheiden.  Bei  dein  vorliegenden  Krystalle  könnten  zwei 
kleine  Apatitnadeln,  welche  in  der  unteren  Hlllfle  des  rechten  Randes 
auf  den  Flüchen  2  und  5  aufgewachsen  sind ,  von  einem  gewissen  Ein- 
flüsse gewesen  sein.  Auch  ist  die  obere  Hülfte  des  ganzen  Krystalles 
hellgrün  und  durchsichtig,  die  untere  Hülfte  aber  dunkler  grün  geParbt. 

Krystall  No.  12.    Taf.  I,  Fig.  12. 

Die  kleine  Fig.  1 2,  Taf.  I  in  natürlicher  Grösse  abgebildete  Apatit- 
nadel gleicht  in  der  Beschaflenheit  ihrer  Masse  der  vorstehend  beschrie- 
benen. Ihre  Seitenflächen  sind  meistens  glatt,  so  dass  die  sechs  Flächen 
des  Prismas  ooP  bestimmt  hervortreten.  Von  dem  Prisma  ooP2  zeigt 
sich  nirgends  eine  Spur,  dagegen  liegt  oben  links  auf  der  Prlsmenfläche  1 
eine  kleine  Fläche  einer  Pyramide  dritter  Ordnung.  Am  obern  Ende 
findet  sich  eine  Krystallfläche  0  P,  während  das  untere  Ende  durch  eine 
Bruchfläche  gebildet  wird. 

Die  elektrische  Vertheilung  stimmt  im  Allgemeinen  mit  der  beim 
vorhergehenden  Krystalle  beschriebenen  überein;  nur  ist  auch  hier  die 
untere  Bruchfläche  positiv.  Ihre  elektrische  Beschaflenheit  hängt ,  wie 
ich  dies  schon  beim  Topas  und  ebenso  bei  den  Spalt ungsstücken  des 
Gypses  nachgewiesen  habe,  von  ihrer  Lage  im  ganzen  Krystalle  ab. 
Auf  den  Prismenflächen ,  die  im  Allgemeinen  negativ  sind ,  findet  sich 
ebenso  wie  beim  vorhergehenden  Krystalle  eine  positive  Region,  wel- 
che die  Fläche  i  einnimmt  und  sich  von  da  über  die  Fläche  5  und  den 
unteren  Rand  der  Fläche  6  ausbreitet.  Die  elektrische  Erregung  dieses 
Krystalles  ist  sehr  stark. 

B.  Krystalle  mit  negativen  Endflächen  and  positiven  Seitenfl&ohen. 

Die  zu  dieser  Abtheilung  gehörenden  Apatitkrystalle  unterschei- 
den sich  von  den  im  Vorhergehenden  beschriebenen  durch  die  Beschaf- 
fenheit ihrer  Masse,  welche  weisslich  und  kaum  durchscheinend  ist, 
und  zahlreiche  mit  der  Fläche  OP  parallel  gehende  Sprünge  zeigt.  Auch 
sind  die  Pyramidenflächen  bei  ihnen  stärker  ausgebildet  als  bei  den 
früheren  (mit  Ausnahme  des  Krystalles  von  Sulzbach,  der  jedoch 
einen  ganz  anderen  Charakter  trägt).  Der  eine  der  beiden,  der  Frei- 
berger  Sammlung  entliehenen  Krystalle  stammt  von  Ehrenfriedersdorf, 
der  andere  vom  St.  Gotthardt,  und  trotz  dieser  weitgetrennten  Fundorte 
stimmen  sie  doch  in  ihrer  Masse  und  ihrem  ganzen  Habitus  Uberein. 
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Krystall  Nr.  13.     Taf.  I,  Fig.  13. 

Der  durch  seine  Grösse  ausgezeichnete  Krystall  No.  1 3  stammt  von 
EhrentViedersdorf.  Fig.  j  3  Taf.  I  stellt  sein  Netz,  so  gut  dies  eben  thun- 
iich  ist ,  in  natürlicher  Grösse  dar.  Er  ist  fast  ringsum  von  mehr  oder 
weniger  ausgebildeten  KrystalltlUchen  begrenzt,  w^elche  den  Gestalten 

OP,  iP,  P,  2P,  P2,  2P2,  -?^,  ooP,  ooP2  angehören;  indess  treten 

die  Gestalten  P2,  ^^  und  ooP2  nur  mit  einer  Fläche  auf  und  zwar  an 

einer  Stelle,  wo  die  Ausbildung  des  Hauptkrystalls  durch  das  Auftre- 
ten und  Hineinwachsen  eines  zweiten  Krystalls ,  der  nicht  vollkommen 
genau  mit  seinen  Axen  denen  des  Hauptkrystalls  parallel  liegt,  gestört 
worden  ist.  Mit  den  Zahlen  1  bis  6  sind  die  Flächen  des  Prismas  ooP 
bezeichnet,  während  den  Pyramidenflächen  und  der  Endfläche  ihre  kry- 
stallographischen  Symbole  beigefügt  sind. 

Am  oberen  Ende  sind  die  Endfläche  und  die  Pyramidenflächen  gut 
ausgebildet,  dagegen  ist  das  untere  in  AB  dargestellte  Ende  sehr  man- 
gelhaft krystallisirt.  Von  dem  Prisma  ooP  sind  die  Flächen  1  und  6 
(letztere  jedoch  von  geringer  Breite)  vollständig  vorhanden ;  links  an 
der  Fläche  6  erscheint,  freilich  zum  grössten  Theile  bedeckt  durch  den 
eingeschobenen  Krystall  aß^  ein  Theil  di^v  Fläche  V  des  Prismas  ooP2. 
Einigermassen  ausgebildet  ist  auch  noch  die  Fläche  2 ;  von  den  Flächen 
3  und  4  existiren  nur  kleinere  Theile,  und  noch  geringer  sind  die  von 
der  Fläche  5  erscheinenden  Stücke. 

Wie  schon  in  den  Torangeschickten  allgemeinen  Bemerkungen  über 
diese  Abtheilung  der  Apatitkrystalle  hervorgehoben ,  ist  die  elektrische 
Verlheilung  gerade  die  entgegengesetzte  als  ßei  den  Krystallen  der  er- 
sten Abtheilung.  Die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  zeigen  negative  Pola- 
rität und  zwar  das  untere  mangelhaft  ausgebildete  eine  stärkere  als  das 
obere;  die  Seitenflächen  4  ,  2,  3  und  6  und  zum  Theil  auch  4  sind 
positiv,  während  sich  über  die  sehr  mangelhaft  ausgebildete  Fläche  5 
und  den  rechten  Theil  der  Fläche  4  eine  negative  Region  vom  oberen 
nach  dem  unteren  Ende  herabzieht.  Die  Spannung  der  positiven  Elek- 
tricität  auf  den  Flächen  2  und  3  ist  nicht  unbeträchtlich ;  auf  der  Fläche 
1  ist  sie  schwächer,  was  wohl  in  der  von  dem  oberen  Ende  über  die 
rechte  Seite  der  oberhalb  der  Fläche  1  liegenden  Pyramidenflächen  her- 
ablaufenden und  auch  noch  in  den  oberen  Theilen  des  rechten  Randes 
der  Fläche  1  selbst  auftretenden  negativen  Elektricität  seinen  Grund  hat. 


Digitized  by 


Google 


20  W.  G.  Hankel, 

Krystall  No.  14.     Taf.  I,  Fig.  14. 

Der  vom  St.  Gotthardt  stammende  Krystall  gehört  gleichfalls  der 
Freiberger  Sammlung.  Er  gleicht,  wie  schon  oben  bemerkt,  in  seiner 
Masse  dem  vorhergehenden.  Seine  Begrenzungen  werden  vorzugsweise 
von  den  Flächen  OP,  |^P,  P  und  ooP  gebildet,  zu  denen  noch  einzelne 
kleine  Flächen  von  P2,  2P2,  und  ooP2  hinzutreten.  Das  obere  Ende 
ist  vollkommen,  das  untere  aber  mangelhaft  gebildet. 

Die  auf  seiner  Oberfläche  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
sind  nur  gering;  die  Enden  der  Hauptaxe  tragen  die  negativen,  die  Sei- 
lenflächen die  positiven  Pole. 


Brncit 

Der  Brucit  oder  das  natürliche  Magnesiahydrat  (Talkhydrat)  kommt 
meistens  in  schaaligen  Massen  vor,  welche  einen  sehr  deutlichen  Blät- 
terdurchgang besitzen.  Selten  finden  sich  Krystallflächen.  Nach  Hes- 
se nb  er  g  ist  die  Krystallform  rhomboedrisch  und  misst  der  Polkanten- 
winkel 83**  22',5 ,  woraus  das  Verhältniss  der  Nebenaxen  zu  der  Haupt- 
axe 0,5208  :  1  folgt.  Der  zuvor  erwähnte  vollkommene  Durchgang  ist 
parallel  mit  OP. 

Die  vier  im  Nachfolgenden  beschriebenen  und  auf  Taf.  1  in  halber 
linearer  Grösse  abgebildeten,  blätterigen  Brucitstücke ,  von  welchen 
zwei  mehr  oder  weniger  grosse  Theile  von  Krystallflächen  zeigten,  stan>- 
men  sämmtlich  von  Texas  in  Pennsylvanien ;  sie  sind  farblos  und  mehr 
oder  weniger  durchsichtig. 

Der  Brucit  besteht  aus  69  Theilen  Magnesia  und  31  Theilen 
Wasser ;  erträgt  aber  eine  Erhitzung  bis  zum  Siedepunkt  des  Wassers, 
ohne  sichtbar  zersetzt  zu  werden.  Trotz  seines  hohen  Wassergehaltes 
hat  er  ein  ausserordentlich  grosses  Isolationsvermögen.  In  optischer 
Beziehung  gehört  et^  zu  den  positiv  einaxigen  Krystallen. 

Brucit  No.  1.  Taf.  I,  Fig.  1. 

Die  Brucitmasse  No.  1 ,  welche  Fig.  1  Taf.  I  in  halber  linearer 
Grösse  in  A  von  der  oberen ,  in  B  von  der  unteren  Seite  abgebildet  ist, 
gehört  dem  mineralogischen  Museum  der  hiesigen  Universität.     C  ist 


Digitized  by 


Google 


Elektrische  Untersuchungen.  21 

eine  ungefähre  Darstellung  des  in  A  links  liegenden ,  D  des  in  A  rechts 
liegenden,  und  E  des  in  der  Zeichnung  A  vorn  liegenden  Randes  oder 
der  betreffenden  seitlichen  Begrenzung.  Auf  der  oberen  Seite  erhebt 
sich  zwischen  aßy  eine  pyramidal  aufsteigende  Masse;  bei  ihrer  Bil- 
dung ist  sie  in  der  Richtung  von  der  unteren  Fläche  B  nach  der  oberen 
A  hin  gewachsen.  Auf  den  Seiten  der  pyramidal  sich  erhebenden  Masse 
sind  einzelne  Reste  von  Rhomboederflächen  erkennbar. 

Beim  Erkalten  zeigt  die  obere  Fläche  A  überall  negative  Spannung, 
ebenso  die  untere,  nur  tritt  auf  letzterer  an  dem  einen  Rande  eine 
schwache  positive  Elekricität  hervor;  dagegen  sind  sämmtliche  seitliche 
Begrenzungen  positiv. 

Hiernach  würde  sich  also  die  normale  Vertheilung  der  Eleklricität 
auf  einem  vollkommenen  Brucitkrystalle  so  gestalten ,  dass  beim  Erkal- 
ten die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  nebst  den  sie  umgebenden  Flächen- 
stücken negativ ,  die  Kanten  an  der  Basis  nebst  den  ihnen  anliegenden 
Flächenstücken  abör  positiv  elektrisch  werden.  Die  Vertheilung  ent- 
spricht der  auf  dem  Skalenoeder  der  Derbyshirer  Kaikspäthe  beobach- 
teten*). 

Auf  dem  vorliegenden  Bruchstücke  ist  die  Stärke  der  erregten 
Elektricität,  wie  die  in  die  Figuren  eingetragenen  Zahlen  nachweisen, 
auf  der  oberen  Seite  nicht  unbeträchtlich ;  auf  der  unteren  dagegen  er- 
scheint sie  wesentlich  schwächer  und  geht  an  dem  einen  Rande  bereits 
in  die  positive  über. 

Je  nach  der  Lage,  welche  ein  solches Brucitstück  in  Bezug  auf  den 
ganzen  Krystall  einnimmt,  kann  aber  auch  die  untere  Seite  (Brucit  No.  ^, 
3  und  4)  positiv  werden,  wie  ich  dies  beim  Topase**)  nachgewie- 
sen habe. 

Wenn  ein  Gypskrystall  parallel  seinem  vollkommensten  Durchgange 
zerspalten  wird ,  so  zeigen  die  beiden  Spaltungsflächen ,  die  zuvor  an 
einander  gelegen  haben,  entgegengesetzte  Polaritäten,  wofern  nicht  die 
Spaltung  gerade  die  Mitte  des  Krystalles  trifift,  in  welchem  Falle  beide 
Flächen  gleichartig  erscheinen.  Auch  dieser  Vorgang  lässt  sich  an  den 
Brucitmassen  beobachten,  wie  die  in  Fig.  4,  Taf.  II  abgebildeten  Brucit- 
blätter  zeigen. 


*)   Diese  Abb.  Bd.  U.  S.  44t. 
*)  Diese  Abb.  Bd.  18.  S.  494. 
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Brucit  No.  2.     Taf.  I,  Fig.  2. 

Die  in  Fig.  2,  Taf.  I  abgebildete  Brucilniasse  gleicht  sehr  der  vor- 
hergehenden. A  stellt  die  obere,  B  die  unlere  Seite,  C  den  in  der 
Zeichnung  A  links,  D  den  rechts  und  E  den  vorn  hegenden  Rand  (Sei- 
tenflüche) dar.  Auf  der  oberen  Seite  erhebt  sich  die  Masse  ähnlich  wie 
bei  No.  1  pyramidenartig,  während  sie  auf  der  unteren  Seile  von  einer 
ebenen  Durchgangsfläche  begrenzt  wird,  die  nur  an  einigen  Randslellen 
Reste  von  Krystallflächen  trägt.  Auf  der  oberen  Seite  finden  sich  hei 
«,  a,  a"  und  y,  und  auf  der  unteren  Seite  bei  {i  und  ß'  Theile  von  Kry- 
stallflächen. Die  bei  «,  «',  a"  und  ß  und  ß'  sichtbaren  gehören,  wenn 
wir  den  Kiystall  rhomboedrisch  nehmen,  den  beiden  Rhomboedern 
+  i  R  und  —  J^  R,  oder  einer  vollständigen  hexagonalen  Pyramide 
an ,  während  das  bei  y  hervortretende  Flächenstück  von  dem  Rhomboe- 
der  R  selbst  herrührt. 

Auf  der  oberen  Seite  sind  die  pyramidal  sich  erhebenden  Theile 
stark  negativ  elektrisch;  auf  den  niedrigen  Theilen  des  linken  und  des 
vorderen  Randes  (oder  der  seitlichen  Begrenzungen)  erscheint  aber 
positive  Spannung,  die  auch  auf  der  ganzen  unteren  Seite  und  den  Rän- 
dern sich  findet. 

Brucil  No.  3.     Taf.  I,  Fig.  3. 

Die  ziemlich  durchsichtige,  blätterige  Masse,  No.  3,  hatte  ich  von 
einem  grössere«  Stücke  abgebrochen.  In  Fig.  3  Taf.  1  habe  ich  die 
obere  und  untere  Seite  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet.  Die  eine 
Seite,  die  ich  im  Anschluss  an  die  vorhergehenden  Beobachtungen  als 
die  obere  bezeichnen  will ,  ist  überall  negativ ,  die  entgegengesetzte  un- 
tere aber  positiv. 

Brucit  No.  4.     Taf.  11,  Fig.  4. 

Von  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  hatte  ich  zwei  Brucit- 
platten  erhallen ,  welche  oben  und  unten  von  ebenen  Durchgangsflächen 
begrenzt  waren  und  früher  eine  einzige  Platte  gebildet  hatten.  Auch 
der  Durchgang,  in  welchem  sie  getrennt  waren ,  bildete  eine  fast  voll- 
kommene Ebene,  so  dass  sich  nach  dem  Zusammenlegen  beide  genau 
aneinander  anschliessenden  Platten  wie  eine  einzige  behandeln  Hessen. 
Die  Dicke  der  oberen  Platte  betrug  2,5  bis  4"",  die  Dicke  der  unteren 
2  bis  3"^"^ . 
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In  Fig.  4  Taf.  II  habe  ich  die  oberen  und  unteren  Fladien  beider 
Platten  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet  und  die  auf  ihnen  beobach- 
teten elektrischen  Spannungen  in  diese  Abbildungen  eingetragen.  Die 
oberen  Seiten  beider  Platten  A  und  C  sind  negativ ;  die  unteren  B  und 
D  positiv.  Ebenso  verhielten  sich  die  obere  und  untere  Begrenzungs- 
fläche A  und  D,  als  beide  Platten  genau  zusamroengelegt  und  als  eine 
einzige  Platte  von  5,5  bis  7"*"  Dicke  untersucht  wurden. 

Vor  der  Spaltung  hatten  die  beiden  Flächen  B  und  C  zusammen 
gelegen;  nach  ihrer  Trennung  zeigte  B  positive  und  C  negative  Polarität. 
Die  Maxima,  sowohl  der  positiven  als  auch  der  negativen  Spannungen 
liegen  auf  allen  vier  Flächen  nahe  an  derselben  Stelle. 


Cölestin. 

Die  Krystalle  -des  Cölestins  sind  mit  denen  des  Schwerspaths 
isomorph  und  theilen  mit  ihnen  das  gleiche  Geschick^  bei  ihrer  Be- 
schreibung seitens  der  Krystallographen  auf  sehr  verschiedene  Weise 
gestellt  worden  zu  sein.  Aus  den  bereits  beim  Schwerspathe*)  ausge- 
sprochenen Gründen  nehme  ich  im  Folgenden  den  Hauptdurchgang, 
ebenso  wie  beim  Schwerspathe ,  senkrecht  gegen  die  verticale  Axe 
(Hauptaxe)  und  die  beiden  etwas  weniger  vollkommenen  Durchgänge 
parallel  mit  den  Flächen  des  Prismas  ooP.  Nach  dieser  Stellung  finden 
sich  bei  den  weiterhin  beschriebenen  Individuen  überhaupt  die  Goslul- 
ten:  OP,  ooP,  Poo,  ^Pooundein  sehr  stumpfes  Brachydoma ,  sehr 
wahrscheinlich  ^V^  ^o- 

Nimmt  man  den  Winkel ,  unter  welchem  die  Flächen  des  Prismas 
|Poo  am  Ende  der  Brachydiagonale  zusammenstossen,  zu  78*^  50'  und 
den  Winkel  des  Prismas  ooP  ebenfalls  an  dem  Ende  der  Brachydiago- 
nale zu  104^6',  so  ergeben  sich  daraus  die  Verhältnisse  der  Brachydia- 
gonale zur  Makrodiagonale  und  zur  Hauptaxe  ä  0,6083 : 0,7801  : 1  ^*). 

Wie  beim  Schwerspathe  zeigen  auch  die  von  verschiedenen  Fund- 
orten stammenden  Krystalle  des  COlestins  ein  verschiedenes  Wachs- 
Ihum.     Die  Krystalle   von  Strontian  Island  im   Huronsee  sind  in  der 


*)   Diese  Abh.  Bd.  45,  S.  t74. 
**)  Bekn  Schwerspath  sind  diese  Verbäilnisse  0,6210  :  0,76«?  :  I. 
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Richtung  der  Makrodiagonalc  gewachsen  und  hdben  niil  einem  Ende 
derselben  angesessen ;  sie  bilden  gleich  den  Przibramer  Schwerspäthen 
flache  Tafeln,  die  besonders  von  den  Flächen  OP,  ooP  und  4^Poo  be- 
grenzt werden.  Andrerseits  gleichen  die  im  Wadi  el  Tih  in  Egypten  vor- 
kommenden Cölestinkrystalle  bezüglich  ihres  Anwachsens  den  Schwer- 
späthen  aus  der  Auvergne :  sie  sitzen  wie  diese  mit  dem  einen  Ende  der 
Brachydiagonale  fest,  sind  also  in  der  Richtung  dieser  Diagonale  gewach- 
sen und  bilden  Säulen,  welche  von  den  Flächen  Poo  und  OP  begrenzt 
werden  und  am  freien  Ende  der  Brachydiagonale  die  Flächen  ooP 
und^Poo  tragen.  Ebenso  sind  die  Cölestinkrystalle  von  Girgenti  in 
der  Richtung  der  Brachydiagonale  gewachsen  und  bilden  oft  stänglicbe 
Aggregate,  aus  welchen  nur  das  eine  Ende  der  Brachydiagonale  frei 
hervorragt. 

Die  Beobachtungen  an  den  verschieden  gestalteten  Schwerspath- 
krystallen  hatten  sehr  merkliche  Unterschiede  in  der  Stärke  der  durch 
Temperaluränderungen  erregten  elektrischen  Spannungen  ergeben;  na- 
mentlich traten  dieselben  im  Allgemeinen  stärker  auf  denjenigen  Kry- 
stallen  hervor,  welche  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  gewachsen 
sind,  als  bei  den  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  verlängerten 
Säulen.  Ich  war  daher  gar  nicht  erstaunt,  als  ich  zur  Zeit  der  Unter- 
suchung der  Schwerspäthe  auf  kleinen  Bruchstücken  von  Cölestinkry- 
stallen  von  Girgenti  nur  sehr  schwache  elektrische  Erregungen  wahrzu- 
nehmen vermochte.  In  tier  letzten  Zeit  habe  ich  durch  Herra  Th. 
Schuchardt  in  Görlitz  ziemUch  grosse  Cölestinkrystalle  von  Strontian 
Island  erhalten ;  auf  diesen  erlangen  die  elektrischen  Polaritäten  eine 
grössere  Stärke^).  Uebrigens  gleicht  die  elektrische  Vertheilung  auf  den 
Cölestinkrystallen  im  Allgemeinen  der  von  mir  auf  den  Schwerspäthen 
beobachteten. 

A.  Erystalle  von  Strontian  Island  im  Huronsee. 

Krystall  No.  1.  Taf.  II,  Fig.  1. 
In  Fig.  1 ,  Taf.  II  ist  der  Krystall  No.  1   in  einer  Ansicht  von  oben 
und  von  unten  in  natürlicher  Grösse  abgebildet ;  neben  die  Ansicht  von 
oben  sind  die  zwei  am  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  vorhan- 


*)  Sehr  leicht  elektrisch  erregbar  warea  auch  die  DurchgaDgsflächen  an  den 
unter  No.  4  beschriebenen  Bruchstücken  von  Montecchio  maggiore ;  s.  weiter  unten. 
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deoen  Flächen  ooP,  sowie  die  Bruchfläche  AB  und  eine  mangelhaft 
ausgebildete  Fläche  CD  gezeichnet. 

Der  Krystall  wird  von  den  Gestalten  OP,  ooP,  4P  und  tV^^o*) 
begrenzt.  Die  Masse  desselben  ist  ziemlich  klar,  aber  von  zahlrei- 
chen mit  00  P  parallelen  Sprüngen  durchsetzt.  Auf  der  oberen  Fläche 
liegen  an  zwei  Stellen  kleinere  thonige  Massen. 

Die  äusserste  Schicht  der  Substanz  auf  den  beiden  Flächen  00  P.  ist 
in  einer  fast  1""  grossen  Dicke  undurchsichtig.  Durch  diese  Schicht  wird 
jedenfalls  das  Hervortreten  der  elektrischen  Spannung  auf  diesen  Flächen 
beeinträchtigt.  Auf  der  rechten  Seite  (bezogen  auf  die  linksstehende  Zeich- 
nung, welche  die  Ansicht  von  oben  darstellt)  ist  der  Krystall  durch  eine 
nicht  sehr  unebene  Bruchfläche  A  B  begrenzt,  an  welche  sich  nach  vorn 
eine  wahrscheinlich  durch  Anliegen  fremder  Massen  in  ihrer  Ausbildung 
gehemmte  Fläche  D  C  anschh'esst. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  Cölestinkrystalle  gleicht 
der  beim  Schwerspathkrystalle  No.  5  ^*)  beobachteten ;  es  sind  also  die 
Flächen  OP  sammtden  beiden  Flächen  des  Prismas  00  P,  sowie  die  Bruch- 
fläcbe  am  rechten  Ende  positiv,  die  Flächen  4^Poo,  sowie  die  an  ihre 
Stelle  getretene  Anlegefläche  dagegen  zeigen  negative  Polarität.  Bei  dem 
eben  erwähnten  Schwerspathe  No.  5  tritt  ausserdem  noch  eine  negative 
Zone  an  dem  freien  Ende  der  Makrodiagonale  auf,  die  bei  dem  vorlie- 
genden Cölestinkrystalle  nicht  wahrzunehmen  war,  vielleicht  gehindert 
durch  die  zuvor  beschriebene  Auflagerung  einer  undurchsichtigen  Masse 
auf  die  Flächen  00  P. 

Krystall  No.  2.  Taf.  II,  Fig.  2. 

Der  Krystall  No.  2  trägt  dieselben  Krystallgestalten  wie  der  vor- 
hergebende ;  auf  der  unteren  Seite  findet  sich  selbst  eine  matte  Fläche 
von  tV  P  ~-  Indess  ist  seine  Masse  weniger  rein  und  sind  die  Flächen 
der  oberen  und  unteren  Seite  minder  vollkommen  gebildet,  als  bei  dem 


♦)  Da  die  fläche  des  Brachydomas  -jly  F  00  matt  war,  so  konnte  ihr  Winkel  mit 
der  anliegenden  Fläche  0  P  nur  mit  dem  Anlegegonionieter  gemessen  werden.  Eine 
genauere  Bestimmung  desselben  Hess  sich  aber  bei  der  Regelmässigkeit  des  Krystalles 
durch  die  Abmessungen  der  Dicke  und  Länge  des  betreffenden  Stückes  erlangen ; 
daraus  ergab  sich  der  Winkel  zwischen  jener  matten  Fläche  und  der  anliegenden 
Fläche  OP  zu  175®  6',  woraus  dann  das  Zeichen  -jl^^roo  folgt. 
**)   Diese  Abh.  Bd.  45.  Taf.  I.  Fig.  5. 
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vorhergehenden.  Di(;  Zeichnung  Fig.  2,  Taf.  II  stellt  die  Ansieht  von 
oben  (links)  und  von  unten  (rechts)  dar;  neben  die  Ansicht  von  oben 
sind  die  vier  Flüchen  des  Prismas  ooP  gezeichnet;  die  mit  1  und  4  be- 
zeichneten Flächen  sind  eben ,  aber  wie  bei  No.  i  mit  einer  undurch- 
sichtigen, fast  1  °"  dicken  Schicht  belegt.  Die  Flöche  3  ist  ziemlich  eben, 
die  Flache  2  dagegen  unvollkommen  ausgebildet  und  zum  Theil  mit  fest 
ansitzenden  Thonmassen  bedeckt. 

Die  Flächen  0  P  sind  positiv ;  ebenso,  wenn  auch  schwächer,  die 
beiden  Flächen  1*  und  4  des  Prismas  ooP;  die  Flächen  J  Poo  zeigen  sich 
negativ  und  ebenso  \  erhält  sich  die  Fläche  3.  Die  Polarität  der  mangel- 
haft ausgebildeten  Prismenfläche  2  Hess  sich  nicht  bestimmen. 

• 

B.  Erystalle  von  Oirgenti. 

Kry stall  No.  3.   Taf.  II,  Fig.  3. 

Wie  bereits  oben  bemerkt,  sind  die  Cölestinkiystalle  von  Girgenli 
stets  mit  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  angewachsen  und  haben 
sich  von  da  aus  zu  mehr  oder  weniger  freien  Säulen  entwickelt,  oder 
sind  mit  den  benachbarten  Individuen  zu  einem  stänglichen,  etwas  strah- 
ligen Aggregate  verwachsen,  aus  welchem  nur  die  Enden  der  Brachy- 
diagonale heraustreten.  Die  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  ver- 
längerten Säulen  werden  von  den  Flächen  Poo  gebildet,  zu  denen  ge- 
wöhnlich noch  schmale  Flächen  von  OP  hinzutreten.  Am  Ende  der 
Brachydiagonale  erscheinen  die  Flächen  oo  P  und  4  Poo,  und  bilden  je 
nach  ihrer  Grösse  eine  vertikale  Kante  (Durchschnitt  von  ooP)  oder  eine 
horizontale  (Durchschnitt  von  ^Poo). 

Die  elektrische  Erregung  dieser  Kryslalle  ist  meistens  sehr  gering 
und  erreicht  nur  auf  dem  vorderen  freien  Ende  der  Brachydiagonale 
eine  etwas  grössere  Stärke.  Dieses  vordere  Ende  (die  von  ooP  gebil- 
dete vertikale,  oder  die  von  4^ Poo  gebildete  horizontale  Kante)  sammt 
den  anliegenden  FlächenstUcken  zeigt  negative  Spannung ;  dieselbe  be- 
herrscht auch  bei  dem  Fig.  3  gezeichneten  Krystall  die  Flächen  OP, 
sodass  nur  auf  den  makrodiagonalen  Seitenkanten  desselben  und  den 
ihnen  anliegenden  Theilen  der  Flächen  Poo  die  positive  Elektricität 
erscheint. 

Fig.  3  stellt  einen  Krystall  von  Girgenti  in  zwei  Ansicbien  von  der 
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oberen  und   unteren  Seite,  nebst  der  Abbildunjj;  der  beiden  am  freien 
Ende  der  Brachydiagonale  befindlichen  Flachen  ooP  dar. 

0.  Erystalle  von  Montecchio  maggiore  bei  Vicenza. 

In  der  mineralogischen  Sammlung  der  hiesigen  UniversiU^t  linden 
sich  zwei  krystallinische  Bruchstücke  eines  bUi ulichen  Cölestins  des 
eben  genannten  Fundortes,  welche  ehemals  ein  Ganzes  gebildet  haben 
und  (larallel  dem  vollkommenen  Blätterdurchgange  auseinander  ge- 
sprengt worden  sind.  Ich  habe  dieselben  in  Fig.  4  a  und  46,  so  gut  es 
ging,  abgebildet.  AD  und  AR  sind  die  beiden Durchgangsilächen,  nach 
welchen  die  Stücke  gesprengt  wurden.  Wenn  das  Fig.  4  a  dargestellte 
Stück  als  oberes  und  das  Fig.  46  als  unleres  Stück  belrachtet  wird,  so 
stellt  die  Fläche  AB  die  untere  Fläche  des  oberen  Stückes  und  A'  B 
die  obere  Fläche  des  unteren  Stückes  dar.  Wird  das  obere  Stück  auf 
auf  das  untere  gelegt,  sodass  wieder  das  ursprüngliche  Ganze  sich  her- 
stellt, so  bilden  die  Flächen  C,  C,  fl,  C,  E,  F,  F  und  F  die  seitlichen 
Begrenzungen,  die  aber  sehr  unregelraässig  verlaufen;  es  liegt  dann  C 
oberhalb  C\  D  oberhalb  F,  E  oberhalb  E  und  F  oberhalb  F.  Die 
kleine  Durchgangsfläche  G  bildet  an  diesem  Ganzen  dann  die  obere, 
und  die  grössere  Durchgangsfläche  C  die  untere  Seite.  Die  F'lächen  F, 
F,  D  und  C  sind  Durchgangsflächen,  welche  mit  den  Prismenflächen 
ooP  parallel  gehen. 

Die  obere  und  die  untere  Fläche  G  und  G'  sind  in  erheblichem 
Grade  positiv,  ein  Hinweis,  dass  dieselben  im  ursprünglichen  Gebilde 
nahe  an  den  Krystallflächen  OP  gelegen  haben.  Die  unregelmässigen 
Seilenflächen  an  dem  mit  A  bezeichneten  Ende  der  Makrodiagonale 
zeigen  negative,  an  dem  anderen  mit  D  bezeichnelen  Ende  positive 
Spannung.  Die  beiden  auf  einander  gelegen  habenden  Durchgänge  A  B 
und  A'  ff  sind  negativ,  und  zwar  AB  stärker  als  AB,  Bei  den  in  den 
Zeichnungen  eingetragenen  Messungen  waren  die  Krystalle  bis  gegen 
97** C.  erhitzt;  es  genügen  aber  schon  Temperaturerhöhungen  bis  gegen 
30**  oder  40**  C.,  uro  bei  der  Abkühlung  einen  Ausschlag  von  einigen 
Skalenlheilen  zu  erhallen.  Ja  es  genügt,  z.  B.  die  Spaltungsfläche  A  B^ 
(Fig.  4  b)  einige  Minuten  in  die  Sonne  zu  stellen ,  um  sogleich  darauf 
einen  der  steigenden  Temperatur  entsprechenden  positiven  Ausschlag 
von  2  Skalentheilen  zu  erhalten. 
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Prehnit 


Den  Prehnil  lernte  man  zuerst  in  einer  Varietät  kennen,  welche  der 
Physiker  Rochon  1774  vom  Cap  der  guten  Hoffnung  mitbrachte. 
Später  wurde  er  an  derselben  Oertlichkeit  vom  holländischen  Obersten 
von  Prehn,  von  welchem  er  den  Namen  trögt,  aufgefunden.  Man  hielt 
ihn  anfangs  für  einen  Smaragd,  wies  ihn  nachher  dem  Prasem,  dann 
dem  Chrysolith  und  spater  den  Zeolithen  zu ,  bis  er  schliesslich  nach 
den  Analysen  Hassenfra  tz's  und  Klaproth's  von  Werner  als  eine 
selbstständige  Gattung  unter  dem  Namen  Prehnit  aufgestellt  wurde. 

Die  Krystalle  des  Prehnits  gehören  dem  rhombischen  Systeme  an ; 
der  stumpfe  Winkel  des  Prismas  ooP  beträgt  99<^  58'*).  Die  Krystalle 
bilden  gewöhnlich  niedrige,  von  den  Flächen  ooP  begrenzte  Prismen, 
die  oben  und  unten  die  Fläche  OP  und  an  den  Enden  der  Makrodiago- 
naie  kleine  Flächen  oo  P  oo  tragen.  Diese  Tafeln  erscheinen  meistens  an 
den  Ettden  der  Brachydiagonale  etwas  aufgeblättert  und  verdickt,  so- 
dass auf  den  Endflächen  0  P  eine  mit  der  Makrodiagonale  parallel  lau- 
fende Vertiefung  entsteht;  bisweilen  ist  dieses  Aufblättern  so  stark, 
dass  die  brachydiagonalen  Seitenkanten  nicht  gerade,  sondern  bogen- 
förmig gekrümmte  Linien  bilden.  Ausserdem  kommt  der  Prehnit  auch 
kugelig  und  nierenförmig  vor ,  wobei  diese  Kugeln  eine  schaalige  und 
radial  faserige  Zusammensetzung  zeigen. 

Der  Prehnit  ist  bis^'eilen  farblos,  gewöhnlich  aber  grünlich  (weiss- 
lichgrün  bis  lauchgrün)  gefärbt;  seine  Härte  ist  sehr  beträchtlich,  6  bis  7. 
Die  Bestand theile  desselben  sind  Kieselsäure,  Thonerde,  Kalk  und 
Wasser,  zum  Theil  auch  etwas  Eisenoxyd. 

Nach  einer  in  der  ersten  Ausgabe  seines  Traite  de  mineralogie  von 
H  a  u  y  gemachten  Angabe,  die  aber  sonderbarerweise  in  der  zweiten 
Ausgabe  fehlt,  ist  die  Eigenschaft  des  Prehnits,  durch  Temperaturände- 
rung elektrisch  zu  werden,  von  Dr6  entdeckt  worden.  In  der  zweiten 
Ausgabe  des  Traile  führt  H  a  u  y  nur  an ,  dass  die  elektrische  Axe  die 
Richtung  der  kurzen  Diagonale  der  Kerngestalt  habe,  und  fügt  dann, 
befangen  in  der  Ansicht ,  dass  alle  thermoelektrischen  Krystalle  noth- 


*)   Genauere  Bestimmungen  über  die  Krystallformen  des  Prehnits  gibt  Streng 
(Neues  Jabrb.  für  Min.  1870,   S.  316). 
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wendig  hemimorph  gebildet  sein  müssen,  hinzu  :  Uanalogie  semble  exi- 
ger  que  les  pariies,  dans  lesquelles  resident  les  poles  6lectriques  d6ro- 
gent  ä  la  symmöirie  par  une  diff^rence  de  configuration :  j'ai  d^jd  quel- 
ques aper^us  k  cei  6gard  etc. 

Wegen  Mangels  an  geeigneten  Krystailen  konnte  ich  bei  meinen 
früheren  Untersuchungen  *)  nur  das  elektrische  Verhalten  des  einen, 
gewöhnlich  freien  Endes  der  Brachydiagonale  bestimmen,  und  dasselbe 
als  beim  Erkalten  positiv  erkennen. 

Riess  und  G.  Rose**)  haben  12  verschiedene  Prehnite  (Prismen, 
Tafeln  und  kugelförmige  Stücke)  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft 
und  aus  den  auf  ihnen  gemachten  Beobachtungen  folgende  Schlüsse 
gezogen:  „Alle  diese  Beobachtungen  stimmen  mit  einander  überein 
und  lehren  eine  eigenthümliche ,  bisher  unbekannte  Vertheilung  der 
elektrischen  Pole  an  Krystailen  kennen.  Bei  den  bisher  angeführten 
Krystailen  (den  terminalpolarischen)  mündete  nämlich  jede  einzelne 
elektrische  Axe  an  der  Oberfläche  des  Krystalles,  und  es  fand  sich  da- 
her stets  eine  gerade  Anzahl  von  Polen  vor.  Der  Prehnit  hingegen  hat 
zwei  gegen  einander  gekehrte  elektrische  Axen,  deren  analoge  Pole  zu- 
sammenfallen, und  erscheint  daher  dreipolig.  Die  kurze  Diagonale 
der  Basis  des  Prismas  giebt  die  Richtung  beider  Axen,  deren  gemein- 
schaftlfcher  analoger  Pol  in  der  Mitte  liegt,  während  die  zugehörigen 
beiden  antilogen  Pole  an  den  Enden  dieser  Linien  liegen.  Da  diese  Ver- 
theilung durch  die  Masse  des  ganzen  Krystalles  geht,  so  müssen  die 
scharfen  Seitenkanten  unelektrisch  sein ;  eine  Abstumpfung  der  schar- 
fen Seitenkante  trilft  immer  den  analogen  Pol,  eine  Abstumpfung  der 
stumpfen  Kante  nur  dann,  wenn  sie  durch  die  lange  Diagonale  der  Basis 
geht.  Wir  nennen  diese  Art  der  pyroelektrischen  Vertheilung  central- 
polarisch." 

Genau  dieselbe  centraipolarische  Vertheilung  glaubten  Riess  und 
G.  Rose  beim  Topas  annehmen  zu  müssen.  Ich  habe. aber  bereits  in 
meiner  Abhandlung  „über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  To- 
pases" ***)  nachgewiesen,  dass  eine  solche  centraipolarische  Vertheilung 
beim  Topase  nicht  existirt;  und  ebensowenig  ist  dieselbe  beim  Prehnit 


*)  De  thermoelectricitate  crystallorum,  Hai.  1839^  S.  32. 
**)  Abb.  der  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  1843,  S.  88. 
♦*♦)  Diese  Abb.  Bd.  18.  S.  355. 
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vorhanden.  Ich  kann  nur  wiederholen,  was  ich  bereits  in  der  zuvor 
genannten  Abhandlung  über  den  Topas  ausgesprochen ,  dass  alle  von 
Riess  und  G.  Hose  speciell  angeführten  Beobachtungen  richtig  sind, 
dass  jedoch  ihre  Untersuchungsinethode  die  Wahrnehmung  schwächerer 
elektrischer  Zonen  nicht  gestattete  und  hierdurch  die  vollständige  Er- 
kennung der  elektrischen  Erscheinungen  unmöglich  machte. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  dem  Prehnite  gleicht  der  auf  dem 
Topase  von  mir  beobachteten.  Nehmen  wir  z.  B.  ein  Stück  eines  brasi- 
lianischen Topaskrystalles  (wie  solche  Figg.  60  und  62,  Taf.  IV  der  zuvor 
angezogenen  Abhandlung  abgebildet  sind) ,  dessen  oberes  und  unteres 
Ende  von  den  mit  0  P  parallelen  Durchgängen  begrenzt  werden,  so  sind 
diese  Endflächen  (Durchgangsflächen)  nebst  den  makrodiagonalen  Sei- 
tenkanten beim  Erkalten  negativ,  die  brachydiagonalen  Seitenkanten 
aber  positiv.  Da  jedoch  die  negative  Elektricität  auf  den  Endflächen  eine 
ausgedehnte  Entwicklung  hat,  so  tritt  sie  nur  auf  den  makrodiagonalen 
Seitenkanten  selbst  und  den  ihnen  zunächst  gelegenen  Theilen  der  pris- 
matischen Seitenflächen  auf,  während  die  positive  sich  von  den  brachy- 
diagonalen Seitenkanten  weit  hin  über  die  prismatischen  Flächen  aus- 
breitet. 

Gerade  ebenso  gestaltet  sich,  wie  die  im  Nachfolgenden  mitgetheil- 
ten  Beobachtungen  darthun,  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Prehnit- 
krystallen.  Die  beiden  Endflächen  sind  beim  Erkalten  negativ,  und 
ebenso  die  beiden  makrodiagonalen,  gewöhnlich  durch  kleine  Flächen 
ooPoo  abgestumpften  Seitenkanten,  während  die  brachydiagonalen  Sei- 
tenkanten positive  Polarität  besitzen ,  und  diese  Polarität  weithin  über 
die  anliegenden  Flächenstücke  von  ooP  ausdehnen.  Auf  den  durch  Bruch 
entstandenen  oder  durch  Anwachsen  mangelhaft  ausgebildeten  seitlichen 
Begrenzungsflächen  zeigt  sich  negative  Spannung,  doch  ist  auch  meistens 
auf  ihnen  durch  die  Stärke  der  an  den  einzelnen  Punkten  beobachteten 
Elektricität  noch  die  dem  normalen  Zustande  zukommende  Vertheilung 
angedeutet,  indem  die  negative  Spannung  von  den  makrodiagonalen 
Seitenkanten  nach  den  brachydiagonalen  hin  abnimmt,-  während  die 
positive  in  der  Richtung  von  den  brachydiagcfnalen  Seitenkanten  nach 
den  makrodiagonalen  hin  geringer  wird. 

Die  auf  den  Prehnitkrystallen  auftretenden  elektrischen  Spannun- 
gen sind  nicht  unbeträchtlich,  weshalb  sie  auch  mit  den  früheren  un- 
vollkommeneren Beobachtungsmitteln  aufgefunden  werden  konnten.  Um 
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das  Anschlagen  des  Goldblättchens  meines  Elektrometers  an  die  zur 
Seite  stehenden,  mit  den  Polen  der  Yolta'schen  Säule  verbundenen  Mos- 
singplatten  zu  verhindern,  musste  die  Empfindlichkeit  desselben  auf  ein 
Drittel  von  der  sonst  gewöhnlich  gebrauchten  verringert  werden. 

Ich  werde  die  Beobachtungen  an  vier  Krystallon  oder  vielmehr 
Bruchstücken  solcher  mittheilen.  Trotz  der  Unvollkommenheit  derselben 
werden  die  an  ihnen  angestellten  Beobachtungen  doch  hinreichen,  um 
die  oben  von  mir  ausgesprochene  Vertheilung  der  Elektricitat  in  voller 
Bestimmtheit  nachzuweisen.  Sämmtliche  Krystalle,  die  ich  der  Güte 
meines  Collegen  Zirkel  verdanke,  waren  von  HandstUcken  aus  Rat- 
schinges in  Tyrol  abgebrochen. 

Die  Zeichnungen  stellen  bei  allen  vier  Krystallen  die  einzelnen 
Flächen  und  Kanten  in  doppelt  linearer  Grösse  dar.  Alle  von  KrystalU 
flächen  gebildeten  Kanten  sind  durch  ausgezogene  Linien,  dagegen  alle 
durch  Bruch  entstandenen  nur  durch  punktirte  Linien  dargestellt. 

Krystall  No.  1.  Taf.  II,  Fig.  1. 

Am  vollständigsten  unter  den  vier  Krystallen  ist  die  in  Fig.  1  ge- 
zeichnete dünne  Tafel.  Von  den  Flächen  des  Prismas  oo  P  sind  voll- 
ständig die  Flächen  <  und  2  vorhanden ;  von  der  Fläche  4  ist  nur  ein 
Theil  In  der  Nähe  des  vorderen*)  Endes  der  Brachydiagonale  sichtbar, 
während  an  Stelle  der  Fläche  3  ein  Bruch  die  Begrenzung  bildet.  An 
diesem  Bruche  finden  sich  auf  der  oberen  Fläche  einige  kleinere  Kry- 
stallmassen  eingewachsen. 

Die  Endflächen  0  P  sind  im  Allgemeinen  negativ ;  nur  erscheint  in 
der  Nabe  des  vorderen  Endes  der  Brachydiagonale  positive  Spannung, 
die  sich  auf  der  unteren  Fläche  eine  Strecke  weit  neben  dem  einen  Rande 
hinzieht  Die  schwache  positive  Elektricitat  am  linken  Ende  der  Makro- 
diagonale ist  durch  die  daselbst  au%ewachsenen  kleinen  Krystallmassen 
bedingt.  Die  stärkste  negative  Spannung  erscheint,  namentlich  auf  der 
unteren  Fläche,  an  dem  ausgebildeten  rechten  Ende  der  Makrodiagonale. 
Die  vordere  Kante  am  Ende  der  Brachydiagonale,  wek^he  von  zwei  Kry- 
stallflächen  gebildet  wird,  ist  stark  positiv  und  diese  positive  Elektricitat 
dehnt  sich  auch  über  die  Flächen  1  und  4,  sowie  ein  wenig  auf  die  Flä- 
chen 0  P  aus.    Diese  Ausbreitung  ist  eine  noth wendige  Folge  der  gerin- 


*)   Diese  Benennung  isl  auf  die  Lage  der  oberen  Fläche  0  P  bezogen. 
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gen  Grösse  der  Prisinenflöchen  im  Vergleich  zu  den  Flächen  OP,  auf  wel- 
chen negative  Polarität  sich  entwickelt.  An  dem  hinteren  Ende  der  Bra- 
chydiagonale  ist  die  Kante  nicht  von  Krystallflächen  gebildet;  die  Kry- 
stallfläche  2  ist  daselbst  durch  den  an  Stelle  der  Fläche  3  vorhandenen 
Bruch  begrenzt.  Daher  erscheint  an  diesem  hinteren  Ende  der  Braehy- 
diagonale  nur  eine  schwache  positive  Spannung.  Das  ausgebildete  rechte 
Ende  der  Makrodiagonale  (schwach  abgestumpft  durch  eine  Fläche 
oot^oo)  ist  stark  negativ.  Auf  der  Bruchfläche  3  zeigt  sich  in  der  Nähe 
des  linken  Endes  der  Makrodiagonale,  also  nach  der  Fläche  4  hin,  eben- 
falls, wenn  auch  schwächere,  negative  Elektricität. 

Es  treten  an  diesem  Krystalle  also  sämmtliche  vier  Pole  auf  den 
Seitenkanten  auf,  und  zwar  auf  den  von  Krystallflächen  gebildeten  Kan- 
ten stärker,  als  auf  den  durch  Bruch  entstandenen. 

Krystall  No.  2.  Taf.  II,  Fig.  2. 

An  diesem  kleinen  Bruchstücke  ist  die  Fläche  4  vollständig,  die 
Flächen  1  und  3  aber  nur  theilweise  vorhanden,  und  an  Stelle  der 
Fläche  2  ein  Bruch  getreten.  Das  linke  Ende  der  Makrodiagonale  trägt 
eine  Abstumpfung  durch  die  Fläche  oo  P  oo. 

Die  Yertheilung  der  Elektricität  stimmt  mit  der  auf  dem  Krystall 
No.  1  beobachteten  überein,  bis  auf  die  Bruchfläche  2,  welche  negativ 
erscheint. 

Krystall  No.  3.  Taf.  II,  Fig.  3. 

Der  etwas  grössere  Krystall  No.  3  ist  an  dem  vorderen  Ende  der 
Brachydiagonale  stark  aufgeblättert  (verdickt),  wie  aus  der  Abbildung 
der  Prismenflächen  1  und  4  ersichtlich  wird.  Die  Prismenfläche  1  ist 
vollständig,  die  Fläche  4  zum  grössten  Theil  vorhanden;  an  die  Stelle 
der  Flächen  2  und  3  sind  Bruchflächen  getreten.  Jedoch  erscheint  am  rech- 
ten Ende  der  Makrodiagonale  noch  eine  schmale  Krystallfläche  ooPoo. 

Die  elektrische  Yertheilung  auf  den  Krystallflächen  ist  die  normale. 
Dagegen  tritt  auf  den  beiden  Bruchflächen  2  und  3,  wie  bei  dem  vorher- 
gehenden Krystalle  auf  der  Bruchfläche  2,  nur  negative  Spannung  auf, 
jedoch  in  abnehmender  Stärke  gegen  das  hintere  Ende  der  Brachy- 
diagonale hin^). 

*)  Die  Zeichen  4^  und  =  in  den  Abbildungen  bedeuten  eine  so  starke  positive 
und  resp.  negative  Elektricität,  dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  ganz  aus  dem 
Gesichtsfelde  des  Mikroskops  verschwand. 


Digitized  by 


Google 


Elektrische  Untersuchungen.  33 

Krystall  No.  4-  Taf.  II,  Fig.  4. 

Das  kleine  Krystallbruchstück  No.  4  besitzt  nur  die  Krystallfläche  1 
und  ein  sehr  kleines  Stück  der  Fläche  4.  Ausserdem  zeigt  es  noch  am 
rechten  Ende  der  Makrodiagonale  eine  kleine  Fläche  ooPoo.  Der 
Obrige  Theil  seines  Umfanges  wird  von  Bruchflächen  begrenzt. 

In  seiner  elektrischen  Vertheilung  gleicht  dieser  Krystall  den  frü- 
heren ;  auf  den  Bruchflächen  waltet  die  negative  Elektricilät  vor. 


Natrolith  und  Skolezit. 

Unter  der  von  C  r  o  n  s  t  e  d  t  eingeführten  Bezeichnung  Zeolith  waren 
verschiedene  Mineralien  zusamraengefasst  worden.  H  a  u  y  schied  davon 
eine  Gattung  unter  dem  Namen  Mesotyp  aus.  Dieser  Name  sollte  an- 
deuten, dass  ihre  Kernform  ungefähr  zwischen  den  Kerngestalten  des 
StilbiLs  und  des  Anaicims  die  Mitte  hält.  Diese  von  Hauy  aufgestellte 
Gattung  Mesotyp  trennten  Gehlen  und  Fuchs  in  die  drei  Gattungen 
Natrolith,  Mesolith  und  Skolezit,  für  deren  Zusammensetzung  sie  nach 
der  älteren  Schreibweise  die  Formeln 

Nä  Si     +  AI  Si  +  2  H  (Natrolith) 

2CäSi!  +  *'^^^+^*"'^^'^'''^^ 
Ca  äi     +  AI  Si  +  3  H  (Skolezit) 
aufstellten"^). 

Während  nun  der  Natrolith  und  der  Skolezit  als  selbstständige 
Gattungen  feststehen,  ist  zur  Zeit  noch  nicht  völlig  entschieden,  ob  der 
Mesolith  gleichfalls  als  eine  solche  zu  betrachten  ist,  oder  ob  die  zu  ihm 
gerechneten  Mineralien  nur  kalkhaltige  Natrolithe  oder  natronhaltige 
Skolezite  sind. 

In  den  nachfolgenden  Untersuchungen  kommen  nur  die  beiden 
Gattungen  des  Natroliths  und  Skolezits  in  Betracht. 

Die  Eigenschaft  des  Mesotyps,  durch  Temperaturänderungen  elek- 
trisch zu  werden,  wurde  von  Hauy  entdeckt ''^^) ;  jedoch  fand  er  diese 
Eigenschaft  nicht  bei  aUen,  sondern  nur  bei  einem  Theile  der  von  ihm 


*)   Jahrbuch  der  Chemie  u.  Phys.  v.  Scliweigger,   Bd.  18.  S.  8  ff.   <8I6. 
**)    Hauy,    Tratte  de  mineral.   2.  edit.   T.  3.   p.  179. 
Abhandl.  d.  K.  S.  aesellsch.  der  Wissensch.  XX.  d 
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zum  Mesotyp  gerechneten  Krystallen.  Ueber  die  specielle  Vertheilung 
der  beiden  elektrischen  Polaritäten  auf  den  Oberflächen  dieser  Krystalie 
schweigt  er,  und  setzt  nur  hinzu,  dass  er  in  der  Beschreibung  der  Va- 
rietäten, welche  jene  Eigenschaft  besitzen,  die  Krystalie  als  symme- 
trisch annehmen  werde,  bis  es  gelungen  sein  würde,  in  bestimmter 
Weise  die  Unterschiede  in  der  Ausbildung  derjenigen  Theile,  in  welchen 
die  beiden  elektrischen  Pole  ihren  Sitz  haben,  anzugeben.  Hauy  er- 
wartet also,  dass  ähnliche  Unsymmetrien  wie  beim  Turmalin  gefunden 
werden  würden. 

Fuchs  bemerkt  in  der  oben  citirten  Abhandlung  vom  Jahre  1816, 
dass  der  Natrolith  durch  Erwärmen  nicht  elektrisch  werde ;  über  den 
Skolezit  gibt  er  an,  dass  die  Krystalie  desselben  sehr  dünn  und  nur  an 
dem  einen  Ende  auskrystallisirt  sind,  an  welchem  Ende  sie  durch  das 
Erwärmen  positiv  elektrisch  werden.  Fuchs  will  hiermit  ausdrücken, 
dass  diese  ausgebildeten  Enden  der  Skolezitkrystalle  bei  dem  auf  das 
Erwärmen  folgende  Erkalten  positive  Elektricität  zeigen.  Der  Mesolilh 
stimmt  nach  Fuchs  in  seinem  Verhallen  mit  dem  Skolezite  überein. 

Brewster"^)  führt  in  dem  Verzeichnisse  der  von  ihm  elektrisch 
befundenen  Krystalie  den  Skolezit  und  Mesolilh  an,  ohne  jedoch  nähere 
Angaben  über  die  elektrische  Vertheilung  zu  machen. 

Riess  und  G.  Rose^"*)  fandenden  Natrolith,  selbst  den  von  Brevig 
in  Norwegen  (den  sog.  Radiolith  Esmark's)  uneleklrisch,  dagegen  den 
Mesolith  und  Skolezit  von  Island  sehr  stark  elektrisch,  und  zwar  waren, 
entsprechend  den  Angaben  von  Fuchs,  die  freien  oder  divergirenden 
Enden  beim  Erkalten  positiv,  die  verwachsenen  oder  convergirenden 
Enden  negativ  elektrisch.  Sie  schliessen  ihre  Untersuchungen  über  den 
Skolezit  mit  folgenden  Sätzen :  „Der  Skolezit  hat  demnach  eine  elektri- 
sche A\e,  die  mit  der  Hauptaxe  seines  vertikalen  Prismas  zusaramen- 
Pällt,  und  das  Ende,  an  welchem  sich  die  vorderen  schiefen  Prismen 
finden,  oder  das  freie  divergirende  Ende  (denn  er  kommt  stets  nur  in 
excentrisch  zusammengehäufton  Krystallen  vor)  isl  antilog  (d.  h.  beim 
F)rkalten  positiv),  das  aufgewachsene  convcrgirende  Ende  analog  (d.  h. 
beim  Erkalten  negativ).  Die  Vertheilung  der  Elektricität  ist  demnach  ganz 
wie  beim  Turmalin  und  Kieselzinkorz.  Da  aber  die  Krystalie,  wie  früher 


*)   Jahrbuch  der  Chemie  u.  Phys,   von  Schweigger,  <825.   Bd.  43,   S.  94. 
**^   Abhandl.  der  Berliner  Akad.    1843. 
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gezeigt  ist,  stets  Zwillingskrystalle  sind  und  an  den  Enden  jedes  dieser 
Krystalle  sich  also  die  Flachen  der  entgegengesetzten  Enden  des  ein- 
fachen Krystalles  vereinigt  finden,  so  kann  man  fragen,  wie  die  Verthei- 
lung  in  den  einfachen  Rrystallen  ist.  Erschiene  sie  auch  hier  wie  beim 
Turnialin,  so  klhnen  bei  den  Zwillingskrystallen  an  beiden  Enden  positive 
und  negative  Elektricitüt  zusammen,  die  sich  aufheben  müssten.  Es 
scheint  daher  kein  anderer  Ausweg  möglich  zu  sein,  als  anzunehmen, 
dass  die  einfachen  Krystalle ,  die  man  bis  jetzt  nicht  beobachtet  hat, 
uneleklrisch  sind  und  die  Elektricitüt  bei  dorn  Skolezite  erst  durch  die 
Zwillingsbildung  entsteht,  und  der  Zwillingskrystall  sich  nun  in  Bezug 
auf  Vertheilung  der  Elektricität  wie  ein  einfacher  Krystall  verhält.  Daraus 
folgt  nicht,  dass,  wenn  man  bei  dem  Skolezit  durch  Abschleifen  den  einen 
Krystall  ganz  fortschafft,  der  andere  nun  unelektrisch  würde"  u.  s.  w. 

Die  vorstehend  über  den  Natrolith  berichtete  Angabe,  wonach 
derselbe  durch  Temperaturänderung  nicht  elektrisch  werden  soll,  ent- 
spricht der  Wirklichkeit  nicht;  ich  werde  nachherzeigen,  dass  seine 
Krystalle  thermoelektrisch  sind,  wenn  auch  beträchtlich  schwächer,  als 
die  Krystalle  des  Skolezits. 

Die  oben  gemachten  Mittheilungen  von  Fuchs,  Riess  und  G. 
Rose  über  die  elektrischen  Polaritäten  an  den  beiden  Enden  der  Säulen- 
axe  des  Skolezits  (freies  Ende  beim  Erkalten-}-,  verwachsenes  Ende — ) 
sind  allerdings  richtig,  genügen  aber  nicht  zu  einer  genaueren  Einsicht 
in  die  Lage  der  verschiedenen  elektrischen  Pole.  Alle  von  llauy, 
Riess  und  G.  Rose  ausgesprochenen  Ansichten  basiren  auf  der  allen 
Vorstellung  des  nothwendigen  Vorhandenseins  einer  einzigen  mit  der 
Säulena\e  zusammenfallenden  elektrisch  polaren  Axe.  Eine  solche  e\i- 
stirt  aber,  wie  ich  mit  Bestimmtheit  nachweisen  werde,  bei  den  Kry- 
slallen  des  Skolezits  nicht;  die  elektrische  Vertheilung  auf  denselben 
gleicht  vielmehr  der  von  mir  beim  Topas,  Aragonit,  Gyps,  Diopsid, 
Orthoklas  u.  s.  w.  beobachteten,  und  die  Zwillingsbildung  hat,  wie  ich 
durch  meine  Untersuchungen  über  die  Zwillinge  und  mehrfach  zusam- 
mengesetzten Krystalle  des  Aragonits ,  des  Gypses,  Orthoklases,  des  Al- 
bits  und  Periklins  nachgewiesen  habe,  auf  die  elektrische  Vertheilung 
keinen  maassgebenden  Einfluss. 

Die  nahe  Verwandtschaft  des  Natroliths  und  Skolezits  hat  mich 
bestimmt,  beide  Mineralien  hier  in  eine  Abtheilung  zusammenzufassen. 

3» 
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A.  Natrolith. 


Der  Natrolith  kommt  zu  Brevig  ia  Norwegen  in  isolirten  Krystal- 
len  von  ziemlicher  Grösse  vor  und  es  standen  mir  vier  solche  in  der 
hiesigen  Universitätssammlung  befindliche  Krystalle,  für  deren  Dar- 
leihung ich  meinem Collegen,  Herrn  Professor  Zirkel,  zu  Dank  verpflich- 
tet bin ,  zur  Verfügung, 

Die  Krystalle  des  Natroliths  gehören  zum  rhombischen  Systeme; 
die  Winkel  des  verticalen  Prismas  ooP  nähern  sich  sehr  dem  rechten, 
sie  betragen  91®  und  89**.  Die  Winkel  der  Grundpyramide  P  sind  in 
den  Polkanten  143«  20'  und  142«  40'  und  in  den  Mittelkanten  53»  20', 
woraus  sich  das  Verhältniss  der  Brachy-,  der  Makrodiagonale  der  Basis 
und  der  verticalen  Axe  =  0,9827  :  1  :  0,3521  ergiebt.  Ausser  den 
genannten  Formen  oo  P  und  P  finden  sich  an  den  von  mir  untersuchten 
Krystallen  noch  die  Flächen  von  ooPoo  und  ooPoo,  jedoch  meistens 
nur  in  geringer  Breite. 

Die  Substanz  der  von  mir  untersuchten  Krystalle  ist  weisslich;  die- 
selben erscheinen  gevvissermaassen  aus  Fasern ,  welche  mit  der  verti- 
calen Axe  parallel  laufen,  zusammengesetzt. 

Auf  Taf.  IL  Fig.  1 ,  2  und  3  habe  ich  drei  der  untersuchten  Krystalle 
in  natürlicher  Grösse  in  zwei  Projectionen  (von  der  vorderen  und  von 
der  hinteren  Seite  gesehen,  wobei  die  Brachydiagonalc  nach  dem  Beob- 
achter hin  gerichtet  ist)  abgebildet.  Von  den  mit  den  Zahlen  1,  2,  3 
und  4  bezeichneten  Flächen  des  Prismas  ooP  schneiden  sich  also  4  und 
1,  ebenso  2  und  3  in  den  brachydiagonalen  (d.  h.  in  den  an  den  Enden 
der  Brachydiagonalc  liegenden) ,  1  und  2  und  ebenso  3  und  4  in  den 
makrodiagonalen  (d.  h.  in  den  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  lie- 
genden) Seitenkanten.  Die  unregelmässig  verbrochenen  Flächen,  wel- 
che das  untere  Ende  begrenzen ,  sind  unter  jedem  Krystalle  besonders 
abgebildet  worden.  In  die  Zeichnungen  sind  die  auf  den  Kanten,  den 
Pyramidenflächen  und  der  unteren  Bruchfläche  beobachteten  Ausschläge 
des  Goldblättchens  im  Elektrometer  eingetragen  worden. 
^  Die  Krystalle  wurden  in  der  gewöhnlichen  Weise  bis  auf  die  zu 
prüfenden  Ecken  oder  Kanten  oder  Flüchen  in  Kupferfeilicht  eingehüllt 
bis  97**  C.  erhitzt  und  dann  nach  dem  Bestreichen  mit  einer  Alkohol- 
flamme der  Abkühlung  überlassen.  Die  elektrischen  Spannungen  er- 
langen übrigens  nirgends  eine  beträchtliche  Stärke,  was  ihr  Uebersehen 
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bei  den  früher  angestellten,  oben  mitgctheilten  Untersuchungen  hinrei- 
chend erklärt.  Die  grösste  Stärke  der  auf  den  Natrolithen  beobachteten 
elektrischen  Spannungen  erreicht  nicht  ein  Hundertstel  der  grössten  auf 
den  Skoleziten  gemessenen  Spannung*). 

Das  thermoelektrische  Verhalten  der  Natrolithkrystalle  ist  sehr  ein- 
fach. Die  an  den  Endpunkten  der  Brachy diagonale  liegenden  (soge- 
nannten brachydiagonalen)  Seitenkanten  nebst  den  auf  ihnen  auftreten- 
den Flächen  ooPoo  sind  beim  Erkalten  negativ,  die  an  den  Enden  der 
Makrodiagonale  liegenden  (makrodiagonalen)  Seitenkanten  nebst  den 
auf  ihnen  auftretenden  Flächen  ooPoo  dagegen  positiv  elektrisch.  Auf 
den  Flächen  des  Prisroa's  ooP  geht  also  die  eine  Polarität  in  die  andere 
über.  Die  sämmtlichen  vier  von  mir  untersuchten  Krystalle  waren  nur 
an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxc  ausgebildet,  am  anderen  aber,  mit 
welchem  sie  angewachsen  gewesen,  verbrochen.  Das  ausgebildete, 
die  Flächen  der  Pyramide  P  tragende  Ende  ist  beim  Erkalten  positiv, 
die  am  unteren  Ende  vorhandene  unrogclmässige  Bruchfläche  an  einem 
Krystalle  positiv,  an  den  drei  anderen  aber  negativ.  Ob  diese  Bruch- 
fläche positiv  oder  negativ  erscheint,  hängt  von  ihrer  Lage  im  ganzen 
Krystalle  ab,  wie  ich  dies  bereits  beim  Topas ^*)  gezeigt  habe,  wo  die 
parallel  mit  der  Hauptaxe  angeschlagenen  Durchgänge  je  nach  ihrer 
Lage  im  ganzen  Krystalle  ebenfalls  positiv  oder  negativ  erscheinen  kön- 
nen. Liegen  die  angeschlagenen  Durchgänge  etwas  von  den  ausgebil- 
deten Enden  entfernt,  so  zeigen  sie  negative  Elektricität,  die  also  bei 
Topasbruchstücken  auf  den  Durchgangsflächen  am  häufigsten  sein  wird, 
ebenso  wie  sie  auch  beim  Natrolith  auf  den  Bruchflächen  dreier  Kry- 


*)  Um  eine  ungefähre  Vorstellung  von  der  Stärke  der  auf  den  Natrolithen  beob- 
achteten und  mit  ihren  Zahlenwerthen  in  die  Zeichnungen  Fig.  \ ,  t  und  3  eingetrage- 
nen elektrischen  Spannungen  zu  gewinnen ,  wird  folgende  Angabe  dienen.  Wenn  die 
Spitze  des  Platindrahtes  (vergl.  diese  Abhandlungen  Bd.  H.  S.  380),  welche  den  ver- 
schiedenen Punkten  des  zu  untersuchenden  Krystalles  möglichst  genähert  wird ,  der 
Mitte  einer  isolirten  und  durch  Verbindung  mit  dem  Pole  einer  Volta  sehen  Säule  elek- 
trisirten  Kupferplatte  von  95™"  Durchmesser  bis  auf  gleich  geringen  Abstand  wie  der 
KrystalinUche  oder  Kante  nahe  gebracht  wurde,  so  entstand  ein  Ausschlag ,  der  für 
I  Element  Wasser ,  Kupfer  und  Zink ,  welches  mit  der  Kupferplatle  verbunden  war, 
nahe  I  Skalentheil  betrug ;  der  grösste  bei  gleicher  Annäherung  der  Spitze  des  Platin- 
drahtes an  die  Seitenkanten  der  Natrolithkrystalle  beobachtete  Ausschlag  erreichte  nur 
4  Skalen theile. 

♦*)  Diese  Abhandl.  Bd.  14,  S.  439. 
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stalle  auftritt.  Dass  die  Bruchfläche  an  dem  einen  Krystall  (No.  1,  Fig.  1) 
positiv  ist,  könnte  auch  vielleicht  durch  das  An-  und  Hineinwachsen 
mehrerer  kleiner  Natrolithkryslalle  in  den  unteren  Theil  der  Flache  1 
dieses  Krystalles  hervorgerufen  sein. 

B.   Skolezit. 

Die  Krystalle  des  Skolezils  gehören  zum  monoklinoedrischen  Sy- 
steme; der  schiefe  Axenwinkel  betrügt  aber  noch  89** 6',  nähert  sich 
also  sehr  einem  rechten.  Auch  das  Prisma  ooP  nähert  sich,  ebenso 
wie  beim  Natrolilh,  sehr  einem  quadratischen,  indem  der  im  klinodiago- 
naien  Hauplschnitt  liegende  Kantenwinkel  91**  35'  beträgt.  Die  Polkan- 
ten der  Grundpyramide  P,  welche  im  klinodiagonalen  Hauptschnitte  lie- 
gen, messen  144**  20'  und  144**  40'  und  die  beiden  anderen  gFeichen 
143**  29'.     Das  Verhällniss  der  Axen  ist  hiernach  0,9726  :  1  :  0,3389, 

weicht  also  nur  wenig  von  den  Axenverhältnissen  des  Natroliths  ab. 

p  p 

Als  gewöhnliche  Combinalion  wird  angeführt  cx)P,  y  und  — y  ;     sehr 

häufig  sind  Zwillinge,  bei  welchen  die  Verticalaxe  die  Zwillingsaxe  und 
ooPoo  die  Zusammenselzungsfläche  bildet,  und  beide  Individuen  schein- 
bar, ähnlich  wie  beim  Gyps,  einen  einfachen  Krystall  darstellen. 

Zu  den  folgenden  Untersuchungen  über  das  thermoelektrische  Ver- 
halten des  Skolezits  dienten  zunächst  drei  Krystalle,  die  ich  von  Herrn 
Th.  Schuchardt  in  Görlitz  mit  der  Angabe  des  Fundortes  Kandallah 
erhalten  halte.  Der  dickere  derselben  ist  an  beiden  Enden  verbrochen 
und  seitlich  von  den  Flächen  ooP  und  ooi^oo  begrenzt.  Die  beiden 
anderen  sehr  dünnen  nadclförmigen  Krystalle  sind  nur  an  dem  einen 
Ende  verbrochen  und  tragen  an  dem  anderen  gegen  die  Säulenaxe  ge- 
neigte Flächen,  von  denen  die  grösseren  einem  Orthodoma,  jedenfalls 
Poo ,  angehören.  Ausser  sehr  kleinen  Flächen  P  sind  auch  noch  sehr 
kleine  Flächen  eines  Klinodomas,  wahrscheinlich  ^?oo  wahrzunehmen. 

Das  thermoelektrische  Verhalten  dieser  Skolezite  ist  nun  einfach 
folgendes :  Die  klinodiagonalen  Seitenkanten  und  die  in  sehr  geringer 
Breite  auftretenden  Flächen  ooPc»  nebst  den  anliegenden  Prismen- 
flächen oo  P  sind  beim  Erkalten  positiv ,  dagegen  die  an  den  Enden  der 
Orthodiagonale  liegenden  ziemlich  breiten  Flächen  oo-Poo  negativ.  Das 
ausgebildete  Ende  der  Verticalaxe  zeigt  beim  HIrkalten  sehr  starke  posi- 
tive EIcktricität ;  dieselbe  geht  aber  durch  Uebergreifen  der  negativen 
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Polarität  von  den  Flächen  ooPoo  bei  zwei  Kry stallen  nach  längerer  Zeül 
^DBch  einer  halben  oder  auch  erst  nach  einer  Stunde)  zum  Theil  in  eine 
schwache  negative  über ,  wahrend  sie  bei  dem  dritten  bis  zuletzt  in 
positivem  Zustande  verbleibt.  Das  untere  verbrochene  Ende  ist  beim 
Erkalten  negativ  und  behalt  auch  diese  Polarität  bis  zum  Verschwinden 
aller  Polarität  bei. 

Die  elektrische  Erregung  der  untersuchten  Skolezite  ist  so  beträcht- 
lich, dass  sie  der  des  Turmalins  und  brasilianischen  Topases  gleich- 
kommt, dieselbe  öfters  sogar  übertrifft.  Wiederholt  wurde  die  Unter- 
suchung durch  den  Umstand  gestört,  dass  während  des  Erhitzens  in- 
folge der  elektrischen  Anziehung  zahlreiche  Theilchen  des  Kupferl'ei- 
licbts,  in  welches  die  Krystalle  eingebettet  waren,  auf  die  frei  liegenden 
Flächen  oder  Kanten  gesprungen  waren. 

Um  eine  specielle  Untersuchung  der  einzelnen  Flächen  zu  ermög- 
lichen, musste  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  beträchtlich  ver- 
ringert werden,  weil  sonst  bei  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes 
an  den  Krystall  das  Goldblättchen  gegen  die  seitlichen  iMessingplatten 
getrieben  wurde.  Die  in  Fig.  1 — 5  Taf.  II  und  111  eingetragenen  Zahlen 
sind  daher  nicht  mit  den  bei  den  anderen  Mineralien  verzeichneten  Aus- 
schlägen zu  vergleichen.  Während  bei  der  Untersuchung  dieser  letzte- 
ren (mit  Ausnahme  des  Prehnits  und  eines  Axinites)  die  Empfindlichkeit 
des  Instrumentes  so  gross  war,  dass  ein  Element  Zinn-Kupfer-Wasser 
einen  Ausschlag  von  20  bis  25  Skalentheilen  gab,  wurde  die  Empfind- 
lichkeit desselben  bei  den  Beobachtungen  auf  denSkoleziten  durch  Ver- 
ringerung der  Anzahl  der  kleinen  Elemente  Zink-Kupfer- Wasser,  welche 
die  Messingplatten  zur  Seite  des  Goldblättchens  elektrisch  erhalten,  so- 
weit geschwächt,  dass  das  eben  genannte  Element  Zinn-Kupfer-Wasser 
nur  einen  Ausschlag  von  1,5  Skalentheilen  hervorrief;  die  Empfind- 
lichkeit war  jetzt  also  ungefähr  1 5  Mal  geringer  als  bei  den  übrigen 
Messungen. 

Krystall  No.  1.     Taf.  11,  Fig.  1. 

Der  Krystall  No.  1  war  zwar  an  beiden  Enden  verbrochen  (die 
Bruchfläche  am  oberen  Ende  erschien  etwas  convex,  die  am  unteren 
dagegen  etwas  concav) ;  ich  stelle  ihn  aber  voran,  weil  seine  grösseren 
Dimensionen  eine  genauere  Untersuchung  seiner  Seitenflächen  ermög- 
lichten.   In  Fig.  1  Taf.  II  sind  die  einzelnen  Flächen  c»  P  (1  bis  4)  und 


Digitized  by 


Google 


40  W.  G.  Hankel, 

die  beiden  Flächen  ooPoo  in  geringem  Abstände  neben  einander  in  na- 
türlicher Grösse  abgebildet.  Oberhalb  und  unterhalb  einer  Fläche 
c»  i?  oo  findet  sich  die  Projection  der  Bruchfläche  am  oberen  und  unte- 
ren Ende. 

Die  in  die  Zeichnungen  eingetragenen  Beobachtungen  weisen  die- 
selbe Vertheilung  der  Eleklricität  nach,  wie  ich  sie  bei  den  Krysiallen 
des  Aragonits,  Gypscs  u.  s.  w.  beobachtet  habe.  Sie  ist  vollständig  ent- 
scheidend dafür,  dass  wir  es  beim  Skoiezit  durchaus  nicht  mit  einem 
in  der  Richtung  der  verlicalen  Axe  hcmimorph  gebildeten  Krystalle  und 
infolge  dessen  mit  einer  nur  an  den  Enden  der  verlicalen  Axe  mit  ent- 
gegengesetzten Polaritäten  auftretenden  elektrischen  Vertheilung,  wie 
beim  Turmalin,  dem  Kieselzinkerz,  dem  Zucker  u.  s.  w.  zu  thun  haben. 
Weder  beim  Turmalin  noch  beim  Zucker  lassen  sich  auch  nur  ange- 
nähert ähnliche  Verhältnisse  in  der  Vertheilung  der  Elektricität  auf  den 
Seitenflächen  wahrnehmen.  Ferner  hat  auch  die  Zwillingsbildung  nichts 
mit  der  Erzeugung  der  Elektricität  durch  Temperaturveränderungen  zu 
thun.  Es  gleichen  die  Zwillinge  des  Skolezits  in  ihrer  Bildungsweise 
den  analog  gebildeten  Zwillingen  des  Gypses;  ich  habe  aber  gezeigt, 
dass  die  Vertheilung  der  Eleklricität  auf  diesen  Zwillingen  genau  die- 
selbe ist,  wie  auf  den  entsprechenden  Flächen  der  einfachen  Kry- 
stalle*). 

Auch  lässt  sich  der  Umstand,  dass  an  Bruchslücken  die  beiden 
Enden  der  Hauplaxe  enlgegengesetzte  Elektricität  zeigen,  ja  dass  selbst 
beim  Zerbrechen  einer  Skolezitnadel  die  eine  der  zuvor  in  Berührung 
gewesenen  Flächen  positiv  und  die  andere  negativ  auftritt,  in  keiner 
Weise  als  Beweis  für  eine  nach  der  verticalen  Axe  eines  vollständigen 
Krystalles  auftretende  polar-elektrische  Vertheilung  aufstellen.  Denn  ganz 
analoge  Erscheinungen  habe  ich  bereits  ausführlich  beim  Topas  '^^)  und 
beim  Gypse^**)  beschrieben.  Wird  ein  sächsischer  Topas  nahe  der 
xMitte  oder  in  der  Nähe  des  unteren  angewachsen  gewesenen  Endes 
nach  seinem  Hauptdurchgange  zersprengt,  so  sind  beide  Durchgangs- 
flächen, die  zuvor  miteinander  verbunden  gewesen,  beim  Erkalten 
negativ;  liegt  der  angeschlagene  Durchgang  dagegen  nahe  einem  aus- 
gebildeten Ende,  so  zeigt  die  Durchgangsfläche  am  kleinen  Stücke  nega- 


*)   Diese  Abhandl.  Bd.  t8,  S.  487.  **)   Diese  Abhandl.  Bd.  13,  S.  439. 

***)  Diese  Abhandl.  Bd.  18,  S.  490. 
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live,  am  grossen  aber,  ebenso  wie  die  ausgebildete  matte  Endflache,  po- 
sitive Spannung.  Beim  Gyps  treten  analoge  Vorgänge  beim  Spalten  paral- 
lel seinem  Hauptdurchgange,  also  parallel  mit  den  Flächen  oo^?oo  auf. 
Liegen  die  angeschlagenen  Durchgänge  nahe  der  Mitte,  so  sind,  weil 
die  äusseren,  ihnen  parallelen  Krystallflächen  negative  Elektricität  tra- 
gen, die  beiden  Durchgangsflächen  positiv;  liegt  die  Stelle,  an  welcher 
der  Krystall  zersprengt  wird ,  weiter  nach  aussen,  so  ist  der  Durchgang 
am  äusseren  dünneren  Stücke  positiv,  am  anderen  dickeren  Stücke  aber 
negativ,  wenn  auch  schwächer,  als  die  äussere  mit  ihm  parallele  Fläche 
oo-Poo.  In  gleicher  Weise  entsteht,  wenn  eine  Skolezitnadel  zerbrochen 
wird  (wie  ich  mich  durch  einen  speciellen  Versuch  überzeugt  habe), 
auf  der  unteren  Bruchfläche  des  oberen  nach  dem  freien  Ende  hin  gele- 
genen Stückes  negative,  und  auf  der  mit  ihm  verbunden  gewesenen 
Bruchfläche,  also  am  oberen  Ende  des  unteren  Stückes  positive  Span- 
nung. Das  Anwachsen  des  unteren  Endes  wirkt  wie  eine  Verlängerung 
dieses  unteren  Endes  in's  Unbestimmte. 

Die  Umkehrung  der  positiven  Elektricität*  auf  der  oberen  Bruch- 
fläche beim  Erkalten,  welche  man  nach  Verlauf  einer  halben  Stunde 
beobachtet,  wird  durch  das  Hinübergreifen  der  sehr  starken  negativen 
Spannungen  auf  den  Flächen  ooi?oo  herbeigeführt;  die  in  die  Zeich- 
nung der  oberen  Fläche  eingetragenen  Zahlen  weisen  auf  dieser  Bruch- 
fläche in  der  Nähe  der  eben  genannten  Flächen  oo-P  oo  die  geringste  posi- 
tive Spannung  nach.  Uebrigens  vermag  die  negative  Elektricität  zu  dieser 
Zeit  auch  nicht  die  ganze  Bruchfläche  einzunehmen;  der  Versuch  ergab, 
dass  bei  dem  vorliegenden  Krystalle  auf  der  rechten  Seite  (also  in  der 
Nähe  der  rechts  gezeichneten  orthodiagonalen  Kante,  wo  in  der  Abbil- 
dung die  Zahl  +16  steht),  die  positive  Elektricität  unausgesetzt  bis 
zum  Verschwinden  aller  elektrischen  Spannungen  fortbestand. 

Krystall  No.  2  und  3.     Taf.  H,  Fig.  2  und  3. 

Die  sehr  dünnen  nadeiförmigen  Krystalle  No.  2  und  3  tragen  am 
oberen  Ende  gegen  die  verticale  Axe  geneigte  Flächen ;  sind  daneben 
aber  auch  zum  Theil  etwas  verletzt;  Ich  habe  dieselben  in  Fig.  2  und 
3  in  einer  Ansicht  von  der  vorderen  und  hinteren  Seite  (den  klinodia- 
gonalen  Hauptschnitt  nach  dem  Beschauer  hin  gerichtet)  abgebildet  und 
nur  die  auf  den  Seitenkanten,  sowie  die  auf  dem  oberen  und  unteren 
Ende  beobachteten  Polaritäten  durch  die  Farbe  (die  positive  durch  die 
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bräunliche,  die  negative  durch  die  grünliche)  angedeutet.  Auch  diese 
beiden  Kryslalle  zeigen  trotz  ihrer  Kleinheil  ausserordentlich  starke 
elektrische  Spannungen.  Auf  dem  oberen  Ende  des  Krystalles  No.  3 
bleibt  die  positive  Spannung  dauernd  bestehen,  während  auf  dem  olie- 
ren  Ende  beim  Krystall  No.  2  nach  Verlauf  einer  Stunde  eine  schwache 
negative  Elektricität  erscheint. 

Krystallgruppe  No.  4  und  5.    Taf.  Ill,  Fig.  4  und  5. 

Schliesslich  will  ich  noch  die  elekirische  Vertheilung  auf  zwei  dem 
hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen  radial  stünglichen  Skolezit- 
massen  angeben,  die  sich  ebenfalls  durch  starke  elektrische  Erregungen 
auszeichneten.  Ich  habe  versucht,  durch  die  Zefchnungen  in  Fig.  4  und 
5  Taf.  lU  eine  ungefähre  Ansicht  derselben  zu  geben.  Die  Zeichnungen 
sind  übrigens  nur  in  halber  linearer  Grösse  ausgeführt.  Die  abgebilde- 
ten, durch  Bruch  entstandenen  Flachen  sind  selbstverständlich  keine 
ebenen,  sondern  durch  die  auf  ihnen  hervortretenden  Seitenflächen  der 
einzelnen  stängelförmigen  Krystalle  gefurcht  und  überhaupt  uneben. 
Die  einzelnen  Kryslallstängel  oder  Fasern  sind  öfter  auch  schon  in  der 
Mitte  der  Flächen  abgebrochen.  An  dem  oberen  Ende,. nach  welchem 
hin  die  Fasern  divergiren,  finden  sich  auch  Partieen  ganz  anders  ge- 
richteter Fasern ,  die  ich  in  der  Zeichnung  ungeföhr  angedeutet  habe. 

Das  Stück  No.  4 ,  Fig.  4  Taf.  lU  bildet  fast  eine  dreiseitige  Pyra- 
mide, deren  Spitze  in  E  liegt  und  deren  drei  Seilenflächen  die  Zeich- 
nungen EA^  EB  und  EC  darstellen.  In  a  ist  eine  dunkelschwarzgrün 
gefärbte  amor|)he  Masse  von  zersetztem  Basalt  eingewachsen ;  kleinere 
Partieen  dieser  Substanz  finden  sich  auch  noch  an  einigen  anderen  Stel- 
len. Die  auf  den  gezeichneten  Flächen  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen sind  in  diese  Abbildungen  eingetragen.  Die  positive  Polarität 
tritt  auf  an  den  divergirenden  Enden  A,  B  und  6\  und  zieht  sich  über 
die  Mitte  hinab  bis  gegen  die  Spitze  JE,  an  welcher  negative  Elektricität 
erscheint. 

Das  Vorwalten  der  positiven  Elektricität  auf  diesen  Flächen  hängt 
jedenfalls  von  dem  Umstände  ab,  dass  die  einzelnen  Kryslallstängel  vor- 
zugsweise mit  den  Flächen  ooP  an  die  Oberfläche  treten. 

Bei  den  mannichfachen  Verwachsungen  der  Arragonitkrystalle,  wel- 
che in  der  Vertheilung  der  Elektricität  auf  ihren  Seitenflächen  genau 
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deo  Krystallen  des  Skolezits  gleichen,  habe  ich  gezeigt^),  dass  überall 
da,  wo  die  positiven  Flächen  ooP  die  Oberfläche  bilden,  die  positive 
Eleklricität,  dagegen  überall,  wo  Theile  der  Flächen  oo^oo  an  der 
Oberfläche  sichtbar  sind,  die  negative  Elektricität  erscheint.  Hiernach 
steht  zu  erwarten ,  dass  auch  die  durch  den  Bruch  in  den  radialstöng- 
liehen  Massen  des  Skolezits  entstandenen  Flächen  negative  Spannung 
zeigen  können,  wenn  nämlich  die  in  dem  Bruche  liegenden  Flächen  der 
einzelnen  Krystalle  den  negativen  Flächen  oo^oo  angehören. 

Dieses  Verhalten  zeigt  nun  in  der  That  das  aus  ähnlichen  stäng- 
lichen  Massen  gebildete  Handstück  No.  5.  Dasselbe  bildet  ungefähr  eine 
vierseitige  Pyramide,  von  deren  Seitenflächen  zwei,  A  und  D  breiter 
sind,  als  die  beiden  anderen,  B  und  C;  Fig.  5  Taf.  HI  stellt  dieselben  in 
halber  linearer  Grösse  dar.  Zwei  dieser  Flächen  AE  und  BE  sind  an 
den  divergirenden  Enden,  in  der  Mitte  bis  gegen  das  Centrum  der  Fasern 
hin  positiv,  und  nur  ganz  in  der  Nähe  dieses  Centrums  (der  Spitze  E)  fin- 
det sich  schwache  negative  Spannung,  die  namentlich  auf  der  Fläche 
BE  nur  dann  deutlich  hervortritt,  wenn  alle  übrigen  Flächenstücke  mit 
Ausnahme  des  an  der  Spitze  E  gelegenen  Theiles  mit  Kupferfeilichl  be- 
deckt werden.  Dagegen  erscheinen  die  beiden  anderen  Flächen  CE 
und  DE  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 


Datolith. 

Der  Datolith  wurde  1806  von  Esmark  (daher  auch  Esmarkit)  auf 
den  Magneteisensteinlagern  bei  Arendal  entdeckt  und  nach  seiner  kör- 
nigen Beschafl'enheit  benannt.  Seine  Krystalle  gehören  zum  mono- 
klinoedrischen  Systeme;  indess  ist  die  Abweichung  des  Winkels  zwi- 
schen der  Hauptaxe  und  der  Klinodiagonale  von  einem  rechten  ausser- 
ordentlich gering ;  sie  beträgt  nur  9' ,  sodass  von  manchen  Krystallo- 
graphen  der  Datolith  dem  rhombischen  Systeme  zugezählt  wird.  Aber 
auch  bei  dieser  letzteren  Annahme  muss  zugestanden  werden,  dass  das 
Auftreten  der  verschiedenen  Gestalten  nicht  dem  rhombischen,  sondern 
dem  monoklinoedrischen  Typus  entspricht. 


♦)  Diese  Abhandl.  Bd.  15,  S.  382, 
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Die  gewöhnlich  auftretenden  Kryslallgestalten  sind:  OP,  ooP, 
ooP2,  ooPoo;  —  ^  P,  P2;  Poo  und  4  i^oo.  Dazu  kommen  nochoo-Poo, 
Poo,  und  mehrere  Pyramiden  5^^2,  1^2  u.  s.  vv. 

Aus  den  gemessenen  Winkeln  ergeben  sich  die  Verhältnisse  der 
Klinodiagonale  zur  Orlhodiagonale  und  zur  verlicalen  Axe  =  1,2690: 
1  :  1,2656,  während  der  schiefe  Axenwinkel  89^51'  beträgt.  Auf- 
fällig ist  die  angenäherte  Gleichheit  der  verticalen  Axe  und  der  Klino- 
diagonale, sodass,  wenn  man  die  beiden  ebengenannten  Axen  als  gleich 
und  den  Axenwinkel  als  rechten  nimmt ,  und  di^  Orthodiagonale  auf- 
recht stellt,  das  Axenkreuz  dem  tetragonalen  Systeme  entsprechen 
würde*). 

Der  Datolith  besteht  aus  37,50  Kieselsäure,  21,88  Borsäure,  35,00 
Kalk  und  5,62  Wasser,  welches  letzlere  erst  in  starker  Glühhitze  ent- 
weicht. 

Ich  habe  sieben  aus  Andreasberg  stammende  Krystalle  auf  ihr 
thermoelektrischos  Verhalten  untersucht.  Bei  der  Uebereinstimmung 
der  erhaltenen  Resultate  wird  es  genügen,  nur  drei  derselben  näher  zu 
beschreiben.  Von  diesen  letzteren  erhielt  ich  No.  1  und  2  von  Herrn 
Professor  Weisbach  aus  den  Freiberger  Sammlungen,  und  No.  3  von 
Herrn  Professor  Karsten  aus  der  Univcrsilätssammlung  in  Kiel. 

Die  Verthoilung  der  Elektricität  auf  einem  vollständig  ausgebilde- 
ten Krystalle  gestaltet  sich  sehr  einfach :  die  Endflächen  sammt  den 
klinodiagonalen  Seitenkanten  und  den  diesen  anliegenden  Theilen  der 
Prismenflächen  sind  negativ ,  die  orlhodiagonalen  Seitenkanten  nebst 
den  ihnen  benachbarten  Theilen  der  Prismenflächen  aber  positiv.  Ist 
das  eine  Ende  der  verticalen  Axe  verbrochen,  so  kann  es  je  nach  sei- 
ner Lage  zum  ganzen  Krystalle  noch  negativ  oder  auch  positiv,  oder 
theils  negativ,  theils  positiv  sein. 

Es  ist  merkwürdig,  dass  diese  Vertheilung  auch  mit  der  oben  an- 
geführten Auffassung  der  Krystalle  als  dem  tetragonalen  Systeme  ange- 
hörig, nicht  im  Widerspruch  ist.  Bei  einer  solchen  Annahme  würde 
der  Datolith  den  Krystallen  des  Apophyllites,  des  Wiluites  u.  s.  w.  glei- 
chen; die  Hau])taxe  trüge' an  ihren  Enden  die  positive  PolarilJlt,  wäh- 
rend die  negative  den  Nebenaxen  angehörte. 


*)  Dana  glaubt  auch,  die  im  Tunnel  von  Bergen  Hill  in  New  Jersey  vorkom- 
menden sehr  fl'achenreichen  Krystalle  so  stellen  zu  müssen,  dass  die  oben  als  Ortho- 
diagonale betrachtete  Axe  zur  verticalen  Axe  genommen  wird. 
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Krysiall  No.  1.     Taf.  III,  Fig.  i. 

Der  Fig..  \ ,  Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  abgebildete  Krystall  ist 
an  seinem  oberen  Ende  und  an  den  Seiten  von  Krystallflüchen  begrepzt, 
die  ziemlich  gut  ausgebildet  sind;  nur  an  der  (in  derZeichnung  der  obe- 
ren Endfläche)  durch  aß  yd  bezeichnete  Stelle  ist  ein  Mangel,  indem 
das  eben  angedeutete  Stück  ungefähr  3""  tiefer  liegt,  als  der  übrige 
Theil  der  Endfläche.  Es  sieht  aus,  als  ob  ein  kürzerer  Krystall  in  den 
längeren  so  eingewachsen,  dass  er  am  oberen  Ende  um  die  angegebene 
Grösse  kürzer  ist,  dagegen  mit  seinen  Seitenflächen  genau  in  die  Ebe- 
nen der  Seitenflächen  des  grösseren  Krystalles  föllt.  Am  unteren  Ende 
ist  der  Krystall  verbrochen.    Seine  Masse  ist  nur  durchscheinend. 

Die  Hauptbegrenzung  bilden  die  Flächen  0  P  und  oo  P ;  dazu  treten 
noch  kleine  Flächen  von  ooP2,  *oo,  ooPoo,  P2,*2. 

Während  die  eine  negative  Zone  auf  der  einen  klinodiagonalen 
Kante  ziemlich  ausgedehnt  ist,  erscheint  sie  auf  der  gegenüberliegen- 
den nur  in  den  mittleren  und  unteren  Theilen.  Die  untere  unebene 
Bruchfläche  ist  zum  grössten  Theile  positiv,  und  nur  in  der  Nähe  der 
schwächeren  negativen  Seitenkante,  gowissormassen  zur  Ergänzung, 
negativ;  die  negative  Zone  scheint  auf  dieser  Seite  abwärts  gedrückt. 

Krystall  No.  2.     Taf.  III,  Fig.  2. 

Der  in  Fig.  2,  Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  dargestellte  Krystall 
gleicht  in  seiner  Masse  dem  vorhergehenden;  doch  fmden  sich  darin 
auch  kleinere  durchsichtige  Partieen.  Er  wii'd  hauj)tsächlich  begrenzt 
von  den  Flächen  OP,  ooP  und  c»P2,  welche  letzteren  Flächen  bei  ihm 
ausgedehnter  sind,  als  bei  dem  vorhergehenden.  Ausserdem  trägt  er 
noch  die  Flächen  Poo,  ooPoo,  Poo  und  |P. 

Die  unregelmässige  Bruchfläche  am  unteren  Ende  ist  in  ihrer  gan- 
zen Ausdehnung  positiv;  die  Intensität  dieser  positiven  Sj)annung  ist 
jedoch  geringer,  als  die  der  negativen  auf  der  oberen  Fläche  OP. 

Krystall  No.  3.     Taf.  III,  Fig.  3. 

Das  Krystallbruchstück  No.  3  ist  seitlich  nur  in  der  einen  in  Fig.  3 
Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  abgebildeten  Hälfte  von  Krystallflächen 
(ooP  und  c»P2)  begrenzt,  während  die  andere  Hälfte  verbrochen  ist, 
wie  dies  auch  die  Abbildung  der  oberen  Endfläche  zeigt.    Das  untere 
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Ende  tragt  eine  sehr  unebene  BruchflJIche.  Die  Flachen  ooP2  sind  an 
diesem  Krystalle  grösser,  als  bei  den  beiden  vorherbeschriebenen  Kry- 
stallen.    Sehr  schmal  sind  die  Flachen  ooPoo. 

.  Auf  dem  ausgebildeten  Theile  findet  sich  die  Elektricitat  in  nor- 
maler Weise  vertheilt;  dagegen  ist  der  von  Bruchflachen  gebildete,  in 
der  Zeichnung  nicht  dargestellte  Theil  der  seitlichen  Begrenzung  überall 
positiv,  wenn  auch  schwächer  gegen  diejenigen  Stellen  hin,  wo  die 
klinodiagonalen  Seitenkanten  liegen  würden.  Die  Bruchfläche  am  unte- 
ren Ende  ist  gleichfalls  positiv,  wahrend  die  Flache  OP  am  oberen  Ende 
eine  starke  negative  Spannung  besitzt. 


Axinit 

Der  Axinit  wurde  1781  von  Saussure  in  den  Gangen  der  Horn- 
blendeschiefer an  der  Bahne  d'Auris  bei  Bourg  d'Oisans  (südöstlich 
von  Grenoble  im  Dep.  der  Iseie)  entdeckt.  Seine  Krystalle  beschrieb 
zuerst  Rome  de  l'lsle  und  führt  sie  als  schorl  lenticulaire  auf.  Werner 
nannte  ihn  nach  seinem  Fundorte  Thum  in  Sachsen  Thumerstein ;  den 
Namen  Axinit  hat  Hauy  eingeführt. 

Die  Krystalle  des  Axinits  gehören  zum  triklinoedrischen  Systeme, 
und  in  Betreff  ihrer  Stellung  und  der  Auffassung  ihrer  Flachen  sind  bis 
jetzt  sehr  verschiedene  Ansichten  ausgesprochen  worden ,  so  dass  man 
in  Bezug  hierauf  nur  die  Worte  Hauy's  wiederholen  kann:  „Tout  con- 
court  ä  otfrir  un  de  ces  problemes  compliqu<^s,  qui,  apres  avoir  ete  re- 
tournes  de  mille  manieres,  ne  laissent  pas  l'esprit  pleinement  satisfait 
des  resultats." 

Da  die  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Thermoelektricität  der 
Krystalle  ausnahmslos  eine  enge  Beziehung  zwischen  der  Lage  der  elek- 
trischen Pole  und  der  krystallographischen  Axen  gezeigt  haben,  so  liess 
sich  erwarten,  dass  das  elektrische  Verhalten  des  Axinits  über  die  Lage 
der  krystallographischen  Axen  Aufschluss  geben  würde.  Diese  Erwar- 
tung scheint  sich  in  der  That  erfüllt  zu  haben,  indem  die  elektrische 
Vertheilung  sich  nur  an  eine  der  bisherigen  Auffassungen  anschliesst, 
und  zwar  an  die  von  Hauy  angenommene '^V  Ich  werde  die  von  Hauy 


WeDD  der  Umstand,  dass  die  Frächen  P  und  u  oft  parallel  mit  ihren  Combi- 
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gewählte  Stellung  daher  anrh  sogleich  den  Abbildungen  der  Krystalle 
zu  Grunde  legen ,  und  die  einzelnen  Flächen  derselben  mit  den  ihnen 
von  Hauy  beigelegten  Buchstaben  bezeichnen. 

Ein  unüberwindliches  Hinderniss  für  die  richtige  Auffassung  der 
elektrischen  Vertheilung  auf  den  Axiniten  bildete  für  mich  lange  Zeit 
der  Mangel  an  ringsum  vollständig  ausgebildeten  Krystallen ,  und  erst 
nach  Erlangung  solcher  war  es  nur  möglich,  die  Lage  der  elektrischen 
Zonen  mit  Sicherheit  zu  bestimmen. 

Die  Eigenschaft  des  Axinits,  durch  Temperaturänderung  elektrisch 
zu  werden,  ist  von  Brard  entdeckt  und  in  dem  Manuel  du  Mineralogiste 
et  du  Geologue  voyageur  beschrieben  worden*).  Nach  Hauy  soll  nur 
ein  Theil  der  Axinitkrystalle  elektrisch  sein;  ein  Ausspruch,  der  nur 
durch  die  damaligen  unvollkommenen  Hülfsmittel  zur  Wahrnehmung 
schwacher  elektrischer  Spannungen  veranlasst  ist.  Befangen  in  der  An- 
sicht, dass  alle  elektrischen  Krystalle  Verletzungen  der  Symmetriegesetze 
zeigen  müssten,  fügt  Hauy  dann  noch  hinzu^*) :  „Ayant  observe  de- 
puis  avec  attention  les  cristaux  d'axinite,  j'en  ai  trouve  plusieurs,  dont 
les  formes  derogeaient  ä  la  symm6trie,  et  ils  ^taient  pr6cisement  de 
ceux,  qui  deviennent  clectriques  par  la  chaleur."  Indess  ein  Hehiimor- 
phismus,  wie  ihn  Hauy  unter  der  Verletzung  der  Symmetrie  versteht, 
und  wie  er  sich  beim  Turmalin,  Kieselzinkerz  u.  s.  w.  findet,  existirt  beim 
Axinit  nicht;  seine  Krystalle  tragen  an  den  Enden  jeder  Axe  im  Allge- 
meinen dieselben  Flächen ,  wenn  auch  öfter  in  verschiedener  Ausdeh- 
nung; das  gänzliche  Fehlen  einer  Fläche  ist  nur  ein  zuföllig  eingelrete- 
ner  Mangel,  wie  er  fast  bei  allen  Mineralien  vorkommt. 

lieber  die  Art  der  elektrischen  Vertheilung  macht  Hauy  keine 
Andeutung;  die  erste  bestimmte  Angabe  hierüber  findet  sich  in  der 
Abhandlung  von  Riess  und  G.  Rose  über  die  Pyroelektrij^ität  der  Mi- 
neralien *"*).  Es  heisst  daselbst:  „Stets  fand  sich  ein  anliloger  (d.  h. 
beim  Erkalten  positiver)  Pol  auf  der  kleinen  gewöhnlich  dreieckigen 


nationskanten  gestreift  sind,  eine  verticale  Slolliing  dieser  Flächen  zu  fordern  scheint, 
so  würde  doch  eine  solche  Stellung  den  auf  den  Axinitkryslallen  beobachteten  elektri- 
schen Vertheilungen  nicht  gut  entsprechen. 

*)   Hauy,    Tratte  du  mineral.   11.  Ed.  T.  11.   p.  560. 
**)   Hauy,    Traite  de  mineral.  W.  Ed.   T.  H.  p.  560. 
*♦*)   Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1843.  S.  82. 
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Fläche  n^),  ein  analoger  (d.  h.  beim  Erkalten  negativer)  Pol  unter- 
halb der  stets  sehr  glänzenden  Fläche  s,  an  der  scharfen  Ecke  zwischen 
den  Flächen  w,  a^  und  dem  hinteren  P,  und  ein  zweiter  an  der  ihr  paral- 
lelen oberen  Ecke.  Die  Krystalle  waren  alle  an  einer  Seite  verbrochen, 
so  dass  sich  keiner  unter  ihnen  fand,  welcher  beide  Flächen  n  zeigte, 
aber  an  einigen  fand  sich  die  linke  obere,  an  anderen  die  rechte  untere, 
und  beide  waren  stets  antilog  elektrisch;  im  Allgemeinen  die  antilogen 
Pole  stärker  als  die  analogen  Pole." 

Wie  hieraus  erhellt,  benutzten  Riess  und  G.  Rose  bei  ihren  Un- 
tersuchungen nur  abgebrochene  Krystalle;  dieselben  stammten  vorzugs- 
weise aus  dem  Dauphin^.  Nach  ihrer  Angabe  konnten  zwei  unter  den 
15  von  ihnen  geprüften  Krystallen  nicht  elektrisch  gemacht  werden, 
darunter  ein  um  und  um  ausgebildeter  Krystall.  Es  ist  aber  aus  ihrem 
Ausdrucke  nicht  zu  ersehen,  ob  der  ringsum  ausgebildete  Krystall  auch 
dem  Dauphinö  angehörte;  stammt  derselbe  von  einem  anderen  Fund- 
orte, z.B.  vom  Scopi,  so  reichten  allerdings  die  damaligen  Elektrometer 
nicht  hin,  um  die  elektrische  Spannung  auf  seinen  Flächen  mit  Sicher- 
heit zu  bestimmen. 

L  Krystalle  ven  Scepi. 

Ich  habe  sieben  ringsum  ausgebildete  Krystalle  vom  Scopi  unter- 
sucht, und  dieselben  in  zwei  Ansichten,  von  denen  die  erste  die  vordere, 
die  zweite  die  hintere  heissen  möge,  auf  Tafel  III,  Fig.  1  bis  7  in  dop- 
pelt linearer  Vergrösserung  abgebildet.  Die  Flächen  der  vorderen  Seile 
sind  mit  dem  Buchstaben  w,  r,  p,  s  und  o?,  und  die  parallelen  Flächen 
der  hinteren  Seite  mit  den  entsprechenden  Buchstaben  u\  p\  r\  s  und 
x'  bezeichnet. 

Die  Krystalle  sind  an  Grösse  und  Gestalt  fast  genau  gleich,  und 
zeigen  nur  dm  ch  die  n^ehr  oder  weniger  grosse  Entwickelung  der  Flä- 
chen s  und  Xy  sowie  s  und  x'  geringe  Unterschiede. 

Auf  beiden  Flächen  r  und  r  findet  sich  bei  sämmtlichen  Krystallen 
eine  Bildung,  als  ob  ein  anderer  dünner  Axinitkrystall  in  ein  wenig  ab- 
weichender Richtung  auf  der  Fläche  r  von  der  Kante  {ru)  durch  den 
Krystall  hindurch  gesteckt  wäre,  so  dass  sein  anderes  Ende  auf  der 


*)    Diese  Hache  n  liegt  da,   wo  die  Flächen  r,  P  und  ti',   oder  r',  P^  und  u  zu- 
sammenstosseu. 
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Fläche  r'  in  der  Nähe  der  Kante  {ru)  wieder  hervortritt.  Ich  könnte 
auch  sagen,  der  Krystall  erscheint  auf  der  Fläche  r  in  der  Nähe  der 
Kante  {ru)  und  auf  der  Fläche  r  in  der  Nähe  der  Kante  (r^  u)  etwas 
aufgeblättert. 

Die  Krystalle  sind  durch  beigemengten  Chlorit  dunkelgrün  geftirbt; 
die  Beimengung  ist  aber  so  fein,  dass  die  Flächen  meistens  stark  glänzen. 
Auf  den  Flächen  r  zeigt  sich  eine  schwache  vertikale,  und  auf  den  Flä- 
chen u  eine  schwache  der  Kante  up  parallele  Streifung,  während  auf 
den  Flächen  p,  s  und  x  eine  Streifung  nicht  wahrzunehmen  ist. 

Krystall  No.  1— 6.  Taf.  lü,  Fig.  1—6. 

Es  wird  zweckmässig  sein,  die  Beobachtungen  an  den  s'echs  Kry- 
stallen  No.  1  bis  6  zusammenzufassen,  da  ja  im  Allgemeinen  bei  der 
fast  völligen  Gleichheit  derselben  an  Gestalt  und  Grösse  sehr  wesentliche 
Abweichungen  nicht  zu  erwarten  sind. 

Die  Krystalle  werden  vorzugsweise  von  den  Flächen  r,  u  und  p, 
sowie  von  den  mit  ihnen  parallelen  r^,  u  und  p  begrenzt.  Stellen  wir, 
wie  dies  in  der  Zeichnung  geschehen  ist,  die  von  den  Flächen  r,  u,  r 
und  u  gebildeten  Kanten  vertical,  so  bilden  die  eben  genannten  Flä- 
chen ein  verticales  Prisma  mit  rhomboidischem  Querschnitte,  auf  welches 
p  und  p  als  doppelt  schiefe  Endflächen  aufgesetzt  sind. 

Ausserdem  treten  noch,  wenn  auch  bei  den  meisten  nur  in  geringer 
Breite,  die  Flächen  s  und  s  auf,  welche  die  Kanten  ru  und  r'u  abstum- 
pfen, und  mit  p  und  resp.  p  eine  horizontale  Kante  bilden ;  sie  lassen 
sich  also  als  die  Flächen  eines  Pinakoids  betrachten.  Bei  den  Krystallen 
No.  1,2  und  3  sind  alle  Flächen  s  und  8  sehr  schmal,  bei  No.  4,  5  und 
6  dagegen  breiter,  bei  No.  6  sogar  breiter  als  die  benachbarten  Flächen 
u  und  t/. 

Die  kleinen  Flächen  x  und  x  bilden  mit  den  Flächen  8  und  p\  so- 
wie 8'  und  p  gleichfalls  horizontale  Kanten,  und  gehören  also  einem 
Doma  an.  Sie  fehlen  bei  dem  Krystalle  No.  1  gänzlich  und  sind  bei 
No.  2  und  3  nur  sehr  klein.  Bei  No.  3  findet  sich  am  unteren  Ende  der 
Fläche  u  eine  kleine  dreieckige  Fläche;  ihr  Durchschnitt  mit  u  ist  aber 
nicht  der  Kante  pu  parallel.  Ihre  matte  Beschaffenheit  lässt  keine  ge- 
nauere Bestimmung  zu. 

Die  zweite  rechts  abgebildete  Ansicht,  die  oben  als  die  Ansicht 

▲bhuidl.  d.  K.  8.  QeMUech.  d.  Wissensch.  XX.  4 
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der  hinteron  Seite  bezeichnet  ist,  entsteht,  wenn  der  Krystall  aus  der 
ersten  links  gezeichneten  Lage  um  die  Kante  ur  um  1 80^  gedreht  wird. 

Ich  habe  die  Zeichnungen  in  doppelt  linearer  Grösse  ausgeführt, 
um  wenigstens  den  grössten  Theil  der  auf  den  einzelnen  Flächen  aus- 
geführten Messungen  eintragen  zu  können. 

Aus  der  Gesammtheit  der  auf  den  Krystallen  No.  1  bis  6  gemach- 
ten Beobachtungen  ergeben  sich  nun  folgende  Resultate: 

Die  schiefen  Endflächen  f  und  p  zeigen  beim  Erkalten  negative 
Elektricität,  und  zwar  liegt  die  grösste  Stärke  derselben  in  der  Mitte  die- 
ser Flächen,  und  nimmt  nach  den  Rändern  hin  ab.  Zwischen  den  beiden 
Rändern  der  Flächen  p  und  p\  welche  an  die  Flächen  r  und  r'  grenzen, 
ist  in  der  Stärke  der  elektrischen  Spannung  kein  wesentlicher  Unter- 
schied; die  kleinen  Differenzen  können  einfach  durch  den  Umstand  be- 
dingt sein,  dass  die  Spitze  des  Platindrahtes  der  Fläche  nicht  immer 
genau  in  gleichem  Abstände  von  ihrem  Rande  genähert  wurde.  Auch 
zwischen  den  beiden  an  die  Flächen  u  und  xi  anstossenden  Rändern  ist 
kein  erheblicher  Unterschied  in  der  Intensität  wahrzunehmen,  ausser 
beim  Krystalle  No.  6,  wo  die  negative  Spannung  auf  j)  gegen  u  und  auf 
p'  gegen  vi  hin  etwas  grösser  ist  als  an  dem  gegenüberliegenden  Rande. 
Die  Endpunkte  der  verticalen  Axe  tragen  also,  wenn  ich  diesen  Aus- 
druck gebrauchen  darf,  die  negativen  Pole. 

Von  den  beiden  gegen  diese  verticale  Axe  schiefen  Axen  endigt 
die  eine  in  den  Kanten  rxi  und  ur^,  die  andere  in  den  Kanten  ru  und  /t/. 

Die  verticalen  Kanten  ru  und  ur'  sind  nun  positiv,  und  zwar 
nimmt  die  positive  Spannung  sowohl  auf  den  Flächen  r  und  r^,  als  auch 
auf  den  Flächen  u  und  u  ^)  gegen  die  Kanten  ru  und  u  r  in  sehr  be- 
stimmter Weise  zu,  so  dass  auf  ihnen  also  die  positiven  Pole  liegen. 
Eine  genauere  Durchsicht  der  in  die  Figuren  eingetragenen  Messungen 
zeigt  aber  ferner,  dass  auf  sämmtlichen  Flächen  r  am  linken  (an  fi  gren- 
zenden) Rande  die  positiven  Spannungen  von  oben  nach  unten  hin 
wachsen,  während  sie  auf  den  Flächen  r'  am  linken  (an  u  grenzenden) 
Rande  in  der  entgegengesetzten  Richtung  von  unten  nach  oben  hm 
wachsen.  Die  Maxima  der  positiven  Spannung  liegen  also  auf  der 
Kante  tlr  am  unteren  und  auf  der  Kante  ur  aui  oberen  Ende;  ihre  Ver- 


*)  Auf  einigen  der  Flächen  u  und  u   konnte  die  elektrische  Spannung  niebt  mft 
Siefacrbeit  besliramt  werden. 
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bindungslinie  steht  also  auffallender  Weise  fast  senkrecht  auf  der  verti- 
calen  Axe.  Da  die  positive  Polarität  dieser  Kanten  der  negativen  der  End- 
flächen p  und  p  entgegengesetzt  ist,  so  tritt  sie  stark  hervor;  vfie  auch 
bei  allen  früher  untersuchten  Krystallen  des  rhombischen  und  des  monokU- 
noedrischen  Systemes  stets  beobachtet  wurde,  dass  diejenige  Polarität 
auf  den  Seitenkanten  und  Seitenflächen,  welche  der  Polarität  der  End- 
flächen entgegengesetzt  ist,  besonders  kräftig  ist,  und  sich  so  beti^ächtr- 
lich  ausbreitet,  dass  dadurch  die  entgegengesetzte  (d.  h.  die  mit  der  auf 
den  Endflächen  gleichnamige)  Elektricität  auf  den  Seitenkanten  und  Sei- 
tenflächen nur  schwach  und  in  geringer  Ausdehnung  erscheint,  ja  öfter 
auf  den  ihr  entsprechenden  Kanten  ganz  unterdrückt  wird.  Als  Beweis  da- 
für mag  es  genügen,  auf  die  in  meinen  elektrischen  Untersuchungen  ange- 
führten Beobachtungen  an  den  sächsischen  Topasen  No.  i  bis  5*) ,  und 
an  den  Orthoklasen  No.  1  bis  6  '^^)  zu  verweisen.  Da  bei  diesen  Kry- 
stallen die  Endflächen,  entgegengesetzt  wie  beim  Axinit,  positiv  sind, 
so  tritt  auf  den  Seitenflächen  und  Seitenkanten  die  negative  Elektricität 
in  grosser  Ausdehnung  auf,  während  die  positive  Zone  an  den  ihr  ent- 
sprechenden Seitenkanten  eine  nur  geringe  Breite  besitzt  oder  auch 
wohl  gar  nicht  oder  nur  in  einem  Theile  der  Kanten  sichtbar  wird. 

Da  beim  Axinit  die  Endflächen  negativ  sind ,  so  werden  wir  also 
auf  den  Seitenflächen  und  Kanten  keine  ausgedehnten  negativen  Zonen 
zu  erwarten  haben,  ja  wir  werden  sie  an  den  betreffenden  Stellen  bis- 
weilen gar  nicht  nachzuweisen  vermögen.  Diese  negativen  Pole  müssen 
beim  Axinit  an  den  Kanten  ru  und  i^ u  auftreten,  und  sie  finden  sich 
auch  daselbst  an  dem  Krystall  No.  1 ,  während  sie  am  Krystall  No.  2 
nur  an  der  Kante  ri4,  und  beim  Krystall  No.  3  nur  an  der  Kante  rV 
wahrgenommen  werden. 

Einen  eigenthümlichen  Einfluss  scheint  die  Verbreiterung  der  Flä- 
chen 8  und  s\  welche  die  negativen  Kanten  ru  und  f^u  abstumpfen, 
auszuüben,  indem  sie  die  negative  Polarität  daselbst  verstärkt.  Am  brei- 
testen treten  diese  Flächen  s  und  s  am  Krystall  No.  6  auf;  infolge  dessen 
erscheint  nun  an  diesen  Stellen  eine  so  starke  negative  Polarität,  dass 
sie  die  positive  der  Flächen  u  und  u  verdrängt  oder  wenigstens  ver- 
nichtet.   Das  Auftreten  einer  stärkeren  und  ausgedehnteren  negativen 


*)    Diese  Abh.   Bd.  14.   Taf.  I.  Fig.  <— 5. 
**)   Diese  Abh.  Bd.  4S.  Taf.  IL  Fig.  1  —  6. 
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2k)ne  an  den  Kanten  ur  und  ur\  und  die  grössere  Ausdehnung  der  sie 
abstumpfenden  Flachen  s  und  s  entstammen  jedenfalls  derselben  Ursache. 
Die  normale  elektrische  Vertheilung  an  einem  vollkommenen  Axinit^ 
krystalle  ist  also  die  folgende :  Auf  den  schiefen  Endflächen  p  und  p  so- 
wie an  den  stumpfen  Seitenkanten  ru  und  r  u  liegen  negative,  an  den 
Enden  der  scharfen  Seitenkanten  ru  und  r' u  dagegen  positive  Zonen. 
Dass  das  Maximum  der  positiven  Spannung  bei  den  vorstehend  beschrie- 
benen Krystallen  an  der  Kante  ru  am  unteren,  an  der  Kante  ru  aber 
am  oberen  Ende  liegt,  ist  wohl  eine  Folge  ihrer  speciellen  Dimen- 
sionsverhältnisse. 

Krystall  No.  7.  Taf.  III,  Fig.  7. 

Schon  öfter  habe  ich  darauf  hingewiesen,  dass  Fälle  vorkommen, 
wo  durch  innere  Vorgänge  bei  der  Bildung  der  Krystalle  eine  Verände- 
rung in  der  elektrischen  Vertheilung  bewirkt  wird,  ohne  dass  sich  auf 
der  äusseren  Oberfläche  der  Krystalle  irgend  ein  Anzeichen  für  eine 
solche  Abweichung  von  der  normalen  Vertheilung  der  Elektricität  auf- 
finden lässt.  So  ist  es  z.  B.  eine  ziemlich  häufige  Erscheinung  an  den 
gelben  und  grünen  Beryllen*),  dass  von  den  Seitenflächen,  welche 
normal  die  negative  Spannung  darbieten,  eine  oder  selbst  zwei  positiv 
erscheinen. 

In  ähnlicher  Weise  ist  nun  auch  beim  Axinit  No.  7  eine  Störung 
eingetreten,  welche  sich  äusserlich  durch  kein  Anzeichen  verräth:  es 
erscheint  nämlich  die  Fläche  r  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 
Während  auf  dieser  Fläche  sonst  die  positive  Elektricität  von  dem  linken 
Rande  r'u  nach  dem  rechten  t^u'  hin  abnimmt,  steigt  auf  der  negativen 
Fläche  r'  No.  7  die  negative  Spannung  in  derselben  Richtung;  ihre 
Aenderung  findet  also  in  demselben  Sinne  statt  wie  auf  den  positiven 
Flächen  r ,  d.  h.  in  beiden  Fällen  geht  sie  in  der  Richtung  von  rechts 
nach  links  nach  der  negativen  Seite  hin.  Auch  auf  der  benachbarten 
Fläche  u  ist  wohl  durch  dieselbe  Ursache  die  positive  unterdrückt;  je- 
doch steigt  auf  ihr  die  negative  vom  rechten  Rande  (u/)  zum  linken 
{ur  oder  us).  Auf  der  Kante  wr  liegt  also  ein  negatives  Minimum  als 
Anzeichen  der  hier  unterdrückten  positiven  Zone. 

Zum  Ersatz  für  die  auf  r'  und  u  unterdrückte  positive  Zone  tritt 


*)   Siehe  diese  Abh.  Bd.  18,  Taf.  II,  Beryll  No.  3  —  6,   und  No.  7 — 4  0. 
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nun  die  positive  Spannung  auf  der  Fläche  r  mit  einer  Stärke  auf,  wie 
sie  bei  keinem  der  früheren  sechs  Krystalle  beobachtet  worden  ist. 


IL  Krystalle  f •■  Bewg  il^Oisais. 

Krystall  No.  8.    Taf.  Ill,    Fig.  8. 

Es  ist  mir  geglückt,  einen  ringsum  fast  ganz  vollkommen  ausge- 
bildeten Krystall  von  Bourg  d'Oisans  zu  erlangen.  Fig.  8  zeigt  seine 
beiden  Ansichten  in  natürlicher  Grösse.  Nur  an  der  durch  den  Buch- 
staben a  bezeichneten  Stelle  der  Kante  up  scheint  ei-  bei  seiner  Bil- 
dung mit  dem  Rande  aufgesessen  zu  haben.  Seine  Masse  ist,  so  weit 
sie  rein,  durchsichtig  und  fast  nelkenbraun. 

Die  Elektricität,  welche  nach  einer  Erwärmung  bis  1 20^  auftrat, 
war  so  stark,  dass  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  auf  ^  der 
bei  den  vorhergehenden  Krystallen  benutzten  reducirt  werden  musste, 
um  überhaupt  vergleichbare  Messungen  ausführen  zu  können. 

Die  Flächen  p,  r  und  u  besitzen  an  diesem  Krystalle  ganz  andere 
Ausdehnungsverhältnisse  als  bei  den  vorhergehenden ,  was  den  Abbil- 
dungen ein  ganz  anderes  Ansehen  giebt;  die  neben  dieselben  gesetz- 
ten Buchstaben  werden  inde^s  das  Versländniss  derselben  leicht  ver- 
mitteln. 

Die  Aenderungen  in  der  Grösse  und  Gestalt  der  einzelnen  Flächen 
sind  nun  nicht  ohne  Einfluss  auf  das  Verhalten  der  elektrischen  Ver- 
theilung,  und  es  dürfte  sehr  schwer  sein ,  aus  diesem  Krystalle  allein 
das  Gesetz  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den  Axiniten  herzuleiten. 
Nachdem  wir  jedoch  dasselbe  durch  die  vorhergehenden  Beobachtun- 
gen kennen  gelernt,  wird  sich  das  Verständniss  für  die  auf  diesem  Kry- 
stalle auftretende  Vertheilung  leicht  gewinnen  lassen. 

Die  beiden  Endflächen  p  und  p  sind  negativ,  jedoch  tritt  auf  dem 
untern  linken  Theil  von  p  und  auf  dem  obern  rechten  Theil  von  p 
bereits  die  positive  Spannung  der  gegen  früher  sehr  verkleinerten  Flä- 
chen r  und  r'  hinüber.  Die  Flächen  r  und  r'  sind  positiv;  ein  sehr  star- 
ker positiver  Pol  entwickelt  sich  auf  der  Kante  ru\  während  der  andere 
auf  ur  schwächer  ist.  Diese  Schwächung  des  letzteren  Poles  hängt  mit 
dem  Umstände  zusammen,  dass  auch  die  positive  Spannung  auf  der 
Fläche  u  durch  die  von  der  Kaute  ru  sich  ausbreitende  negative  Zone 
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unterdrückt  ist.  Dagegen  erscheint  der  n^ative  Pol  auf  der  Kante  r  u 
nur  im  oberen  Theile  der  Flache  s. 

Riess  und  G.  Rose  geben  in  ihrer  oben  S.  47  erwähnten  Ab- 
handlung keine  Abbildungen  der  von  ihnen  geprüften  Krystalle, 
sondern  tragen  die  Pole  einfach  in  eine  krystallographische  Projection 
ein.  Wenn  nun  die  untersuchten  Krystalle  ähnlich  dem  Fig.  8  abgebil- 
deten Krystalle  gestaltet  waren,  so  ersieht  man,  dass  ihre  Angaben  über 
die  Lage  der  zwei  positiven  Pole  und  des  einen  Paares  der  negativen 
Pole  nahe  die  Stellen  treffen,  welche  sich  aus  den  vorstehenden  Beob- 
achtungen für  diesell)cn  ergeben  haben. 

Uebrigens  erleidet  die  elektrische  Vertheilung  durch  die  Art  der 
Anwachsung  der  Krystalle  und  der  durch  Lostrennen  vom  Gestein  ge- 
bildeten Bruchflächen  oft  sehr  beträchtliche  Verschiebungen,  wie  ich 
mich  durch  die  Beobachtung  derselben  auf  17  Krystallbruchstücken 
und  aufgewachsenen  Krystallen  überzeugt  habe.  Es  mag  genügen,  die 
auf  zwei  derselben  ausgeführten  Messungen  mitzutheilen.  Beide  gehör- 
ten der  Freiberger  Sammlung. 

Krytall  No.  9.  Taf.  III,  Fig.  9. 

In  das  Fig.  9,  Taf.  111.  in  einer  Ansicht  dargestellte  Bruchstück, 
dessen  Flächen  durch  die  beigefügten  Buchstaben  leicht  erkenntlich  sind, 
habe  ich  die  beiden  Polaritäten  nur  durch  Farben  eingetragen.  Wie 
ersichtlich  stimmt  die  auf  ihm  beobachtete  Vertheilung  mit  der  auf 
der  entsprechenden  Stelle  der  hinteren  Ansicht  des  Krystalles  No.  1 
überein. 

Krystall  No.  10.   Taf.  Hl,  Fig.  10. 

Der  Fig.  A  0 ,  Taf.  III.  in  einer  Ansicht  abgebildete  Krystall  No.  1 0 
sass  mit  dem  unteren  Ende  bei  aßy  sowie  mit  einem  sehr  grossen 
Theile  der  nicht  abgebildeten  hinteren  Seite  noch  im  Gestein,  und  wurde 
in  diesem  Zustande  untersucht.  Auf  ihm  tritt  nun  aber  eine  merkliche 
Verschiebung  der  elektrischen  Vertheilung  ein,  indem  die  negative  Zone 
auf  der  Fläche  s\  wie  dies  auch  z.  B.  an  der  entsprechenden  Stelle  des 
Krystalles  No.  2  geschehen,  unterdrückt  ist,  und  dafHr  die  negative  Zone 
der  Fläche  f  (auf  der  nicht  abgebildeten  Seite)  über  die  Kante  jjt/  auf 
xi  heröbei^reift. 
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Vorwort. 


Wenn  die  analytische  Behandlung  einer  Aufgabe  aus  der  Geometrie 
oder  Mechanik  —  Physik,  Astronomie  —  auf  elliptische  Integrale  führt, 
so  bildet  häufig  die  Rednction  derselben  auf  die  sogenannte  Normalform 
der  drei  Gattungen,  so  wie  die  Einführung  der  Thetafunctionen  zur  Be- 
rechnung der  Integrale  eine  nicht  unbeschwerliche  Arbeit.  Obscbon  es 
bezüglich  der  zum  Ziele  führenden  Wege  an  umfangreicher  Literatur  nicht 
gebricht,  so  schien  doch  dem  Verfasser  eine  übersichtliche  Zusammen- 
stellung der  betreflFenden  Vorschriften  nicht  überflüssig  zu  sein,  und  in 
dieser  Absicht  wurde  die  gegenwärtige  Schrift  »über  die  Reduction  der 
elliptischen  Integrale  in  reeller  Form«  unternommen.  Das  schliessliche 
Ergebniss  freilich  entspricht  dem  ursprünglichen  Plane  nur  theilweise,  denn 
die  Arbeit  ist  dem  Verfasser  unter  den  Händen  gewachsen  und  hat  eine 
grössere  Anzahl  von  Fragen  und  Entwickelungen  in  den  Kreis  der  Be- 
trachtung gezogen,  als  für  den  unmittelbaren  Zweck  erforderlich  gewesen 
wäre.  Bei  dem  Versuche,  für  die  beabsichtigte  Reduction  einheitliche  Ge- 
sichtspunkte aufzustellen,  ergaben  sich  mancherlei  Resultate,  die  wenigstens 
dem  Verfasser  neu  waren,  und  so  glaubt  er  den  Wunsch  aussprechen  zu 
dürfen,  dass  für  das,  was  dabei  vielleicht  an  Uebersichtlichkeit  verloren 
gegangen,  der  Inhalt  der  Abhandlung  an  mathematischem  Interesse  ge- 
wonnen haben  möge.  Allerdings  sind  die  das  vorliegende  Gebiet  behan- 
delnden fundamentalen  Untersuchungen  von  Weierstbass,  welche  nicht 
durch  den  Druck  veröffentlicht  worden,  dem  Verfasser  unzugänglich  ge- 
blieben, so  dass  möglicherweise  anderen  Mathematikern  manche  Resultate 
bereits  in  voUkommnerer  Gestalt  bekannt  sind,  als  hier  geboten  werden 
konnte. 

Wegen  der  Mittheilung  zahlreicher  und  zum  Theil  selbst  complicirterer 
Formeln  glaube  ich  mich  nicht  entschuldigen  zu  sollen,   eher  möchten  die 
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II  Vorwort. 

• 

infolge  der  weitläufigen  Rechnung  oder  des  schwierigen  Druckes,  trotz  der 
angewandten  Sorgfalt,  noch  zurückgebliebenen  Fehler  geneigter  Entschuldi- 
gung bedürfen.  Bezüglich  der  Darstellung  habe  ich  den  Leser  auf  eine 
Unyollkommenheit  aufmerksam  zu  machen,  die  dadurch  entstanden  ist,  dass 
.nicht  von  vom  herein  die  Unbestimmtheit  des  Vorzeichens  der  im  Art.  i 
eingeführten  elliptischen  Wurzelgrössen  ^  und  rj  betont  worden  ist.  So 
selbstverständlich  diese  Betnerkung  und  die  dadurch  gebotene  Vorsicht  er- 
scheint, so  findet  sich  doch  erst  im  Art.  43  des  zweiten  Abschnittes  das 
Nöthige  darüber  hervorgehoben.    Der  erste  Abschnitt  (S.  57—117)   enthält 

Jf**^  dx      py  dv 
'     -?-  —  /    —  =  o ,    wo    die 

Sadicale  ^  und  17  gleiche  Invarianten  besitzen,  auf  algebraische  Relationen 
in  rationaler  und  irrationaler  Form,  die  betreffenden  Additionssätze,    und 

die  Reduction  auf  die  Normalform  des  elliptischen  Differentials     ^,      , , 

^  J  [cp  x) 

nebst  einigen  Betrachtungen  über  Fälle  ungleicher  Invarianten;   der  zweite 
Abschnitt  (S.  118— 197)  beschäftigt  sich  mit  der  Reduction  des  allgemeinen 

(reellen)    elliptischen   Integrals    (  f[x]  -^    auf  die    Jacobi' sehen   Theta- 

functionen,  den  Transformationen  von  Gauss  und  Lakden,  sowie  den  ein- 
schlagenden Vorschriften  für  die  numerische  Berechnung. 

Leipzig,  Mai  1879. 


Berichtigungen  und  Nachträge  siebe  am  Schlüsse. 
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Erster  Abschnitt 

Die  Reduction  auf  die  Normalform  des  elliptischen 

Differentials. 

Es  ist  merkwürdig  genug,  dass  bereits  eine  der  aller  frühesten 
unter  den  zahlreichen  Arbeiten  Euler's  über  elliptische  Integrale  die 
Grundlagen  einer  directen  und  allgemeinen  Methode  für  die  Addition, 
die  Transformation  und  die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  ent- 
hält. GuDRRMANN,  Jacobi  uud  Weierstrass  haben  sich  wiederholt  mit 
dieser  Methode  J^eschäftigt  und  auf  ihre  Tragweite  hingewiesen*). 

In    der    Abhandlung     »De    integraiione    aequationis    differenlialis 

. =         ^    «^*)   befrachtet  Euler  S.  54  die  in  Bezug  auf  zwei 

Kl— ac*         Vi— y* 

Variable  x  und  y  quadratische  Gleichung 

aa;*y*-h  2(ix*y'h-  zyxy*-^  dx^-h  ey^  +  zCxy-h  zrix-h-  2^y-4-x  =  o 

welche  wir  in  der  Form  schreiben  wollen 

f{x,y)  ^py^'^2p,y-¥p^  =  qx'^zq.x^q^  =0 

Setzt  man  hier  mit  leichter  Buchstabenveranderung 

p  =  air*-h  aa^ar-ha,  ,       ;?,  =  6aj*+  26,a;-h6,  ,         p,  =  cr^-h  zc^x-^c^ 

so  wird 

q  —  ay^^zby-^c,  »i  =  «<  J/* -»- 2  6^  y -4- c^  ,        9,  =  a^y'-h  2  6,y-hc^ 


*)  Einem  Hefte  über  eine  im  Sommer  1845  zu  Berlin  gehaltene  Vorlesung 
JAcoBfs  entnehme  ich  die  Worte:  »diese  Formel  (Euler's)  ist  noch  nicht  genug 
i^durchgearbeitet;  da  sie  Addition,  Transformation  und  Reduction  umfasst,  leistet 
»sie,  was  alle  diese  Operationen  sonst  successive«. 

*♦)  Notü  Comment.  Petropol.  T.  VI  ad  annum  1756  et  1757.  Vergl.  die 
fnstüuliones  Calc.  integralis  vol.  I,  Üb.  2,  cap.  VI,  sowie  die  Abhandlung  von 
Lagrangb  in  den  Mise.  Taurin.  T.  IV,  1766—69,  Sur  l'inteyration  de  quelques 
equations  differentielles  [Oeuvres  T.  II,   S.  5 — 33). 

Abliftodl.  d.  K.  S.  Gesellscb.  d.  Wissenscb.  XX.  5 
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Durch  Differentiation  erhält  man 

{qX'^q^]dX'^  [py'¥p^]dy  =  o 

während  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  die  Werthe 


^  ~  dy' 

,       dx 
x'  =  -       , 
dij 

^        dx 

ergibt.     Damit  folgen  die  Ausdrücke 

X  =  '?~'^«  =  -     ?«  V  =  ^~^'  =  -     P* 

q  1  +  q,  '  P  l  +  P, 

'  dy     q  ^öy         9  *  '  dx     p  "^bx        p 

nebst  der  Differentialgleichung 

dac       dy 

Durch  abermalige  DiHereniiation  findet  man  leicht 
wo 

^         rix  ' 

gesetzt  ist. 

dx 
Bezeichnet  man  durch  dz  das  elliptische  Differential  -w- ,  so  hat 

man  nicht  allein 
sondern  auch 
nebst 

V 

welche  Gleichung  für  j?  =  —  in  die  beiden 
Q\o^P^2D±^e'^,=,         und         (^_po,,  +  ^^^-H.5^  =  /. 

zerfällt  werden  kann.     Wenn  p  mit  z  verschwindet,  so  ist 

p-^dx  .  d^loag 

%  =  I     -p-         und         u  =  — p-J^         für         55  =  o  . 
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Die  Gleichungen 

1^  =  (6;r*  -4-  2  6^  a?  -4-  b^)  —  {ax*  -h  2  a^  x  -4-  a^)  [cor*  +  2  c^  o?  -h  c,' 

=  Ax*'^^Bx^^6Cx*-h^Dx^E 
V^  =  (Oi^'  +  ^fr^y  +  cJ*—  (ay*+26y  +  ( 


•c)(a^y*-4-2  6,y  +  r,) 


liefern  zwischen  den  Coefßcienten  die  Relationen 

i4  =  6*— ac  8  =  aj  — aa, 

2-8  =  266,  '-ac^  --a^c  2S  =  20,5,  —  a6^--  a^b 

6C  =  46*  +  206^  — 40,04 —oc^  —  «,c  6G  =  4ÖJ-4- 2 a^c,  —  4^6, —  rtc,  —  «^c 
2!)  =  2b^b^  —  a^C^  ""^1^4  21)  es  2b^c^  ^bc^  —  b^c 

^=6J  — a^c^  C  =  cj  — cc, 

C  — (5  «  66^  — a,c, 

Die  zehn  Conslanten  A51..  bestimmen  sich  durch  die  neun  Coef- 
ßcienten aa^,.  und  sind  daher  nicht  unabhängig  von  einander.  Bei 
der  Homogeneitat  der  Ausdrücke  können  die  acht  Verhältnisse  der  a 
als  unabhängige  Argumente  eingeführt  werden.  Ihre  Elimination  er- 
gibt desshalb  zwei  Bedingungsgleichungen,  nämlich  die  beiden  leicht 
direct  zu  verificirenden  Invarianten  form  ein 

ACE^2BCD^AD^''B^E''C^^  «ßg  +  2«e'D- «3)*- »«S- 6» 


wofür  wir  kürzer  schreiben  wollen  *) 


//  = 


Daraus  folgt  aber  weiter,  dass  die  Gleichung  f{^^y)  =  o,  welche 
die    erwähnten   acht    unabhängigen    Argumente   enthalt,    die    voll- 


Bekanntlicb    ist    die    Invariante    H    durch    die    Determinante 


gegeben  und  die  Discriminante  wird  durch 

v4«.y*  =  2^t  [G^  "  2T  W^) 

ausgedrückt,  wo  J  das  Producl  der  Wurzeldiffereuzen  von  |  bedeutet. 

5* 


A 

B 

C 

B 

C 

D 

C 

Ü 

E 
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dcT'       dy 
Ständige    Integralgleichung   der   DifTerentialgleichung    -^  +  ~-=o 

darstellt.  Denn  letztere  hängt  nur  von  sieben  Constanten,  d.  i.  von 
den  neun  Verhaltnissen  der  A  ab,  die  ausserdem  durch  die  beiden 
Gleichungen  G  und  H  verbunden  sind. 

Wenn  folglich  die  Radicale  §  und  //,  wie  w^r  stets  voraussetzen 
wollen,  gleiche  Invarianten  besitzen,  so  ersetzt  die  algebraische 
Gleichung  f{x,y)  =  o  die  transscendente  Relation 


wo   x^  und  y^  die   Rolle   der    Inlegrationsconstante    vertreten.      Man 
kann  dafür  auch  schreiben 


p^dx       pydy pJ^odx       nVody 


oder 

'*J^dx  ^    pydy  ^  pVody 


Jf*J^dx       rvdy  ^  pi 


das   Additionstheorem    der   elliptischen    Integrale   erster   Gattung   mit 
gleichen  Invarianten. 

3. 

Die  Function  f{xy)  enthält  die  Coefficienten  ö  6 . .,  durch  welche 
die  Coefficienten  AB.,  einfach  ausgedrückt  worden  sind,  während 
es  umgekehrt  wünschenswerth  ist,  letztere  als  die  gegebenen  Grössen 
in  die  algebraische  Gleichung  einzuführen. 

Diess  kann  auf  folgendem  Wege  geschehen.     Sei 

P  =  [B  -h  Rjx*  -h  2  [C  ^  Ijx  -^  I)  -k-  S  ,  fl*  =  B^^A{C  +  X) 

so  erhalt  man  durch  Multiplication 

PQ  =  (C -^ X] Ux* -^ ^Bx' ^  2^^^-''-^^  -¥ 2C -h  2X^^ 

Bestimmt  man  nun  k  aus  der  Gleichung 

BD^RS        .       ^ 
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so  folgt 

11=  "* 


während  A  die  Wurzel  der  cubischen  Resolvente*) 

wird,  wo  G  und  H  die  beiden  Invarianten  bedeuten.  Die  drei 
Wurzeln  X  enisprechen  den  drei  möglichen  Zerlegungen  von  |*  in 
Factoren  zweiten  Grades.  Die  Vorzeichen  der  Radicale  R  und  S 
sind  der  Bedingung 

RS^BD-iC^l)iC-.l)        oder         «  =  f^Z^^ 

unterworfen. 

Für  reelle  Werthe  von  §  hängt  die  Realität  der  trinomischon 
Factoren  P  und  Q  von  der  Realität  der  Wuiiselgrössen  R  und  S  ab. 
Für  G'<  27  ff*  hat  die  cubische  Gleichung  eine  einzige  reelle  Wur- 
zel A,  für  welche  zugleich 

Da  in  diesem  Falle  §*  zwei  reelle  und  zwei  coraplexe  Wurzeln  be- 
sitzt, so  muss  (C-^Xf  zwischen  UD  +  RS±{RS  +  DR)  liegen, 
d.  h.  es  muss 

[BS  -^  DR)^  >  {BD  ^  RS  -  (C  ^  X)*}^ 

sein.     Für  G'>  27//'  dagegen  hat  man  drei  reelle  Wurzeln  A,  und 

(Ch-A)*  ist 

entweder     >{BD^ RS]^  [BS-k-DR)     oder     <(ÄZ>  +  i?S)  -  (ÄS  +  Z>Ä) 

Im  ersteren  Falle  besitzt  ^  vier  reelle  Wurzeln  und  jedes  A  entspricht 
einer  reellen  Zerlegung;  der  zweite  Fall  entspricht  vier  complexen 
Wurzeln,  für  welche  nur  ein  einziges  X  eine  reelle  Zerlegung  her- 
beiführt. Man  erkennt  letzteres  an  dem  Stattfinden  der  Ungleichungen 
Ä* — AC>AA  und  /)* — Ci?>i?A,  welche  von  selbst  gleich- 
zeitig erfüllt  sein  müssen,  so  dass  die  Verification  der  einen  von 
beiden  ausreicht. 


*)  Vergl.   Strehlke    in   Crelle's  Journal  Bd.  12,  S.  358    und  Aronhold   das. 
Bd.  39,  S.  158,  Bd.  52,  S.  95,    sowie  im  Berliner  Monatsbericht,    1861,   S.  463. 
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4. 

Die  analoge  Zerlegung  des  Polynoms  /y*  wird  durch  die  näm- 
liche Resolvente  geleistet,  deren  Coefticienten  durch  die  beiden  Id- 
varianlen  gegeben  sind.     Setzt  man  daher 

SO  werden  die  Zerlegungen  PQ  und  ^O  einander  correspondiren, 
wenn  X  die  nämliche  Wurzel  der  cubischen  Gleichung  darstellt.  In 
diesem  Falle  äquivalirt  die  Integralgleichung 

der  algebraischen  Relation 


wenn  in  den  mit  dem  Index  o  versehenen  Grössen  x  resp.  y  durch 
^0  ""^  Vo  ersetzt  werden.     Wir  wollen  dafür  kürzer  schreiben 

wo 

P 

Durch   Quadrirung   der   angegebenen    irrationalen  Relation   gehl 
die  Gleichung  hervor 

Schreibt  man  nun 

|§  =  i4a:*  +  4fiac'-h6Ca;*-h4/>a;-h^  =  Lx'^-^zMx-^N 

wodurch 

L  =  i4aj*  +  2Äa?-hC  ,  if  =  Bx'^-^iCx'^D 

N  ^  Cx^  +  zDx-k-E  ,  A  =z  11^ 

zB  =  lm^  H-/^m  ,  6C  =  4mm^  H-Zn^  '^l^n 
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so  wird 

=  2  //^ X* ;rj  -4-  2  ,/m^  4-  /,  w)  .x^x^^  +  jcxJ -  -i-  [ln^  h-  /^  /<)  (.r*  +  o-J)  +  8 m  f/i^  a\r^^ 

-^  2  [m  n^  -h  m^  n)  [x  -^x^)  -^  zn  n^ 

=  2  J a:* a?J  -h  4^x0-^^  {x  4- ar^^;  -h  2  C  ;jp*  -4-  ^xx^  +  xj)  -h  4  (^'  —  ^*^i)  (^  —  ^0)* 

+  4Z){cc-4-aTj  -4-  2£ 

=   2  {^/IxJ  +  2ÄcCjj  -h  C)  X'^  -4-  2  lÄd^J  +  2  Cj-^j  +/>)-!-  (Ca?*  +  2  Z>CCj>  +  ^)  + 

-4-  2  (C  —  W  Wj  (O?  —  X^)*) 

Vermöge  der  Werthe"^  P  und  Q  des  vorigea  Artikels  hat  man  aber 

mm^  =  C  +  i 
folglich 

(?,^)'+(?,^^*=  2{I„a^»+2i/,a>  +  iV,-2A(a:-x,)*} 

=   2{Lxl'^2Mx^'hN-'  2l[X  —  X^)*) 

und  wenn  man  ^  und  tj  vertauscht 

Somit  erhält  man,   da   die  A   enthaltenden  Glieder   sich   in  Ge- 
mässheit  der  gemachten  Voraussetzungen  auf  beiden  Seiten  wegheben 

S^^'^L^x^'k-2M,x^N,  _  i?oi?+i^y'-4-2aWo!/-f-a?o 

(^-^oi  (2/-yo) 

wo  man  offenbar  x  und  x^  so  wie  y  und  y^  vertauschen  darf.  Für 
o;  =  00  geht  die  linke  Seite  über  in  ^^^VA  +  L^,  für  x^  =  o  dagegen 
in  —^{sYE-^N);  rational  wird  derselbe  Ausdruck,  wenn  man  für  a?^^ 
eine  Wurzel  der  Gleichung  ^^  ^  o  einführt. 

5. 
Durch  Differentiation  ergibt  sich 

WO  man  für  dx  und  dy  die  ihnen  proportionalen  Grössen  §  und  ±tj 
setzen    darf,    je    nachdem    die   Differentialgleichung   -^  =  -^    oder 
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-^  +  ^^  =  o  inlegrirt  werden  soll.  In  der  durch  Quadrirung  ge- 
fundenen  Integralgleichung  (I^)  ist  dieser  Unterschied  weggefallen. 

Zerlegt  man  in  Partialbrüche,    so   nehmen   nach   einer  leichten 
Reduction  die  obigen  Integralgleichungen  die  Form  an 

2(x-£cJ*      2[X''X^)       *     '       2{y-y,f      2(y^y^)       * 
wofür  mit  abgekürzter  Bezeichnung 

X=  Y 
geschrieben  werden  soll,  ferner 

dx       {x  —  x^j   ^x^Xf^       *  ' 

Damit  diese  beiden  Gleichungen  coexistiren  können,  muss  X^  als 
Function  von  X  ausdrückbar  sein. 

Es   mag   bei   dieser   Gelegenheit   Erwähnung   hnden,    dass    die 
drei  Covarianten  der  biquadratischen  Form  sich  durch 

bequem  darstellen  lassen,  während  die  Invarianten   durch 

gegeben  sind.  Der  blosse  Anblick  lehrt  hier  das  Stattfinden  der 
CATLEY-HEiMiTE'schen  Gleichung 

wo  A  A^  A^  die  Wurzeln  der  cubischen  Resolvente  bedeuten.  Be- 
kanntlich schliesst  man  daraus,  dass  die  drei  Radicale  Vg  —  kf 
rationale  Functionen  von  x  sein  müssen.     In  der  That  wird 

y^^ZTf=  Rx*^  Tx-S  ,         wo        T«  ==  (C-2A)*-^^ 

und  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  R  S  T  durch 

bedingt   sind.      Die   Berechnung    der    sechs   Wurzeln   der  Gleichung 
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§'"  z=  o  ist  somit,   nach    der  Ermitteluog  von  A,    auf  die  Auflösung 
quadratischer  Gleichungen  zurückgeführt. 

Durch  Multiplication  der  vier  Aggregate 


erhalt  man  identfsch,  d.  h.  für  beliebige  Werthe  der  Variabein  f  und  g^ 

folglich  stellen,  wie  Catley  bemerkt  hat,  jene  Ausdrücke  die  Quadrate 
der  linearen  Factoren  des  Polynoms  f  dar. 
Setzt  man  ^  =  u;,  so  wird*) 


oder 


nebst 


Will    man    den   Quotienten    I  ssz  —    als    sogenannte    absolute    In- 
variante einführen,  so  wird 

für  w  =  —V  dz  =z y 

G  2    ^    //}/4t;3-/(t;+i 


ff    ~    /•«-- 

'  V 

f 

1         dx       dx 

dw 

~  ^  ~Vf    •*• 

2}- 4M;' 

^Gw-H 

dx 

dw 

zV^w* 

—  Gw^'-Uw 

für  w  =  U^v  dz  = 

für 


V4  v^  —  /  (t;  -4- 1 ) 
dv 


w  =  G^v  dz  =  --LT/J  --      ^^ 

2    ^    ^  V(4v3«t;)/i-i 


dv 


6. 

Da   im  Folgenden   mehrfach   von  Relationen   zwischen   den   Co- 
varianten  und  deren  Diflerentialquotienten  Gebrauch  gemacht  werden 


*)    Vergl.    Crelle-Borcuardt*s   Journal    Bd.  50,  S.  286/7;    ß^*  5^,    S.  4/16; 
Bd.  55,  S.  24. 
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wird,    so   mögen    in   diesem   Artikel  einige   bezügliche  Formeln    zu- 
sammengestellt werden.     Man  hat  bekanntlich  für 

f  =  Ax^  -{-  ^Bx^  -^  tCx^  -¥  ^Dx  -^  E 

h  =  i^x^  -^bi^x^  -¥  i5/,x*-h  2oijX''H-  15/40?*  -1-.6/5  J--4- /g 
i^  =  ^-iC  2JJ4  =  BC--AD 

E.^D^^CE  I,    =2(^^,-5^, 

i^    ^lAC.^CA,  I,    =2,BC,^CB,) 

/,    ^CE.^EC,  i,    =2(DE,^ED,) 

oder 

1^  =  3^ÄC-^'D-2fi^ 

i\  =  |-(9^C*-yl«£-2ylfiZ>-6^C; 

/^  =  -{^ACD'-ABE'-2B*Dj 

i,^\[AD--B^E] 

i^  =  ^{ADE''^BCE'h2BD^j 

f,  =  ~(^£*-h2jJ/)£'+6CD*-9C*JF) 

/,  =  BE*'"3CDE^2D^ 

Bezeichnet  man  die  Invarianten  und  (^ovarianten  des  Polynoms 
g  =  A^x*  +  4B^x^  +  6C^x*  +  ^D^x  -^  E^  resp.  durch  G^  //^  y^  A^,  so 
liefert  eine  leichte  Rechnung  die  Werthe 

mithin  auch 

G/-27//»  =  ~//»(G'-27//*) 

Die  cubische  Resolvente  fUr  g  nimmt  die  Gestalt  an 

und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Wurzel  ^  mit  den  Wurzeln 
X  k^  X^  der  Resolvente  für  /'  durch  die  Gleichung 
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zusHmiuenhiingl.     Die  Kenntniss  der  Wurzeln  A  rulirt  suniil  zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen  /'  =r  o,  jt  s=  o  und  A  =:  o. 

Durch  Differentiation  ergeben  sich  eine  grosse  Menge  von 
Gleichungen,  die  geeigneten  Falls  zur  Reduction  dienen  können, 
wie  z.  B. 

2h'  =  f"g-fg"  z^g'^rr-^rr 

i-A"  =  r'g'-fg"  2^g"  =  ff- ff'"-  zfC 

i- A"  =  rg  -  fg'"  24  [g"-  G)  =  Lff-  iff" 


288«  =  ff"r+  i.f'f"f"'-^f'f'r-  \ft""f"'-  -^r' 

Gg  +  3Hf=gg"-^g'g' 

2Gf^\rg'-f"g-fg" 

Gr-i2g*  =  fh'-\rh 

rr=  144^/"+ 48(9' -G) 

r"g"=72[H+AJ+Ag)-t-4(ir" 
g"g"  =  144^,  p  -  .  2  Hf"-  4  Gg"-  4  G* 

Formeln,  denen  sich  viele  ähnliche  anreihen  lassen.  Wenn  x  eine 
Wurzel  der  Gleichung  f=^o  ist,  nehmen  diese  Ausdrucke  eine  ein- 
fachere Gestalt  an. 

7. 

Es  ist  von  Interesse,  den  directen  Nachweis  zu  fuhren,  dass  X, 
als  Function  von  X  ausgedruckt  worden  kann.  Diess  geschieht  mit- 
telst der  Formel 

X*  =:  ^X'-GX-H 
woraus  die  Gleichung 
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I     dx dX  ^  dX 


hervorgeht,    welche  wie  es  scheint  zuerst  von  Weierstrass  gefunden 
wurde*). 

Der  Werth  von  X^  kann  geschrieben  werden 

X  _?[/'o  +  l/'o'i-i^-^-o1]+^ol/*-in.^-:^o)J 

und   kehrt   durch   die  Vertauschung   von  x   und   x^  sein    Vorzeichen 
um.     Da  ferner  nach  Art.  4 

2[X-X^) 

SO  erhält  nnan  zugleich 

dx       ^     4(0; -ir^)» 
WO   sich   das  Productenzeichen  //  auf  die  den  drei  Wurzeln  A  ent- 
sprechenden Zerlegungen  von  g  bezieht. 
Schreibt  man  X  in  der  Form 

2(ir  — (Co)* 

und  eliminirt  die  Wurzelgrösse  Vf^fy  so  ergibt  sich  die  quadratische 
Gleichung 

{i2X'--f:X^9:^G){x^x,)'^6{nX^g^)ix^x,)^i2(UX^g.)  =0 
mit  der  Wu^zel 


^  _    _4(/;o^-jo) 

also 
oder 

"*]   Vergl.  Biermann,   Disserlal,  inaugur,,  Berlin  1865,   p.  2. 
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denn  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  dieser  identischen  Formel 
das  obere  Vorzeiche»  der  Quadratwurzel  gilt.  Uebrigens  lieferf  die 
obige  quadratische  Gleichung  für  X  den  weiteren  Ausdruck 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

^  2  mx^  -¥■  2  M^x  -4-  A^^")  -  ^  G  (.r  -  ^,)' 

L,a^*H.2j/,.TH.JVo-^o^ 

Ersetzt  man  in  der  vorstehenden  identischen  Formel  X  und  X^ 

durch   die    ihnen   gleichen  Functionen   Y  und  —  Y^ ,    so   erhält   man 

(Ix  du 

die  Substitution,  durch  welche    -t-    in    — ~-    übergeht,    und  welche 

früher  in  der  Form  x  =  ^  — ~  aufgestellt  worden  ist.  Wenn  man 
folglich  in  der  Gleichung 

{i2Y^^f^'Y^g:^G)(x^x,:  =  3  7J}-^;-2^,r.l 
oder 

{2SJ,^nY^<j;,)(x-x,)^4{fJ'-9o    =o 

die  Wurzelgrösse  y  eliminirt,  so  muss  man  auf  die  Gleichung  f{xy)  =  o 
geführt  werden,  womit  sich  die  Coefficienlen  a,.  bestimmen*). 


8. 

Bequemer  und  directer  als  die  hierzu  erforderliche  Rechnung, 
bei  welcher  noch  überflüssige  Factoren  auszuscheiden  bleiben,  führt 
der  folgende  Weg  zum  Ziele. 

Setzt  man  die  Gleichung  f(xy)  :=  o  in  der  Form  an 

SO  erhält  man  sogleich  y^  :=  o,und  durch  Diflferentiation 


*)   Man  kann  bei  dieser  Gelegenheit  die  Formel  anmerken : 
(x-x','         WV    (x-x.'        Wx'    (a;-x„, 


3 

0/ 
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folglich 

Nach  Analogie  des  Art.  i   kann  man  dafür  schreiben 

fjdx-^^dy  = 

und  wenn  man  in 


1  =  ]/f.  +  f.' ,y - y.)  + 1 f." ,y - y."  +  i C  y - y."  +  i f."  » - y." 

die  Coefficienten  vergleicht,  so  ergibt  sich 

{  C  =  ?.i:  +  l.'l.'  =  4/^  -  «,y  +  2,^1.  -  4«. »?.      ^ 

7  fi'  =  ';.  »Zil  +  >?.'•?.'  =  4(^  -a^y-^2  «j .;,  -  4/^1. 

/,  fr  =  i-  ;•?. »/;"+ 3 »;.' »;.";  =  2  a,  /?.  -  a,  //  - « 1. 
If-- «  =  ««-««, 

Lässt  man  bei  der  folgenden  Rechnung  den  Index  o  der  Be- 
quemlichkeit halber  überall  weg,  so  erhält  man  zunächst  durch  Rli- 
mination  von  /?, 

Setzt  man  folglich 

so  wird 

2/?.  =|'+,'+d  ,      4/^-«.y  =  l'V|'.j'+.,'V;?'+.?'  d 


Digitized  by 


Google 


13]  Zur  Rbduction  blliptischbh  Integrale.  71 

femer 

ir'  =  (i'+>?')(v+<J)+2/*i-4«.'? 

und  durch  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen 
Damit  folgt 

oder 

IT'+öal.?  =  r(l'*-2ir+2ry'*- .?.;") +  '?'(2|'*-||"+»?'*- 21?.?") 

+ d  (i'V  ir+ 3  r'?'+ 2  .?'*-.?.?") 

nebst 

r]*f]"'+6ai7}  =  r(r*-2ir'+2i?''-i?i?")+i?'(2r*-§r+'?'*-2»?i?"; 

woraus  sich  die  Werthe  von  «  und  d  bestimmen. 

9. 
Die  Subtraction  der  zuletzt  gefundenen  Gleichungen  ergibt 

rr- '?»'?'"  =  «5  (2  §r- r*+ .?'*- 2 ,? ,?"} 

oder  mit  Einführung  der  Covarianlen  f  g  und  h 

/•?    h     Mf     fi 

mithin 

Durch  Substitution   dieses  Ausdruckes  gehen    nunmehr  nach   einigen 
leichten  Reductionen  die  gesuchten  Werihe  hervor: 
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'"'"  24(f»-/-9) 

Ä  _  4g(G  -®)  +  ^g (fg"-A"fl)  +  4gr-H  31?  (f'g'-rg') 
'^    ~  24(f</-/-fl) 

„  ^g(fv-r8')+igr—i'?^"-H»?(fY-rg")-«-2(gf-'?A)(fi-®) 

24(fff-/"9) 
Die  beiden  noch  nicht  benutzten  Gleichungen 

|iJ* — ay  =  A  und  «*  —  aa,  ^  31 

müssen    die    Invariantengleichungen    G  =  @    und    //  =  ^    liefern. 
Setzt  man  daher 

so  folgt  schliesslich 


I     I    ^   b*k  bh  hH\ 


r,  =  o 

wo  rechts  allenllialben  die  Indices  o  hinzugefügt,  mit  anderen  Worten 
X  und  y  durch  t^  und  y^  ei-setzt  werden  müssen. 

Die  Gleichung  f{xy)  =  o   nimmt  jetzt   nach  Mulliplicalion    mit 
k^  die  Gestalt  an 

wo 
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r  =  2k^  {x-x,)  ^:L-±.{.j>^  .-r J  '  +  ^_»  (,E  -  a-J  [y  -  y,)  -  h, {y  -  y,) * 


^  und  T  gehen  durch  Vertauschung  von  x  und  x^  mit  y  und  y^  in 
—  T  und  — S  über.  Da  auch  die  Vertauschung  von  x  und  y  mit 
^0  ""^  J^o  gestaltet  ist,  w^odurch  die  Gleichung 

hervorgehen  mag,  so  ergeben  sich  gewisse  Folgerungen  in  Bezug  auf 
die  Zusammensetzung  der  VVerthe  von  S*  resp.  T*.  auf  welche  wir 
hier  nicht  näher  eingehen  wollen. 


10. 
Die  Substitution  des  Art.  7 

wo 


yo) 


erscheint  nunmehr  unter  der  Form 


l'-.w.H'.^-f-..§--iSk)-'^'-(*lV-'-§*"-^w.)*-'-^-(«-».--^j 


wofür  auch  geschrieben  werden  kann 

Abhandl.  d.  K.  S.  Geeellsch.  d.  Wisgensch.  XX. 
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(2  fjofit  -  s,  j^J  fy  -  »,)*  -  4?o*.(V  -  »0' 


Um   endlich   das   Radical  ^  ak  ralionalo  Function  von  y  und  ly 
zu  berechnen,  kann  man  sich  der  Ausdrücke 

oder 

(2 a^g,  -  a^ß,)  [y  -  ^o^  -I-  iß,^^  -  a,i;,       (2a|o  -  ^iß  Cv  -  ?/o)'  -»-  i^ß^i,  -  «i/)  '>-^« 


bedieaen  und  die  für  a?  — a?^  so  wie  für  die  Coefficienlen  «/?^  ge- 
fundenen Werthe  darin  substituiren.  In  der  Regel  \vir<l  es  indessen 
bequemer  sein,  die  Ausdrücke  für  §  und  aj  verraiUelsl  der  Gleidiungen 

also  durch  directe  Differentiation  abzuleiten. 

Für  den  Fall,  dass  t/^  eine  Wurzel  der  Gleichung  f  =  o  ist, 
verschwindet  7]^  und  den  Formeln  kann  eine  einfachere  Gestalt  ge- 
geben werden.     Mittelst 

4y-y„     »4»^'  •      4(y-"!/o)* 

gehen  alsdann  die  Ausdrücke  hervor 

_         (4go  -  i/ofo"i  (y  -  yof-fXiy-yo) 

^  (iAo'fo"  -  4»o'^  (2/  -  yo'*  +  fX  iy  -  2/0)  +  2 f J^ory 

Führt  man  hier  die  Functionen  L  M  N  des  Art.  4  ein  und  setzt 

/*=  Z:,T«H-2i»f,T-f.A   ,             /*'=  4(LrrH-i/)   ,             /*"=  12L 
sowie  analog 

(/  =r  z:^  .r«  +  2  J/,  ,v  H-  A',   ,         f,  =  V,yJ  -♦-  2  3)^,y,  4-  %  =0  u.  s.  w. 
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so  kann  man  die  vorslohendon  Gloichungon  schreiben 

Differentiirt  man   die   zulelzl    gefundene  Formel,    so   ergibt    sich    mil 
Hülfe  der  geeignelen  ReducHonen  der  Werth  des  Radicals 

Die  umgekehrt«  Substitution  dagegen  liefert  die  Formeln 
y-y.  = 

♦  '  »."-9: -  2ß  -  Vr/^;f."  •'•  -  -r.'  *  +  .ö»;  -  i/-;i:.i  ,r  -  .t;  + ,  2 y,  -  yx 

■  •  •  •   '2Vy-ir;;;.r-rr;*-|.2,Z.y.r*+2A/».r+A»;,-l'„fZ,,,'r«  +  2JV-l-A„; 

oder  eiafaclier 

!(/•:- r:  i>  -  ^^-.^  +  a;  (-'^ —n'' + 2  (/«+ $of 

L, .r*  +  2 if, :r  +  A.  - 1', [.r  -  .-r,.  V  |, |  A"  -  J V, 

Durch  DilFerenliation  erhall  man  aus  letzterejn  Ausdrucke 

=  -4;v«yo+a)e,  ..r-xj         -  -  _- 

(L„a«  +  2Jtf,.T  +  A.-i'.i.jr-.r,    +g„§) 


11. 
Man  beweist  für  f  ss  o  leicht  die  Relationen 

^  =  if'8-  i>'  =  jVi'^  r'={f"9"-2<;, 

6* 
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und  damit 

^  =  _  i-rf*         -^  =  f /«'-  -/-'fi  ^'*"   =  f /n"-  -Lrf"! 

dx*  i6'   '      '  d.rdy  -  M»  .    24/  M  '  Ä.r»dy        M»        24'    M 

Die  Substitution  dieser  Werthe  ergibt  ohne  Mühe 

^X-r:^y)  =  ^A.f^iZ-y.l  +(7/;f."-8«/.)'i^-«/»^'''+/-o'f.';-r-.rJ(y-y.:i 

- 89« i>-.r;:V (■J-Z'.'f«"-  4 j«)  -r - •^.  !y - y.  * 

Wendet  man  die  Umrormung  des  vorigen  Artikels  an,  so  geht  wegen 
kj[xy)  =  Ij-a   die  vorstehende  Gleichung  über  in 

-  2  (LJarr«  +  2  J/».T  +  A7)  iy-y,)'+  (L,a)*+  2lf.(r  +  A.l  :l»,y*  +  29»,y  +  ^, 

wo  die  rechte  Seite  durch  Vertauschung  von  x  und  x^  sowie  von  y 
und  y^  ungeündert  bleibt. 

Dieser  Gleichung  sind  die  Werthe  der  CoeOicienten  ab  c .  .  zn 
entnehmen,  und  zwar  erhalt  man 

bw,^,  =  L,m,  -  2  3»?  +  zLly,  -  I  Gy, 

CM- J.  =  1.5».  -  291?  -  2  L^y,  +  i-  (iyl 
«,"'.?.  =  i'.^o  -  2A?-  2l'?.T*  +  I  G.Tj 

<.-,«<.^^  =  i/.DJ.  +  291» .7-„  -  2if»yJ  -  j  GT.yl 
b,  M'.l.  =  9K..V.  +  2  A7y.  -  2Ü»».rJ  -  j  ß.rjy, 
'•,w.$^  =  iV„9f,  -  29iJ.xJ  -  2A7yJ  +  j  G.rJyJ 
«'«  =  ?.y«  +  2».  =  «yj  +  3»y*  +  sSy.  +  5D 

Hieraus  berechnet  man  sogleich 
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p,«<,|,  =  XWvcx^:  -  2yl\V\  XX,,  -  (2«J  -  i  Gy*)(a)  -  x,* 

9.  «'.I.  =  ^V,®  iyy.)  -  2xt%  ^yy,)  -  (2.V,«  -  i-  «J-J)(y  -yj' 
IF(a;y)  =  Ly*-h2My  +  N  =  «x*  +  22Ra:  +  9i 

=  Ax^y*  -t-  2 Bxy  ,x  +  y)  +  C [X*  +  4xy  -t-  y^l  +  2 ü [x  +  yi  +E 

sowie  analog 

W,  [xy)  :=  A,  x*y*  +  . .  ,       SB  (xy)  =  «a;'y*  +  . .  ,       S,  lacy)  =  «,  a;«y»  ■+  .. 

und  Überzeugt  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  die  hieraus  entspringen- 
den Werthe  von  , 

^  ^  (g.yoH-a».)l.«?-i/.aB(yy,)  -  aa^.g.lyy.l-HlzJf.'-HJG-^Hy-y,}* 
i.» (m)  -"238.  (yy.)  -  (2LJ  -  ^ G)  (y  -  yj* 
-  ^V.SB  (yy.)  +  2  xj  ffi,  (yy.)  +  (2  iV«  -  ^  Ga;Ji  (y  -  y.)  * 


Äy.  +  3».)?,.j  +  #.S(yy.)  +  2a-,aJ.(yy.)-(2jtf«  +  iGa-.)(y-y;' 
(g,y.  +  g»,)g,g-gR,Ty(a;.r.)  -  2y,TK,(xx.)  +  {2W,  +  \Gy,]{x-x,]* 
i,W[xx,)  -  2  W, {XX,)  -  (28J -\G){x-  X,)' 

^ -  %W{xx,)  +  2ylW,{xx,)+  {23l\  -  i  Gyl)  (x  -  x,)* 

Äy.  +  aKJ $.1  +  a». tr(a-a-.)  +  2y, TT. (a-x.)  -  (2Tl<i  +  \Gy,){x-x,)* 

mit  den  Resultaten  des  vorigen  Artikels  in  Einklang  stehen. 


12. 

Es  wurde  noch  übrig  bleiben,  auch  im  Falle  tj,  nicht  ver- 
schwindet, von  den  Coeilicienten  nßy..  zu  den  Coefficienten  abc. . 
überzugehen,  mit  anderen  Worten,  statt  nach  den  Potenzen  von 
s  —  at,  und  y  —  y,  die  Entwickelung  nach  x  und  y  vorzunehmen. 
Hierzu  führen  die  Gleichungen 
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a 

= 

«  , 

/v  =  « 

y( 

y 

= 

".y?+2ft.y,  +  c  , 

/^, 

-li 

i\ 

= 

"..'/« 

+  6, 

« 

»/() 

-y 

'o 

= 

"■yj 

+  26. 

yo  +  ('i 

• 

— 

2ru)j-o 

= 

«i^J 

+  26, 

yo  +  <-« 

j 

78  W.  Scheibner,  22 

Indessen  wollen  wir  uns  der  Ableitung  der  resullirenden  Ausdrücke 
für  den  allgemeinen  Fall  überheben.  In  der  Thal  sind  schon  die 
Formeln  der  letzten  Artikel  ihrer  grossen  Allgemeinheit  wegen  atiem- 
lieh  complicirter  Natur:  eine  wesentliche  Vereinfachung  dagegen  IriU 
bei  der  Anwendung  auf  specielle  Fälle  ein.  Es  sollen  desshalb  die 
gefundenen  Resultate  an  einigen  hervorstechenden  Beispielen  erläutert 
werden. 

Als   erstes  Beispiel   behandeln  wir  den  Fall,   in  welchem  die 
Coelticienten  afrc.  den  drei  Bedingungsgleichungen 

unterworfene  sind.  Alsdann  fallen  die  AB,,  mit  den  5(35..  zu- 
sammen, so  dass  sich  neben 

y  SS  ^^J'*^'4B^J:^  +  6C^x*'^4D^X'hE^ 

h  Ä  /j,a^  + 6/,./:^ -♦- 15/,./:*  + 2o/,.r'-h  i5>^.r*-|-6/,j^-|- 1^ 

die  Ausdrücke*) 

f  =  ry«  =  ry« r^\  =  .1//«  +  4^//»  -k-  6 6\//*  ^^Dy-^  E 

ergeben.  Um  die  rationale  Gleichung  f{xy)^so  abzuleiten  und  die 
Coeflicienlen  (c{iy..  zu  berechnen,  hat  man  zuvörderst  die  Grösse 
k  =  fjf  — /fl  zu  bilden.     Man  erhält  im  jetzigen  Falle 

A  =  2 '//  —  j'\ [/o/'/y^ -♦- 3 '1  J^*.y* .•^"  +  .y)  +  3 ft^^y {^'* -*-  3^\y  +  .y*)  -»- 

+ '3>"  +  v-  'y  *  •♦•  ^-^.y  -»-  y^i  -»-  3*4  ('^•*  -*•  3^  V +i/*;  -H  3^J(i«^  -»^  sf)  ■+■  'el 

=    y -  •^-  ;^  +  ^'  -  7/  —  ^V ' ['0 i'^*  -I-  ^'^  +  //*  * H-  6/\  >•  H-  f/;   r*  4- xy  -♦•  y«)  + 


*     Wegen  der  Bedeutun|c  der  CocfHcieiiten  siehe  Art.  6, 
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Damit  wird 

S  =  4(«/-ye  i^Ä-'J^o  ['••''Ji/J+3'i-^JyJ  «^0+^0  -•'3',j^oyo>J-»-3J^o!/o-»-.y'o  -*- 
-»- 's .^e -^ y«  /^J  +  80-0^0  -«- yJ  -^ 3 «4 .^J -*-  3 -/-oyo  ■♦•  .vJ  -♦■ 

-^  ly  -  yo  M*o  j«yJ  .4^0  -  5^0  +  ^'1  ^lu.  .2y\  -  .r*.  ^ 

-»-  3^J'o'4yJ  -»-  6xoyJ  -  4'^'Jy«  -  ^'Ji  -♦-  4'3  yJ  -»-  6a,yj^  -  2.rJ   -I- 

+  2  (o^ - ^0  y - yo  l'e jJyJ  3yo - 4^0  -«- ^'i-^oyJ  yJ -  2,rj)  -i- 

-»- 3',y6'yJ -^ 4 jp^yj -  6aj«/,^  —  ^d-D  -♦-  4'3:2yJ  —  6 jjy^  —  o^j  -i- 

-»^  3*1  2y\  -  4^eyo  -  3  J^J  -  6i>e  -  's] 
+  (a^-jr,>'[i,yJ  +  6i\yJ+i5t,y*^-2oi3yjH-i5i,yJ-l-6i5yo-<-ie] 

-i-6(a:'-av  y-yo' yt" ^o! ['o^JyJ-»- ^^ j^ey© -^o-^-yo  -«- 

•♦•  wA  -^  4«i^-.yo  •♦•  yJ;  -^  2  /,:;a-^  4-  y.j  -h  tj 

-4-2'x~x,/iy--y.  ly«-J•o;['•yJl-2x,-♦-y,;•♦-6t^y*.a•o-^y.;^- 

+  01,^,^0-.  + 2y^;-l'2i,;x, 4- syt  •♦■3*«] 
+  (x  -  a-./iy  —  y,)'(y,  -  ar^^  [i^yj  (3  j™.  -h y^\  -h  6i\y^(je  +  yJ  -^ 

+  3«t(^o-*-3yo)-*-4'3l 

und  durch  Buchslabenverlauschung 

T=  2Äei>— aV  -^«y-yo)*-*-  el^- 

woraus  die   Werlhe   der   CoefBcienten    «  ß  y  -    entnommeü    werden 
können '^). 

13. 
Da  in  der  Integralgleichung 


Vdx 


X  und  y  verlauscht  werden  dürfen,   so  muss  diese  Eigenschaft  jetzt 
*)   Die  Goefficienien  aßy,.  in  ^*— 7 — ^~  erfüllen  die  Bedingungsgleichungen 

«,— /^=  «>o  — yo'  >         «1  —  /=  («4^-Ä[«^o  — yo) 
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auch  der  dquivalenten  Gleichung  i'^^-H  /^^^  /  =  o  ,  mithin  den 
Functionen  S  und  T  zukommen,  in  der  That  lassen  sich  dieselben 
auf  die  Form  bringen: 

-^  2  JTH  ,r  -h  xj   y^  -  a-,;  [--  i^jo^yl  -h  3 /^y^^j^-,  +  y,)  -h  2  /, {ao  -I-  32/0)  "^  3 'J 

-»-  4'3.Vo('^o  -»-  3^o!/t  -»- yJi  +  3'«i/ol2ao  -*-  3^0.'  -»-  6*5^0  -^  '*] 
-  zxyli^xlyl  -^ti^x^y*  +  3««»2 (4^o  ■♦•^0)  -»-  4'syo{J^J -»-  3-^oyo  -»-yJ)  "*- 

■^  3 »«^0(^0  ^4^0)  ■♦-  6I5X0  -4-  ij 

-  2  ;x'  -i-y;  i>o  -  ^o)[3*,^'oy2  -^  ^i,«/*  [^x^-^y,)  -f.  3««yo>'o +yo)  -  '«J 

T  ^  x^y^  Vo  -  ^'o;  l'o ^^o  (^'o  +  3  «/o)  +  6  /,  x^  [x,  ^.  y J  +  3  j^  (3  a  „  +  yj  ^  4 1,] 

+  2 a- »/  j? -h !/;  ;y^ - 0-0 1- /'o jj^o -»- 3 '1  j^"o (^0 + i/o) -»- 2 /'s :3 j^'o -»- i/o) -♦•  3 'il 

-  ;-^'*-»-i/V'['o'^*JyJ-*-6'i'^JyJ-»-3'i^*oyo>.r,  +  3y,;  -i- 

-^ 4«3'j^o:^'J -»-  3'^o.yo -»- yJ'  +  3'«j^ü  3^0  -»-  2^0'  -»- öfgXo  ■+■  ü 

-^  2xy[t\xlyl'^6i^xly^'^  ^t^xlx^'k'^y^]  -l-4'3^o(^S -»- 3^oi/o +yJ'  + 

-»-  3 '4^/0(4^0  ■♦-  i/o)  +  öiji/o  -^  'ol 
-  2  J^-  -4-  «/;  i/o  -  ^'o)  [3  f%<yo  +  2  Z,  j:-J  (u:o  +  3^/0)  +  3  '4^0 {^'0  -»-  i/o)  -  'el 

-  i/o  -  ^'oi  [4'3'^Ji/o  +  3'>'Si  i^'o  -»-  3i/o)  -»-  ö's^^'o  >o  +  i/o!  +  «fi  .3^0  -^  yo'l 

Hierbei  sind  a,  =  6,    a^  :=  c,   6,  ^  f,   geworden  und 

f'X  y)  =  ax'*y*  -h  26xy  ;./•  -H  y)  -h  c  j-*  -^  y*j  -h  46,  ay  -h  2C,  [x  -h  y)  -h  c, 

=  ax^y'^  -¥  zbxyyx-kry]  -hex -^  yj^-f-  2  {zb^  -^c]xy-^  2c\{x-^  y]  -i-r, 

wo  man  schreiben  kann 

A'o  c  =  i*o  [^0  +  '^*o  -  i/o;i/o('oi/J  >^o  +  ^o;  -*-  6/,  (a-o  +  yoi  i/J  + 

■♦-  3 'i yo (3 ^0  -»-  5 i/ol  +  4 '3 (-^o  +  4yo '  +  6 '4)1 

-  lo  Wo  -  ;^*o  -  i/o)  »*o  ('o^i  '>o  -♦•  i/o    +  6'i  ^0  >'o  -»-  i/o ■  + 
-»-  3'i'^o(5^'o  -^  3  i/o)  +  4'3l4  J^-0  -♦-  ^0'  -»-  6/4)] 
*o  26, -l-c)  =  3  >•,  -  yj  [1,(2 /,  j.yü  -h  t\yl  13 j-,  -h  y„ .  -  /, ,^'o -»-  3yo)  -  2 15)  + 

+  ^;o(2 ', ^Jyo  -»-  'j^l (^'0  +  3i/o)  -  '4 13^*0  +  i/o)  -  2 /j)] 

während  die  Werthe  der  übrigen  Coefticienten  ahc  ohne  Mühe 
aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  für  J*  und  r  abgelesen  werden 
können. 
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.Man  hat  nunmehr  die  Ausdrücke  zu  bilden 

_  ^  — 6a:;*  — 2  6,a— c,  _  ^     r.r*4- 2r,  jt* -|- 1^ 
^       aa'*-l- 2  6j[--|-c       ""       ^-l-6j:*-h  2  6^a:-fr-c^ 

f  =  -^4^  = -J(aüJl-6V)y«^.iaJi-r?;yH-(6«-rSW)H- 

«y        ;ay*-i- 2  6y +  r) 

H-i^((6*  — a6,)»/*4-^6c  — arjy-h6,r  — 6c,)] 

H.r;(;6,c  — 6c,l  «/*-!- (cc,  — 6c,) y-hcj-6,c,)l 

ly  =  -1^  = ^ -^[«jf-6r.x*H-'a.V-cL)^+(6iV-ci/)-l- 

"«^*         a./*  +  2  6j -i-c) 

-h  ^( (6*  —  a6, )  x*  -h  (6c  —  ac^ )  x*  +  6,  c  —  6c^ )] 

2 


^[;c-V  — c, L\r*-h  ,c.V  — c^LjoT :•♦•  (c,iV  — c^i/)  + 

§H-6x*-h26, -hc,) 

"•"  ?( (^1  f'  —  ^^'i)  ^*  "^  (c^'i  —  öcj)  x  4-  cj  —  6,  c,)] 

um  die  Transformationstbrmeln  für  das  jetzige  Beispiel  vollsländig 
zu  haben.  Indessen  wollen  wir  uns  damit  begnügen,  ein  paar  spe- 
c'ielle  Fälle  näher  ins  Auge  zu  fassen,  in  denen  tj^  verschwindet, 
oder  unendlich  wird,  oder  eine  Wurzel  der  Gleichung  ti^  =  o 
darstellt. 

U. 
Für  y^  SS  o  wird 

Ä'o^*  =  -  ?e^o  3't^o  +  4'3)  —  Vifao(«o^J  -»-  6/,  x\  -kr  gt\x^  -h  4f,] 

^0 ^1  =  —  U ^0 J^o  -»-  V/J'u'o [2 1, aj  +  3 /, xl  —  iV 

Für  y^  ^  oo  dagegen  hat  man  zu  setzen,  da  sich  die  höchste  Po- 
tenz von  y^  als  Factor  überall  weghebt: 
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*•  =  2  i.jcl  +  3f, J-J  -4-  3i,ar.  +  /, 

^o<>  =  —  'elf  J'ä  -h  Vi4  ;—  I. J-J  H-  3 /^or^  Hk  2 Z, 
A^c  =  i^l^jr*  —  VA  jr^  i^jrl  -f.  6i, o**  -h  Q/^.r^  •♦-  4 1,' 
2Ä^6,  =  -  f,  i>-J  +  öi^JL'^  -4-  3  V  +  V.l  ./oJ-J  -I-  4«,r»  +  3'i 
^*oC,  =  -  lo  3 ',  J^o  -H  2 1,;  -  3  ]/ J  x^  i^xl  +  2  ^,ap^  -I-  1,; 
^•^t  =  —  ?o(4',Jfo  +  3*4)  —  V^  ;4'3^J  -*"  9'«^i  +  6'j J'e  +  'ei 

Von   besonderem  Interesse   ist  der   Fall  tj^  ^  o.     Zufolge    der 
Formeln  des  Art.  1 1   hat  man  alsdann 

H-W^txXoJIViyy,)  =  o 

In  diesem  Ausdrucke  darf  man  jetzt  nicht  allein  x  oder  y^  mit  x, 
oder  y  beliebig  vertauschen,  sondern  auch  x  mit  y^,  sowie  x^  mit  y. 
Dadurch  erhält  man 

-—  =  7^(JE^o-ye)^^-y)*-2lV,(x,y;;x--y)*--2lK,(xi/;;x,>-yo1* 
so  dass  neben  den  Formeln  des  Art.  ii  die  folgenden  gellen 

cw.l,  =  C  M^(x-,i/,)  -2Ct {x^  —  y,)*—  2  W, (x.y.)  +  y  G  (x,  -  y,i* 
^itt^olo  =  CW{x^y,)  -  2CVx,-y,)'+  W.l-^.y.)  -  "grGiX.-y,)* 
c,  lü.l,  =  i>W^(ai,y,)  -  2i>,(x,  -y,)* 

«t?,  =  .-lyj  +  3ÄyJ  -»-  3  C'y,  +  /) 
Weiter  ergeben  sich  die  Werlhe 
pw.l»  =  i-Wix^y^)  -2W, [x,y,)  - (2I.,  -  y  G)(x, - y,)' 
/),w,§,  =  J/Vl^(x,y,)  +  2xVF,(x,y,)  -(2.W,  +  y  Gx)ix,-y,)* 
/>,«ü,|,  =  iVW[x,y,)  -  2x*W^,(x,y,)  -(2.V,  -  -  Gx')(x,-y,)* 
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gwj,  =  m.x.y,,  -2W,[x,y,!  -  (2?,  -  j  G)[x,-yf 

9i«*-.l.  =  "i^^^'i-^^y»,  -  2y*\V,[x,y„  -(2'Jl,- j«y*),>r,-y,,* 

welche  ziirolge  der  Entvvickelungen  dcü  Art.  1 1  durch  Vertauschung 
voQ  X  und  X,  resp.  von  «/  uod  j^,  ungeändert  bleiben  müssen  und 
desshalb  auch  auf  die  Form  gebracht  werden  können 

fi't'o^o  =  •VjH^ixy,,,  -2aJ»VV,-^y«!  -(2A7-  j«uj)i>-.y,  * 
7«'o?o  =  ^i,H'>(,y'-2H',  a-.y  -(2^^- j  «),j«,  -y* 
fl,«-,|.  =  ÜH.W'x.y  +2y,»F,;a-,y,  -{2WI  + ^  Gy,),x,-y.' 
9»  «'.§.  = '-»^W'.T.y  -2y;WVa:-,y  -(2^)?»- j  (;yj);x,- y ' 

Hieraus  entspringen  eine  Menge  verschiedener  Formen   für  die 
Subslitulion 

X  =  2Zlil  ,  y  ^  inü.  u.  s.  w. 

q       '  P 

welche  einzeln  anzuführen  nicht  nöthig  sein  wird.     Die  letzten  der 

vorstehenden  Ausdrücke  liefern 

«,',|,i?-a»,Vr;x,y)  -  2y,»V,(x,,y)  +  (2aRJ  +  lGy,  (x.-y)* 

\i,Wix,y)-2\V\{x,yt-{2i'\-iG:{x,-y* 

-%\V\x,y)  +  zylW'x.y  +  (2«y_|Gy*  {x^-y]' 

wj, ^+m,W ,v,yi  +  2y. W,  x,y]  -  (23»»  +  \(iy,;  ,x^ - y)' 

mithin  wegen 

i'.y. + a»,  =  et-,  ,  i'jy, + ajij  =  {-  v,w, 

2R.y,  -^  «.  =  -  «t-.y,  ,  ÜRJy.  +  31?  =  -[-  «c.  (w.  +  Ti„ 

x-y   =  IV  ^ '■^•^'  ~ ^'» ■■^''' ~ ^^ '"■  ^o "' 

•  [2?*  -  iG]  [X,  - y]*+  2  W,  [x,y)  -  l'.  »V';x.y; 

=  tt\   -      —      -  -  — 

ÜR,IF^x-,y'i  +  2y.W,;x.y)  -  (2iWJ-*.  Jtty.i ,./•,- yl  -♦-«•.^.f; 
^ 2'^'o'^o-.y)* 
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Verlauscht  maa  hier  x  und  y,   so  gehen    die  Gleichungen    der   um- 
gekehrten Substitution 


(2?y  -  IG]  [x^x.Y-^  2  W,  ^x,x)  -  ^o^^l'^-o^') 


2WJX^X^)^ 


hervor,    welche   bereits   Art.    lo   in   der   nämhchen    Form   gefunden 
worden  sind. 

15. 

Man  kann  die  Function  f[x\i)  im  gegenwärtigen  Falle  auch 
direct  ableiten.  Im  Artikel  4  wurde  gezeigt,  dass  die  Integral- 
gleichung (I*) 

sowohl    der    Gleichung    f  -j-  zs  C  -^    wie   der  Gleichung 

*^o  s/o      '  , 

J^    -j-  +  f  —  =z  o  entspricht,  weil  bei  der  Quadrirung  von   (1) 

der  Unterschied  des  Vorzeichens  wegfällt.     In  der  Formel 

^^dx  __   pydy  _  pydx 


Jr^ax  __   /"»«y  _   pyax 


aber  dürfen  offenbar  x  und  y^  vertauscht  werden,  so  dass  diese 
Gleichung  auch  durch 

^  —  y  i»o-yo 

oder 

ersetzt  werden  kann.  Diese  Relationen  gelten  jedoch  nicht  für 
I  -1-/  =0,  vielmehr  erhält  man  in  diesem  Falle  durch  Umkehr 
des  Vorzeichens  von  tj 


>i 
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und  folglich 

als  äquivalente  Integralgleichungen^). 
Schreibt  man 


so  wird 


2(.^o-yo)* 


§1^  =  Ly*-^  2My  +  N^  2€{cn-^y)^ 


folglich 

6  {ly*  -h  2  if  y  4-  iV  —  €  (.r  —  y)  }  =  ^   ^ "^ ^^ '— '- 

4[x-y) 

=  yl^.T*y*  +  2Ä^.Ty(.T4-y)  +  — (C*— .4£')(.r  — y)V6C^a?y-l-2Z>,(.T-|-y)  +  f^ 

Hieraus    bestimmen   sich    die   Verhältnisse   der   Coefficienten  abc, 
mittelst  der  Gleichungen 

ae^  =  yl^  —  i4t  ,  be^  =  a^e^  =  B^--  Be 

4 

und  die  Substitution  j*  ^  il^i-*  geht  übel-  in 


X  = 


_  e^rj^(B,^Be)y^^[3C,^i{C^--AE)'-  iCe  -  €*]y  -  (Z>,  -  De] 


[A,  ^Ae]y^-^2{B^^  Be)  y-^{  (C*—  A  Ej  —  Cc  -h  «* 


*)   Durch  Vertauschung  von  y  und  y^  gehen  auch  die  ferneren  Gleichungen 

fÜT  I      ±1      =  o    hervor.     Euler   und  Lagrange   haben    bekanntlich    das   voll- 

ux       dy 
sUindige  Integral  der  Differentialgleichung  -rr  -i — ^  =  o  auf  die  Form  gebracht 

I  *i 

i  ^-^^  ]    =  .4  (x  H-  t/iV  4B(x  +  v^  -I-  const. 

wo  die  Integrationsconstante  =  {2b^—'C    —  ar^  ,   wenn 
fxy    =  aflr*i/*-l-  26er.// 'ar -♦- v^  -f-  rfir*  +  i/*)  4- 46^0*1/ -I-  2Cj(or4- v"*  +  c,  =  O 
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Zur    Berechnung    des    Factors   f ^    kann    man    x  s=  a^^    V  ==  y, 
setzen,  wodurch 

Ferner  führt  die  Gleichung  A  =e  A*  — ar  auf  die  Formel 

Vergleich!  man  hiermit  die  Formel  des  Art.  7 

und  beachtet,  dass  X  in  «  Übergeht,  wenn  man  y^  statt  jr  und  —7^^ 
statt  ^  schreibt,  so  erhält  man 

;c    -4-         ^0*^0         /  §0  "^  ^0         *    ,/i:'   .    ,'l^   J- (/o'/ü        »ü^e        /üVü       fo^o  i 

wo  das   obere  Vorzeichen  zu  nehmen  isl. 

16, 
Die  Gleichungen 


0 


'^)  sind  als  äquivalente  Integralgleichungen  TUr 

pin^dx  __  pvdx  .  pvdx  ^  rVodx 

gefunden  worden.     Für  die  Normalform  mit  dem  Modul  x 
erhalt  man 


*)  Die  obigen  Formeln  sind  einer  leichten  Transformation  fähig,  sofern 


^1^4  ^«^1 
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u.  s.  w.     Führt  man  daher 

X  s  sing)  y  y  ^  sini// 


Vi  — x*sin*y  =  d/[jp,x)  =  Jq)  ,         xx-l-x'x'  =  i 
ein,  so  entspringen  die  Transrormationsformeln 

sin  rp  —  sin  qp^  sin  ^  —  sin  xf)^ 

cosyz/i//-i- COSl/Zz/^)  ___  COSr/)^,^l/^o-f-COSl^j,z/f/)y 

sinqp  — stn^/         ""  sin  y^  — sin  i//^ 

cosq)J\pQ^GQS\pQjq>  ^  cos^ffJ<p^  —  cosfff^Jxp 
sinqp  — sini//o  ""         sin  i//  — sin  y^ 

oder  mit  Benutzung  der  Identitiit 

{Qo^(pJ<p^'¥QQS(f^J(p]'QOsq^J(p^^Qos(p^J(p)  =  x'x'isin*^^  "^  ^i"*^) 

cosqp^f/)^,— oosr/)(,z/r/)  _  cosili^iff^  —  cosip^^^tf; 
sinf) -i-sm^o  "         sjni/;-|-sin^o 

cosq^Jxp-^cosipJip  __  eos(p^^ipf^  —  cosifff^^(pQ 
sinf/)-i-sin^         ""  sin  y ^^ -f- sin  i//j, 

cos (pJip^-h  cos xp^Jtp       cosiff^fp^^-hcoscp^^Jip 
sin  qp  -f-  sin  i/z^  sin  ^  -f-  sin  y)^ 

durch  welche  die  Integrale 

pq>  dfp^  ^   p^  d(p  .  p^o  drp  _    r^  dq) 

in  einander  übergehen. 

Man  kann  die  gefundenen  Ausdrtk;ke  auch  als  Additionsformeln 
für  die  Integrale 


P9      /'V'o  _  :P^      p^  __  f^  dtp 

"^Vo        ^<Po  'K  •'V'o         «^90  "^^P 


ansehen  und  rait  Wegschaffung  der  Nenner  auf  die  Form  bringen 

cosf/)  sin  ifj-^fpft  —  cos^o  sini//o^^  =  sin  </>  cos  ipJxfj^^  9\w(p^cQs\p^Jff> 
cos(psintff^Jq)^^  cos<p^s\nipJq>  =  sinq)^cosipJifj^^s\i\(pcosxfß^Jip 
cosxp^sintpJ^^^costp  ^m\ff^J(p  =  siny  cos y^^^  1/^^,-0089)  sin g),,^^!// 
sinqpcosj/^o^^yo  — siny)^  cosi//z/y)  ä  cosqr>„sini/;^i//^,  — cosy  sin  i/^^,^/^ 
siny  cosxpjfp^--  sin(p^cosxp^Jq)  =  cosqp  sin  ipJip^^  cosip^smip^Ji^) 
cosips'mip^^^Jfp^^^  s'mif}  costf;^^^(p  ä  cos^psiny),,^!//^— sin  9)  cos^j^^i// 
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Aus  dem  Additionstheorem  geht  für   (p  ^=z  \p^   die  Verdoppelung  des 
elliptischen  Integrals  heryor: 


nebst 


y»^  (iq)  ^      fW  (i(p  ___  fw 


z/^ 


sin  (9)^,  -I-  1//)  ^r/?  =  sin(jp  cosy  (^^0  "*"  -^  V'; 


17. 
Die   gewöhnliche   Form    dieser   Sätze   ergibt   sich    für    ^^  =  o, 


%  —  X' 

Jo        Jo         J(p       Jx         Jo    ^ff 

cos 9)  sin  1//  =  sin^^y -•- siny  cosi//^/ 
cos(/)sinx  =  sini/zz/y)  —  siny  cos/^i// 
cos^sini/z  s=  sinxcosi//^y  H-sinqp^X 
sinycosx  =  sini/z^;f  —  cosy  sin^^«/' 
sin  ^  cos  1//  =  cos(/)sini//^/ —  sinx^V' 
sin^cosi//  =  cos/sini//^y  —  sinyz/i/> 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  erhält  man  sogleich 


_^  sinf/)  cosx^X  "*"  ^öSf/)  sinx^</' 

Sin  U/   ■—  ^    ;    ^         :    ^  ' 

^  I  —  x*sin*9)sm*x 

sin*x  —  sin*f/^ 


cosi// 


cosf/)  sin;f^qp  —  sin  (f  cos^^x 

eosqp  cosx  —  sincp  smxJq^Jx 

I  —  x*sin*r/)sin*x 
sin^cos^^y  —  sinr/)C0S(/)z// 
""  cosf/)  s\x\xJ(p  —  sinr/)  cos^^X 


siny  cosfjpz/;^  -l-sinxcos;f^y 
cosr/)  cosx  -I-  sin<jp  sin;^ ^^y^;^ 

sinr/)  cosx^fp  -f-  cos^  sin^^X 
JqiJX'^  x*sin^cosy  sin^cos/ 

cos*  y  cos*  X  —  x'x'sin*(jpsin*x 
cosy  cos;f-l-  ?,\x\(p?,mxJ(p^X 

cos(p  cosx-^ip-^X  ""  x'x'siny  sinjf 
J(pJx 


__  ^qp^;^  —  X* sinr/) cos r/)sir 
^  ""  I  —  X*  sin*qp  sin*/ 

_^  cosf/)  sin/^;f  —  siny  cos;f^(jP 
cos(jp  sin/^r/?  —  sin  qp  cos/^X 


X*  sm  9)  cos  y  sin  X  cosjf 

cos(jp  cosx^cp'^x  "*"  Jc'x'siny  sinjf 
cosqpcos;^  -H  siny  sin;f^^g?^x 


sin  ;f  cos  x       cos  (jp  cos  x^fp^X 


x'  -»-X*  cos* 9p  cos* X 
JipJx^  x*sin<jpcos9)sinxcosx 
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^  ^  cosy  cos;f  —  siny  sinx^^'-^X  ^  sin/cos/z/y)  —  sinr/)cos</>Jfx 


««.^«^««.-      .-'..'«:«4.^  «:««..        cos  q^  cos  x^  ff  ^X'~''^'''^'^^^^f^^^X 


sinfpcosfp^^X'^  sinxcos;f^y 
cos*  ^p  cos*x  —  5« 'x '  sin*  r/)  sin*  ;f 

und  es  ist  nicht  schwer,  sjch  von  der  Liebereinstimmung  dieser 
Ausdrücke  mit  den  seit  Eulbr  und  Jacobi  bekannten  Additionsrormein 
zu  überzeugen. 

Die  obigen  Gleichungen  gehen  in  die  bekannten  trigonometri- 
schen Formeln  eines  sphsirischen  Dreiecks  mit  den  Winkeln  y,  x^ 
TT  —  1^  und  den  gegenüberstehenden  Seiten  w,  v,  w  über,  wenn 

^  4  ___    I  —  COSMCOSVCOSW^ 

"  I  —  cosq)  cosx  cos  <// 
folglich 

sinw  ^  xslnr/)  ,  sinr  =  -/sin^  ,  sin?r  =  xsini// 

cosM  =  Jff  ,  C0S17  =  Jx  J  cosw  =  Jifj 

gesetzt  werden. 

Wenn  man  tp  mit  ti  —  xp  vertauscht,  so  nimmt  der  eben  be- 
wiesene Satz  eine  bemerkenswerthe  Form  an,  sofern  die  Gleichung 

r'^+f'^f-^^    durch    f'^r+r^  r-j^i- 

ersetzt    werden    kann.      Während    beim    ebenen    Dreiecke    mit    den 
Winkeln  y,  ;f,  tp'  für   J*  =  siny,    y  =  sin;^ ,    2  =  siAt/; 
frx      py      p%     dx 
t/o       t/o       «/o    F I  —  x 
ist,    so    erhält    man    beim    sphärischen    Dreiecke    mit    den   Winkeln 
9,  Xy  tp  und  den  gegenüberstehenden  Seiten  «,  v,  m^  für  x  =  siny), 
y  =  sinX)    2;  =s  sini/;    die  Gleichung 

Jq        Jq       Jq   V'i  —  a*  11  —  x*.t*        Jo        Jq       Jq    ^ \^F'^. 


wo 


oder 


f     I  —  cos  W  COS  V  COS  w 
I  -f-  COSf/)  COSX  COS  l// 


>i7r     f/y) 


snit/        sinr       sinir  ,         ,,        pk^    aw 

X    SS    -^ =    -; =    -, und  K    Ba    I  Ztr         ' 


sin  r/)        sin  x       sin  1^ 


gesetzt  ist. 

Abkandl.  d.  K.  9.  üeseUseli.  f  Wiisensch.  XX. 
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Die  Benutzung  des  sphärischen  Dreieckes  zur  Construction  des 
Additionstheorems  rührt  bekanntlich  von  Lagrange  ^)  her,  doch  hat 
derselbe  das  sphärische  Polardreieck  zu  seiner  Conslrnction  ver- 
wendet, oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  das  Dreieck  mit  den 
Seiten  y,  x^  V^  ^^^  ^^^  gegenüberliegenden  Winkeln  Uy  v,  n-^w^ 
wobei  die  von  x  abhängigen  Gleichungen  unverändert  bleiben. 

Man  schliesst  aus  dem  Vorstehenden,  dass  mittelst  der  an- 
geführten Substitutionen  aus  jeder  Formel  der  sphärischen  Trigono- 
metrie eine  Additionsformel  für  elliptische  Functionen  abgeleitet  werr 
den  kann ,  und  umgekehrt  liefert  jede  Gleichung  .zwischen  sin  cos 
und  J  der  Winkel  y  x  V  ®'^®  ^2-  ^^^^  trigonometrische  Relationen, 
welche  sich  auf  das  sphärische  Dreieck  mit  den  Seiten  u^  v,  w    und 

den  Winkeln  y,  x^  ^  —  V»  ''^^*^P-  '"'1^  ^^^  Seilen  y,  x?  V'   ^^^   den 

\X7'  II  u     •  1-  ^1        j  sinn         sinr        sinw^    .  . 

Wmkeln  u.  v.  n  —  w  beziehen,  während  x  :=  - —  =    .-     =  -; — -  ist. 

sin  fp        smx        sm(^ 

Jacodi  hat  in  seiner  Abhandlung  »Sur  la  roiatian  d'un  corpsa^*) 
eine  Zusammenstellung  derartiger  Formeln  gegeben,  aus  welcher  wir 
hier  diejenigen  folgen  lassen,  welche  von  den  sechs  oben  gegebenen 
verschieden  sind: 

xV/-|-X*  C0Sf/)C0S%C08l//  s=  J(fJx^^ 

z*cos<)psin%.sini/'  =  ^y— .^//z/«/' 

X*  sin  ip  cos  X  sin  iji  =  z//  —  JfpJ  ip 

X  'x  'sin  (p^\s\x  =  t'os  fp  ^'os ){ ^  (//  —  oos «/'  J  fp  Jx 
x'x'sinx  sin  i/»  =  Qostp  J x^ ^^  ""  cosxcos(//^</> 
x'x'sin9)sini/^  =  cosx^9>^i/' —  cos(jpcos(//^;C  . 

cos^jp  —  cos X  cos  t// =5  sin  X  sin  ^ ^y 

(*oßx  ^cosy)oosi//  =  s\T\q>  Hmxp  J X 

cosip  cosx  —  cos  ip  =  sin  (p  sin  y  ^  ip 

Die  letzte  dieser  Formeln  ist  die  von  La^range  abgeleitete. 


*]    Theorie  des  fonctions,    Art.  69,   70;    vergl.  Legendre,   Traue  des  fonctions 
elUptiques,    T,  I,  p.  20. 

**    Malhem.  Werke,   Bil.  2,   S.  171,  Crrlle's  Journal,   Bd.  39,   S.  325. 
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18. 
Salzt  maa  tp  sb  —^   ^^s=(o,   }p^  ssi  Xt   so  folgt  analog 

x'cosjfsinw  =s  sin/(*os((i^y  —  cosyj/w 

x'cos^sinco  ^  siny  cosw^X  "~  ^^^X^^*' 
x'cos(/)  siDx  ^  eosco^;^  —  ßiny  cos^^co 
x'sinxcosw  s=  cos/ sin co^r/ -4-008 //'^;ir 
x'sin^cos{(>  Ä  cos;f^y -4- cosf/>  siiHti^/ 
x'  I  —  x*sinff  sin;rsini«/.  =  ^ifd^Jit^ 

x*cosr/>cosxsinw  «  WJto  —  JtpJx 

X*Sill9)C0SXC0SC0  =  d^Ji^^-A'/^if 

x*cos<jf)8inxcosco  «  JrpJw-^x'Jx 

cos^cosx  =c  x'siny sin;ir^£t;  —  sln(/^^i/^^X 
cofi/oosci»  «  %\xnpJx*^^^  —  X ' sin ;f sin (ti^i/y 
cos4/)oosc'j  ae  sin/^y>^^tti  —  x'siQ^siD((i^;|f 

X '  si  n  y  si n  ;f  —  si n  io>  =  cos  y*  cos  x  ^  w 

x'^siny — sin;^sincoi  =  vosxcosioJip 

x'fsin;^  —  siiif/)  sinw'  a=s  cosy^  cos<(>j/;f 

^  x'x'sjnysinx  — cosycos;r^:/y)^X       siii;f  oos;^^^)  — siny  cos(/>/z/ 
sm  w  "S  «       •  •  *■"  "  ~~~~~ 

x'x'-f-  X  cos  ff  cos  /  siny  c^Bx^(f  —  cosy  s\r\x^X 

— cosf/'cosx-i- sinf/isin/^y^^X  _  —  cos*f/)Cos*x-*-x'x'sin*f/)sin*x 

JifJX  —  «*8inf/)  cos9)sinxcosx       x'x'siny^sinx-*-  cos  ff  cos  x^(f^x 

,sinr/*cosy^r/)  H-cosff  siny^y           ,                sin*rf — sin*y 
cosw  «  X  "-  — i — i — '     -A_-^   =  x' ' ^ 

x'x'-»-x  cos  (pcos  X  siny)  cosx^i/(/)  —  cosy^sinj^X 

^     ,cos<jf)sin;f^y  4- siny  cos;r^/ ^  ,siDy)  cosy'^X  "•"  s"^X^*^*'X-^'/^ 

Jff^X ""  x*siny  cosy  sinxcos;if  •/.  'x'siny)sinx-l-  oosycosx^</^^X 

.     ,  x*sinijpcosysin;fCosx4-^y>j/;f  ^  ,  sinf/>cosx^X  —  cos</)sinx^'/> 

x'x'-f- X* cos* f/)  cos* X  sxxufcosx-^fp  —  cosr/)sinx^X 

^     ,       ^     I — x*sin*y  sin*;^             ___  ^cosr/*  cos/ -*- siny  sin;^^// ^X 

Jif  Jx  —  X*  siny  cosy^  sin/  cos/  x  'x  'sin</)sinx -4- cos<pcosxJ*f^X 

1* 
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,         x'x'sinf/)  sin;^  —  cosy  cosx^(p^x  sin/  cosx^ff  —  sinr/)  costpJx 

sinf/)  cosx^ff  -f-  cosr/>  sin^-^^C  sin*y  —  sin*/ 

_  siny  sinx-^f(^^x  " ^^sf/) cos/  _  x'x'sin*f/) sin*^  —  co5*f/>cos'x 

cosr/)  sin/^y  -f-  siny  cos/^/  siny  cos(f^x  "*"  sin;^  cos^-^y 

Für  y^  =  o,    1^^  =  0),    (p  ^=  xp  und   i/;  =  —   erhält  man 

t/o  e/o  J%p  Jta  Jo       ^y 

/»V'  d(f        p\n  d(f 


oder 


eosi//  i  .  cosw 

sinco  =  —TT-  I  sini//  ä  — - — 

Jio  =  sini^coscii-i- x'cosi//sincci  =  -^ 

x' 
^i//  ^  cost/zsincc; -|-x'sin(/;cosa>  =  —j— 

,smib  ,  ,sina> 

COSCO   =  X    ■    ^  ^     ,  COSI//  :=  X    — ; — 

I  =  x'tgi/ytgco  ,  x'  Ä  JxfjJio 

Diese  Relationen  gestatten  die  vorhergehenden  Ausdrücke  für  sinw 
cos  CO  ^w.  direct  aus  denen  des  vorigen  Artikels  fllr  sini/;  cost^»  J}p 
abzuleiten. 

Die  Verdoppelungsformeln  endlich  liefern,  fllr  ;^  =  ^• 

■•9  r^       r^  dw 


/•9  P^        f^  (iq> 

ig^i//  =  ig<pJ(p 


I  -f-cosi// 


oder 


ferner 


sini//     sing)  cosr/)  sini//        Igy 

i-l-^i//""        z/y         '  cos^x^ -¥  J ^f  ^  J (p 


pg>  ^      p{n         p\n  dip 

e/ft»  »/(r  t/ft> 


COSW  '  ^  2  '  ^y 


i4-sinco        .    w      ,    yTx  ,tgy 
=  tg^  ct^H-— )  =  x'— ^ 


oder 


s=s  ia<pJ(p  ,  =  -^^ -^ 
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19. 
Als    zweites    Beispiel    (s.   Art.  12)    betrachten    wir   den   Spe- 
cialfall 

9  s  D  s=  o       oder       2a^b^  ä  ri6,-|-a,6  ,  2b^c^  =  bc^-^b^c 

womit 

Folglich  ergeben  sich  £  und  das  Product  91®  als  Wurzeln  der  cubi- 
schen  Gleichungen 

oder 

mithin  wegen 

^I^^CmI^H  =  o 

6  =  -A  ,  «e  =  G-3A*  ,  ij*  =  v-^v+c 

Die  Wurzel  /.  kann  für  reelle  Werthe  von  G  und  H  stets  reell  und 
von  gleichem  Vorzeichen  mit  H  bestimmt  werden,  während  die  beiden 
anderen  Wurzeln  A,  und  A,  der  cubischen  Gleichung  entweder  gleich- 
falls reell  oder  conjugirt  complex  sind,  je  nachdem  C —  27//^  positiv 
oder  negativ  ist. 

Fügt  man  die  weitere  Bedingung 

«^-(5  =  6^ 

hinzu,  so  werden  91  und  @  W\irzeln  der  quadratischen  Gleichung 

w*  — öJlar  — 3>l*-f-  6'  =  o 

Folglich  erhalten  91  und  6  reelle  Werthe  für  1 2  A*  >  C .  Da  aber 
-y-  sss  4A* — G  positiv  gefunden  wurde,  ist  4A*>G,  mithin  können 
neben  A  auch  91  und  ®  stets  reell  bestimmt  werden.     Da  ferner 

(4«(g-3«i* 

SO  erhellt,  dass  nicht  allein  9(  und  @  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Voi-zeichen  besitzen,  je  nachdem  G' — 2  7//*>o  oder  <o  (d.  i.  je 
nachdem  A,  und  A^  reell  oder  complex  sind),  sondern  dass  auch  im 
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ersten   Falle  31   und  6   gleiche  Vorzeichen    mit  A   oder  H  besitzen, 
wahrend  A*  zwischen  ^G  und  ^G  liegt,    wogegen   im  zweiten  Falle 
G<3A*   und    G<3//^.      Uebrigens   können  Ä  und  6   als  Wurzeln 
einer  quadratischen  Gleichung  beliebig  vertauscht  werdeYi. 
Da  nunmehr 

dy äy  ^  dy  _  dy 


und  );  beim  Durchgange  von  y^  durch  i  vom  Reellen  zum  Imaginären 
übergehen  muss,  so  wird  man  y^=^  i  setzen  dürfen,  um  reelle  Aus- 
drücke zu  bekommen.  Bestimmt  man  nun  in  dem  elliptischen  Diffe- 
rential dz  die  Variable  z  so,  dass  sie  für  x  =  x^  verschwindet,  so 
erhalt  man 

elliptische   Integrale,    deren   weitere   Reduction   auf   die   sogenannte 
Normalform  in  reeller  Form  keine  Schwierigkeiten  bietet. 
Setzt  man 

^1  =  ^  [x  —  a)  [x  —  6j  (x  —  c"  \x  —  d] 
so  wird  bekanntermaassen 

G  =  ;^^*{(a  —  ft .  c  —  (/  *H-  >  -  c-  6  -  (/)*+  [a  —  rf  •  6  -  c  *} 

><{(a— 6-c— d)  — (a— (/-ö— c;} 

'  »56      ^  256 

A  =  — /l{ia  — ft   c  — (/;  -h  (a  —  C'6  — rfj) 

A^  Ä  —  i4{(ri  — rf-ft  —  c)  —  (a  — ft-c  — d)} 

A,  =  -.l^{(a-c.6-c/)  -f-la-d-ft-c)) 

und  mit  Berücksichtigung  der  identischen  Gleichung 

(a  —  c  •  6  —  (i)  =  (a  —  b'C  —  d)  +  (a  —  dh  —  cv, 

«(£==  JL^*fa-d.6-c)* 
10 

e-l-a  =  j.l{^a  — 6.C  — d;  H-  >  — c-6  — dj} 
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«  =  ±^{|/(a-c.6-rf)-l/(a-6.c-r/)}' 

20. 

Bei  der  Reduction  auf  die  NonDaftbim  der  elliptischeii  Integrale 
erster  Gattung  sind  sechs  Fälle  zu  unlerscheiden: 

für  6  >  31  >  o  setze  man  y  =  ^jj-^  ^  <  i ,  wodurch 

Jo^dx p<p  d(p  _    I      pfp     d(p 

xo  I    ~Jo    Ve  — «sin'y  ""  VkJo    '^W^: 

für  6>o,   St<o  se(35e  nttn  y  =*  cosy<  i,  woduiTh 

J^^dx  ^   r<p  d(p  _        I  pff     dq> 

für  8l<©<o  setze  man  y  ==  .</(y,  x)  <  i ,  wodurch 


^  ""Ao  1  "^./o  v^acos*<y)-esinV/)  ""  y^^h  ^(9. 

für  91  >  6  >  o  setze  man  y  i=  — ^^^  >  i ,  wodurch 

r^dx  _         /'^  ri^p  I      pv      dip 

X     -    jj     ,  X       _        jj- 

fUr  91  >o,  @<o  setze  man  «  ^  >  i ,  wodurch 

oosy 

'Xdx  ^        rV  d(p  ^  I         /»9     d<)p 


Xi 


J^aj(/ar  _        /»v  d(p I         /»9     d<)p 


X*  =  -^  X-  =  -*- 

(g-a'  a-e 
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für  6  <  91  <  o  setze  man  y  =  -z >  i  ^  wodurch 

Jr^dx  __         /'fp  dfp  I        /»v     d(p 

(S      '  (5 

Es  ist  übrigens  selbstverständlich,  dass  man  wegen  der  bereits 
hervorgehobenen  Vertauschbarkeit  von  Sl  und  6  mit  der  Hälfte  der 
vorstehenden  Fälle  ausreicht. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  für  x*  lassen  sich  durch  die  coordi- 
nirten  Werthe 

t  I  ,4  I  «*  j  ^'* 

/    ,        ;^i  ,        X     ,         ^  ,         —  -^         und        —  ^ 

darstellen  und  als  Wurzeln  einer  reciproken  Gleichung  sechsten  Grades 
von  der  Form 

a*— 3a^-l-  6  — ^  a*—  7  —  2p  a'-f-  6  —  p)a*— 3^-1-  i  =0 
i)eslimmen,  wo 

In  dtM-  Thal  folgt  mitlelsl 

(o  -  /.')(ff  -  x'*)  =  (a*  -  a)  +  xV." 

die  Gleichung 

(a'-a+,|'=xV'(^-^-.f.a*-a,* 

Für  r  =  aH i   erhält  man  folglich*^) 

r'  Ä  ^;t—  I; 
Um  (;  durch  A  auszudrücken,  setze  man  etwa 
*  —      ^  .» _     g 

*,    Vergl.  Cavlev  in  Crelle-Borchardts  Journal,  Bd.  55,  S.  15  fg. 


x* 


X 
,1 


Digitized  by 


Google 


44]  Zm  Redcction  buiptischsh  Integrale.  97 


-/x"  =  _    ««     ^   3^'-r, 


womit 

27  (is^-G^  I     r        ^   .  16^         1' 

Man  erkennt  aus  diesen  Ausdrücken,  dass  die  Wurzeln  A^  und  k^ 
auf  andere  Werthe  von  ^  und  h  führen  müssen.  Anderenfalls 
würde  (;  rational  durch  G  und  // aas  ^(4/*  —  G)  ausdrückbar  sein 
und  könnte  durch  Vertauschung  der  Wurzeln  a  b  c  d  nicht  drei 
Werthe  erhallen. 


21. 

Wenn  tj  ^  tj^tj^  für  y  =  y^  verschwindet,  so  geht  für  ijj  =  o 
die  irrationale  Substitution 

über  in 

^-^i        y^-y 

Da  im  gegenwärtigen  Falle 

für  e> « ,  y <  I      I,,  =  ve-2iy* ,     I?,  =  /r^* 

für  «  >  e  ,   y  >  I  ,^  =  l/^^^::®  ,  ly,  =  Vf^^i 

so  erhalt  Juan  wegen  tj^^tj^  =  2V12A* — G  s=  2/m 
für  e  >  31  gjItVl/g»  ^  l/zuL^l 

für  e<8l  ^t^+iils  ^  _  1/     y+i 

iXJ  — a?^  ^        y— I 

Durch  Quadrirung  folgt 

2(A-A)  =^i±^         resp.         2(X-A;  =iii^^^'^ 

I— y  ^         ^        '        y  — I 

Zur  Ableitung  von  /'(x,y)  hat  man  im  jetzigen  Fallel  zu  bilden 
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g  =  «AyV^6X*-G)y*  +  (gi 

k  =  («y*  -  6i»* + e;  y  -  V)  -  /*y/ 

l'  =  V-Jl,  2R  =  -2Ay,  9l  =  C-y, 

Selzt  man  hier  y,  =  i ,  »/,  ^  o ,  so  ergibt  sich  Art.  9  zurolgc 

Ä  =-2^V,(y -.)  +  [.(« -3^;  y.-V.j-ii.Y.]^-.,)«       ...    ., 

+  [(«-3i)iy,'-W-T'*V.'J;y-i;*'^-^. 

-iM*[/"."-2(5«-e)](y-r:a--a-,]' 

+  i[:a-3^)(«>."-v:)-i/«'!/;-8«;];y-i;*i^-^.* 

Substiluirt  man  hier  die  Wtirzelwerthe 

Sfss  3>l  — iii  ,  (£  Ä  3A-f-/u  ,  wo       /i  =^  ]/i2A^  — r; 

so  folgt  wegen 

Für   die  nämliche  Funclioo   erhHlt   man'  nach  den  Formeln  des 
Art.  II  mittelst 
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= -5-6(1 -y;*+i/«(i -y*;  ■*- ~iu*(i-i-y-i-y*) 
^  -  -j-ß(y-y.)*(a:-a-,)*-2S,(y.y:,ix-j.)*-2VK,;x.a;)(y-y,)' 

«.  (L,xV2if,x+iV,][2i(i-y)*H.^(i-y«)] 
-  2  (i>*  -i-  2  M>  4-  JV,»)  li-y)* 
-2(i[k{j-y*)  +  -'-H(i+y^.y*)](x-x;j* 

Die  IdentiUil  der  beiden  Tttr  S  abgeleiteten  Ausdrücke  ist  leicht  zu' 
verificiren.     Uebrigens   versteht   sich  von  selbst,   dass   für  den  Fall 
$(  >  @  das  Vorzeichen  des  Radicals  /t  umgekehrt  werden  niilss. 


22. 

Die  Werthe  rem  x,  y,  ^  und  tj  anlangend  ergeben  die  Formeln 
des  Art.  10 

(V-.-«-lf^)[2X(i-y)*^-f«(i-y')l-2(£?x,^.Jf;)(i-y)*-.-^«g,.? 
"  2Lj(i-y)V2/i(A(i-y')-l-4^«(i-l-y-l-y*)l-L,{2A(i-y)*+/i(i-y';il 

^ gg»('  -y)*-ag^i'  -y)*-«-i"('  -y')l 

'"(/,.x.  +  Jlf.)[2i(i-y)*  +  iu(i-y*)J-2(£jx  +  J/;)(i-y)'-^|,, 

i-y  = 

i,x*  H-  2  i/,x  -1-  Af,  —  («  —  k)  (x  —  «,)  *—  g,g 

"  ''2(a;i-^;i*— i'G)[x-xjV2(LjxV2jr>+iv;)— (,i[-Ä)(L,x*+2*,x+'iv,^ 

_  2/i(x-X.)* _ 

L,x*  +  2  Jf.x  +  iV,  -  («  -  Ä)  (X  -•  X,)*  H- 1,1 
oder  nach  leicbtefr  fteAiotioo 


Digitized  by 


Google 


100  '  W.    SCHEWNBR,  >t 


X^  X, 


/-•-^^ 


.«     I  -^  y 


IV  x\r,,  H-  /i  ---  zX  x^  x^  '—  §0? 

2  IV',  XXf^]  4-    a  —  2  A   IV  XX^    -^2^1  [^fl  —  A)  [X  —  Xjj,  * 
2iu(jC  — (T^^)*  fi 


IV(a;a!^)  -i-  (|u  —  2  A)  (x  —  i»o; *+  lol       X  —  A  4- 1 ^t 
Der  letzte  Ausdruck  liefert  sogleich 

IV  XX^    ^zX  X^  O^o  *-!-  le ?  2  J  -  ^^ 


1-4-^=2 


IV  XX^]  -h  [fÄ  —  2  k\  [X  —  X^j^-h  St^  X'-l'^^fl 

folglich 


Ubereinstinimend  mit  dem  vorigen  Artikel. 

Die  Werthe  der  Radicale  $  und  tj  endlich  oehmen  die  Form  an 

S  =  2^i(i-y)X 

(i(>^/-o'-yo')(i-y)*-»^^ai/'o'(i-y*)~?o'?l>    ' 

17  =  4u  o;  — j' )    —  . —   _    ^.  ^  -   —  .        — 

(Ioa;*4-2i/,a;4..\4-{iu-2A;i(a;-<.Vfo?) 

23. 

Wir  wenden  uns  zum  dritten  Beispiel  für  die  Anwendung  der 
allgemeinen  Formeln  und  untersuchen  den  Specialfall 

31  s  (£  =  o         oder         a*  =s  aa,  ,  c*  =  cc^ 

Damit  folgt 
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und  6  sowie  das  Producl  ^5)  ergeben  sich  als  Wurzeln  der  cubi- 
schon  Gleichungen 

Durch  Vergleichung  mit  der  Resolvente 

erhSilt  man 

S  =  2A  ,  4»!'  =  i2A*-(;  ,  JJI2  =r  4!/»»l-*-3iy-»-S>; 

Fugt  man  die  Bedingungsgleichung 
hinzu,  so  werden  95  und  ®  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

W*-  3AW4-3A*-.-*  G  =  o 

mit  der  Realitdtsbedingung  3A*<(i\  Letztere  Ungleichung  ist  jedoch 
nur  fllr  den  Fall  C'>27W*  (A,  und  A^  reell)  erfüllt,  wie  bereits 
Art.  19  gezeigt  worden  und  auch  direct  aus  der  Gleichung 

zu  entnehmen  ist.  Die  Reductionsmethode  dieses  Beispiels  ist  also 
auf  den  Fall  G'<27//*  in  reeller  Form  nicht  anwendbar. 
Zugleich  erkennt  man,  da  nach  Art.  19  A  ^o  bestimmt  worden  ist,  dass 

dass  vermöge   der  Gleichung  93*5)  =s  3A*  —  ^G   die  Werthe  von  ö 
und  5)  gleiche  Vorzeichen  mit  H  und  A  haben  müssen. 
iMan  erbttit  nunmehr 

Jrvdy  _   py dy 
y.  'I       Jyo^Vyiey^-i^ß^'^iy^D) 

Hier  darf  man  y^  =  o  setzen  und  bekommt  für  positive  Werthe 
von  H^  wenn  man  zugleich  s*  für  das  gleichfalls  positive  y  schreibt: 

dy  ^  ds 

r]   ">'/-•- 1  ;;»«•  + 3)) 

Dagegen  wird  für  negative  Werthe  von  H  und  y  =  —  ^ 

rfy  ^  _  dt 

5      '"•>/;r-w*;  ;«/•-"  3)] 
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Damit  gehe«  die  resp.  Werihe  hervor 

r^dx  /•*  ds  /*!  di 

welche  leicht  auf  die  sogen.  Norroalform  reducirt  wardea  k<^ni|en. 


24. 

Um    auch  die  AbhUogigkeit    Von    den   Wuraeln    der   Gleichung 
f  :s  o  zu  untersuchen,  hat  man 

93^.3)  =*  -i-^((a- fco- d:  +  ;a-c.  *-(/;} 
»-3)  =  ±~>l(6^c.o-d 

4    / 

4®  X*  i4(o-.6.c  — d) 

zu  setzen.     Die  Vergleichung  der  beireffenden  Resultate  des  vorigen 
Beispiels  (Art.  19)  tesst  sofort  erkennen,  dass 

e-i.««- 2(ö-*.2)) ,  «i-««4V»^ 

das  arithmetische  und  geometrische  Mittel  aus  4$  und  4^,  sowie 


das  arithmetische  und  geometrische  Mittal  aus  V4^  und  V^ld  dar- 
^stellen.    . 

Zur  Vollendung  der  Reduction  set^ß  pian 

(TN 

für  93>3)>o,  8  as  x'tgy  oder  y  =  w^V»    wodurch 

Jr^dx  fV  dw  I     p9     d(p 


X    =*      «       ,  y     «  ^ 


für5)>35>o,   «asBtgy  oder  yrstg*^),    wodurch 

Jn^dx  r<p  dq>  i      /•T     dy 


D      •       ■       .    •  3) 
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nir   ^<$!)<o,   /  s=  xsiny    oder  y=  — ^sin*y,    wodurch 

Jn^dx        pff>  dq>  i        /»y     dtp 

ftlr   5)<35<o,   /  ^  ^in^   ed6r*  y  =  — sin'y,    wodurch 

j  ■ 

Jn^dx  ^  pfp  d(p  I        p9     d(p 

Auch  hier  erhel|t,  tiass  yvegen  der  Vertauschbarkeit  von  35  und  ® 
die  vier  Fälle  auf  zwei  zurückgeführt  werden  können. 

Durch  analoge  Betrachtungen  wie  die  c)es  Art.  20   findet  man, 
wenn  man  z.  B. 


XX       Ä  — 


setzf^J  "    *"''  '     *'   -    ■     ■ ' 

wahrend  wiederum 

-i^x      ,  -n  — x"         und   ,     I  —  t-7i 

X  X  XX 

die  Wurzeln  der  cul^ischen  Gleichung  V 
oder  was  dasseli^  ist»  die  sechs  Werthe    - 

»    \    «  »     -  'S)    '      ©  '     «nrs;    .^"^^  ,'  ©"^r© 

die  Wurzelig  4^r  i^eciprQk^n  Gleichung 

a"  —  3 a*^-i»  6  -r  ö)  a* --  7  —  2^^  <f' -♦-  (6  —  p) a*  —  3 a ?i-  1,  «  o 
darstellen. 


^]   wo  natürlich,  n  aictit  reell,  seto  wird.  , 
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25. 

Es  handelt  .sich  noch  um  die  Form,  welche  jetzt  die  Gleichungen 
zwischen  x,  y,  $  und  tj  annehmen.     Die  irrationale  Sul>.stitution 


, 

1.?;-*-?.?;^  •?;•?. 

a'-T»         y,-y 

ergibt  fUr 

y.  =  o  , 

i/»y*-»-3iy-»-a) 

•?!    = 

-of.                     y                  s 

'     t 

und  wenn  man 

quadrirt 

3) 

Ferner  gehen  die  Werthe  hervor 

f  =  4yi«y*-*-3^y  +  l'; 

9  =  l»y*  -  S))*  +  4 Ay  «y*  -»■  3  iy  +  D 

^  s  2(V-®)*-4(»*y*-s>*;(»y*-*-3Ay  +  35 

A-  =  4  (y  -  A/-  y  ,»y*  -i-  3 Ay  +  2)  -  /•{»y*  -  5>)' 

^*  =  4  y  -  V  .3  «*•  +  6Ay  +  D  -  4/'»y  («y*  -  3^ 

5^  «  20«y(öy*-I'l*-32»y-6o»'iy*+i225*>i 
oy 

l-l  »  20»  (»y*  -  D; *  -  8o»*y*  («y*  +  3  iy  +  3); 
<»y 

?  <=  2  (»y + a;  ,  ?,  «  »V*-*-  2»iy  -^  A'-^  n  ^ 

a)i  =  »y*  +  4Ay+D  ,        a».  =«Ay*-».2(A•^.^C)y  +  3)Ä 
9i  =  2yÄy^.3?    ,  «.  =  (A*+ ^  G)y*^.  2!DAy  ^-X' 

Hiermit  wird  nach  Art.  9  wegen  j/,  ^  »y,  a=  o 
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I  =  _  2D/;y  +  2  (j,  -JA/-; y*  -  ^fjx  -  üf.) y  +  23)*  ,t  -  x;* 

wo  die  beiden  lelzU^n  Glieder  auch  in  der  Form  gesclirieben  werden 
können 

+  2X)  [zX  -  l;  [X  -  x^y  +  2 {l*  -  Ai,+  V-^ G)x  -  .T,l*y* 

während 


Dagegen  ergeben  die  Ausdrücke  dos  Art.  1 1   fUr  die  nUinliche  Function 

J  «  2  ,£•  J-*  +  2 M*x -t-  .\*] y* -  2  \Ly  -».  2 i»f,a;  -h  A.) y [Xy  +  3)) 
+  2  ;ar--rc,)*[(A»+  j^G)y*  +  2Dily  +  5D*]  -  j  G  ^.x-a-.y 

Endlich  erhalt  man  mittelst  des  Art.  lo 


I 

X—X.  SS 


iV.'-<?:y'+D:/;y-2|.v 


•       *  (/.•-iI,-».A*-T»5G  yV3)[  2A-t,  y  +  X»l 

_■  L,£C*-*-2jlf,X  +  iV,  — 2^13;  — .T,*  — 1,1  

^~     ;2l*-ltf";.r^,T.i^2/IJ;i5v2'i/>^.i^^^^^^ 

23)(a?  — a;,i*  3) 

Lj-t;*  -t-  2  i/,ap  -»-  jV,  —  2  A  (o;  —  ac„  *  -»- 1,^       A'  —  A 

{L.  +  2  i/i,x  -»-  a;  -  2  A  ;.if  -  .t;:*-».  f.  I}* 


26. 
Als   viertes   Beispiel  .setzen  wir 

«  s  6  »  o  ,  9=1 

wodurch 

AbhMidl.  il.  K.  a.  GfiellBCh.  d.  Wiaransch.  XX. 
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folgen.     Damit  ergibt  sieh 

,  (Ix  dy 

dz   SB   -^  TS ^  = 

S  y^y'^Gy^H 

und  für  j/^  :s  oo 

/  J^dx  ^   /*«  dy 

Letzteres  ist  die  von  Wbirbstrass  *)   in  die  Theorie  eingeftlhrte  Form, 
für  welche  die  Reihenentvvickelung  gilt 

y  =    \^^Gz^^^f{z'^-^G^z^^^.GHz' 
^        jj*      20  ^  1200  6160 

2o8  \  750         49  /  184800 

deren  Coeflicienten  mit  Hülfe  der  Diflerentialgloichimg  des  Art.  1 

beqiioin  bcroclincl  werden. 
Man  erhalt  jetzt 

^=  _2y''^.i-(,V^.IoWy'^.|GV^.i■fi//y^■//*-^6' 

k  =-/•**-!-  4*»'  -  -|  ßA»*  -    2  W/-+  «../  y  _  j -L  (;*/■-!-  //9) 

und  die  Function  —kj{x,y)  nimmt  die  Gestalt  an 

o  =  [I,  y  - y,  +  nt-r  -  <]  [2fi,y*-  ^»y»-*-  «/"«.v«*-»-  22///;  +  «jr,  y,  + 

-»-  ~  {y-y»*[li,Af\y»-  >2«/.».*-*-  <'f»y»+2Uf^  +  «.9,  +  2  •?,*,] 
+  ;.T-.T,:  y-y.  [|.(/-;va'-4»,;y,*+  7 Gry,-*- '2un-^Gg';,y,^  1 « Y> %;) + 
+  i»Af,yi-  i2<7,y,*+  G/;y.  -t-iHf,-*-  %.:] 

+  T  >r  - .r.  *  f^S(4.v;-  5«y.*-  20%/-  ^  «*.y;-  «%,  _  2//*  ^.  -L  fi*)  + 

-t- »?. (/".V-  4.9.'y.V  7  G/-.'y,V  (2  ///•;  +  r;.9.'! .y.  +  ^  G Y,'  +  //*;)] 

*;   Siehe  z.  B-   Birrmann  in  seiner  bereit»  citirten  Dissertation  S.  3. 


Digitized  by 


Google 


^*'  Zu«  Rkduction  Bunn-iscHER  Integrale.  107 

-•-  Ti  >  -  ^.  y  -  ».  *  [3 1. 4/;'».'-  1 2 9iy*  ■*-  ('r:y,  •*■  2  »n  ■*-  (ig:  "*■ 

+  2IJ,'  i2/;y;-  24</,y,-».  GY,  +  2A,'  ] 

-»- n  >-<*'y-y.  [*'.(48.v,'+2/-.V-8 ./;+  5«'y.v /;/"."- 120«  y.v 

+  4 ///;"+  2 Gg:-  5 «V  y,  -»- 1 07."+  2ng:-2GH)  + 
■*■  3 »?.  4/;'.y.'-  i2</,'y,*+  «/".'y,  -»-  2  //^'  +  G'y,'  ] 
-»-  i^  a;  -»-.*> -l^.*[l.(48».V4/","y.'-  »2  ;y;+  2G]y*+ 

+  «/."-  48  //  y,  -I-  2  ///;"-».  Gy,"-  rj*)  4- 

-»-%;'2/;'y.*-24y,'y. +«/;;-»-  y*."] 


27. 

Bei  der  Entwickelung  nach  den  absteigenden  Potenzen  von  y^, 
wobei  tj^^  2y,Mi  —  g-^-  •)  zu  setzen,  heben  sich  die  in  y* ,  y'^  , 

y*  und  y*  inullipHcirten  Glieder  fort  und  der  (^oefficienl  von  2^^y* 
wird  , 

•*-  b.  •*-  7  ff»  -r  -  ^»  ■*-  ji  'y,"-  ('  'X  -  X,  *  ]  *  o 

Diese  Gleichung  gilt  folglich  fUr  j/,  ^  00  und  kann  auch  ge.srlirii>ben 
werden 

(y*  -  ^  G)  t  -  er,  *-  y  [L,r*  +  2  M,x  +  A,  +  I,V  -t-  2  i/,V  ^.  A'/  «  o 

Oiler 

(y*— ^«)>  — ar*.  *— y;L.r,'-|.2  3/;r,^..V;  ■«- L, a-/ -l- 2 .V, .r, -*- A^,  =  o 

Ferner  erhult  man,  gleichfalls  für  y^  ^  00 , 

2|.>?+/','i/-ff.'  A..V-ffo 


.T  —  X,  SS  3 ; »  4 


2.y*  -/;>-•-?:-  ^'     2$,,,  -Ao'y +»j 

mit  den  Resultaten  des  Art.  7  in  Lebereinstiramung.  Hiernach  ist 
der  BiBftMANN'sche  Ausdruck  in  §  i  seiner  oben  angeführten  Disser- 
tation zu  verbessern,  wo  gelesen  werden  muss 

8* 
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i.'?-*-i/','(y-A/;":-«-A/'»/'r 

"  2[s-^R"x,*-{ARx, 

Die  irrationale  Relation 

H- =  O 

nimmt  fUr 
(xler 

die  Form  an 

folglich  für  j/^  =  oo 
Da  nach  Art.  7 


— '   =r   2V.V-A 

SO  liefert  die  umgekehrte  Substitution  die  einfachen  Werthe 
y  =  X         nebst         i?  =  —  |  -r^  a»  X, 

welche  auch  direct  aus  den  Entwickelungen  des  Art.  7  sich  ergeben. 
Der  Ausdruck  für  das  Radical  i:  dagegen  fUllt  etwas  complicirter  aus: 

t  —  j.  ^  — -  - -" ■ 

Um  endlich  das  Integral  z  auf  die  Normalform  zu  bringen ,  hat 


man 


l  —  Ä,  cos*«) 
y  =  — 7^ — ^ 

sm  if 
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zu  setzen,  wodurch 


109 


fp     d(p 


^   p<f  d(p  I  p<p     d(p 


nebst 


*  —  ^«""^»  _  g  —  rf  .  fr  —  c  _  g  — g) 


hervorgeht.      Hieraus  folgt,    dass   das  jetzige  Resultat  von  dein  des 
vorigen  Beispiels  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 


28. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  möge  noch  Erwähnung  finden, 
dass  in  gewissen  Fällen  die  in  Bezug  auf  1  und  y  den  zweiten  Grad 
nicht  übersteigende  Gleichung  f[x^y)  =s  o  auch  einer  Differential- 
gleichung von  der  Fonn 

dx      dy 

Genüge  leisten  kann,  ohne  dass  ^  und  ?/  gleiche  Invarianten  besitzen. 
Als  Beispiele  wählen  wir  die  in  den  Artikeln  20,  23  und  27  zur 
Erreichung  der  Normalform  angewandten  Substitutionen,  ferner  die 
Gauss- LAGRANGE'sche  Substitution  für  das  arithmetisch -geometrische 
Mittel  und  die  Substitution  für  den  Uebergang  zum  complementären 
Modul. 

Von  den  Substitutionen  der  Artikel  20  und  23  genügt  es,  die 
VVerlhe 


y  SS  cOSqp 


jip ,      tgV 


und 


—  sm  qp 


zu  betrachten. 


Die  übrigen  Fälle  können  nichts  Neues  geben,  weil 
nicht  allein  die  Substitutionen  ^^^  und  — ^,  wie  leicht  zu  sehen, 
Tdr  X  SS  sirnp  die  Invarianten  ungeändert  lassen,  sondern  auch  das 
Gleiche  eintritt,  wenn  man  «i/  oder  - 
wo  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet. 


an   Stelle   von  y  einführt, 
Sei  demnach 


x-^  +  y*  =  I 


11) 


so  folgt 


dx 


Vii'(i-a;*i(i-xV) 


dy 


V^(,-yVx'*+xV) 
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also  neben 

Die  Invarianten  der  Norwalform  sind  durch  die  Ausdrücke 

gegeben,  woraus  für  die  Discriminantc  der  positive  Werth 

G'-27//*  =x  l^*x*x'» 

entspringt. 

Da  nun  für      4A' =  (^A-t-//,         4^' =«  ®/£H-$) 

.4A  «  (»-3X*  ,  Cta  -;i 

sowie 

so  ergibt  sich  wegen    aC  +  ß  «  — ^£' 

If  SS   2(2^4-^;    ,  Zs X*  SB   2  (/ —  ^1^     ,  isx'*  e=   2,>t-|-2/4) 

mithin 

G-ßA' =  ib'x' =  4  A-iti  2A-i.|[i;  , 

@  -.  3a*  =  -  fc'*x'x'*  =  4  /«  -  k   X-hifi^ 

oder 

(;  =  1  I  >,*  —  ^kfi  —  4^*  ,  ®  a=  1 1  ^'  —  4 A/i  —  4^' 

Damit  folg! 

// =s  i  4^*-h4A/i— 7Ä*;   ,  $  =s /i  4A*H-4i^  — 7/1*' 

Kolghch  entsprechen  jedem  der  drei  Werthe  von  X  (welche  wegen 
(i'>27//*  reell  sein  müssen)  zwei  Werthe  von  /i,  die  aus  den 
quadratischen  Gleichungen 

(;iH-2/«)*  =  12X*— G        oder         >>,—  11^)*  =  48X*H-  u® 
gefunden  werden.     Durch  Elimination  von  fi  endlich  geht  hervor 
(iiG>4@*  =a  45il*(46G-h24®—  165 A*;         u.  s.  w. 
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xVr*H.y*  «  I   ....     i     ....     (2) 
dx  ^'  dy 

V£(l-a^l  -  X V)  Ve{\  -y*)]y*-x'x'; 

d.h.         a=-i^,  6  =  -^if;i  +  xV;    ,  (g:;=-^x'' 

Hier  wird   6  — 6  =  |ß  oder 

J?  es   2  (A  —  fl)    ,  /iV  «:   2  (2  A  -4-  /l;    ,  Ä'x'*  =   —  2  (i  -•-  2.(1} 

nebst  den  Invariantenrelaiionen 

G  -  3^  =r  4  (A  -  |u)  (2Ä  -•-  i«)    ,  @  -  3/1*  «  ^*x'*  a  4  >  -  i  ;i  4-  l^l] 

Die  Vergleichung  zeigt,  dass  diese  Worthe  mit  den  entsprechenden 
des  vorigen  Beispiels  übereinstimmen,  also  zu  den  nämlichen  weiteren 
Resultaten  fuhren  mUssen. 


29. 
Die  Substitutionen  des  Art.  23  liefern  dfe  Beispiele 

y  =  x\n.y J) 

dx  ^  dy 

V£^i"^x'^;7^  X*  or'         2  VEy^i^  y)  ( 1  +  x 'x  V 

also 
«s=o,        »  =  ^x'*,        (S  =  j£;i+x'*    ,        D  =  £,        e  =  o 


Da  jetzt 


a3!D  s  3,<*-i.@  ,  (X  «  2iti 

4 


zu  setzen  ist,  so  erhält  man   6  —  46'=  2E  oder 

E  SS,  2X  -I- /i  ,  /sV  =  4 A  —  (I  ,  A'x'*  =  2  ;/i  —  A; 

und  damit 
G-3r  =    2A-f.fi;s4i-|u    ,         3^*--  0  -  £'x'*  Ä  2^ii4-A   2;i  +  ii) 

4 

Hieraus  gehen  die  Ausdrücke  hervor 

Cm  =    II  >,*  4- 2  >,iU  —  /i*    ,  ®  =  4^2>,-^)* 
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Diese  geben  nicht  allein  die  Werthe*) 

sondern  enthalten  auch  die  Relation 
welche  zeigt,  dass  die  cubische  Gleichung 

die  drei  reellen  Wurzeln  ^,    — 2A    und    2X  —  /a   besitzt. 

(4i x*-hy  =  o 

dx  _  (/y 


«  =  o,       »  =  -i5'x*,       G=-i£i^.x*),       a)  =  -/s,       8  =  0 

Man  bekouimt  in  diesem  Falle  wegen 

G  =  4C  und             «r  =  .1£^  =  A'*-/* 
die  Werthe 

iu=-2A  und         G-3A*=r3^*--0 

mithin 

0  =:  4  i5r-(;,         und       $>  =  Sji'-f.//, 

also  genau  wie  im  vorigen  Beispiele.  Nur  bilden  jetzt  /i  und  —  2i 
nicht  zwei  verschiedene,  sondern  die  nämliche  Wurzel  der 
Gleichung   40^' =  ®or-|-§. 


30. 

Zu    analogen    Resultaten    fuhrt    die    Substitution    des    Art.  27. 
welche  wir  in  der  Gestalt  schreiben 


x^y-h-Eii-hx^x*  -  E 


*]  in  Uebereinstimmuiig  mit  Felix  Müller,    Disserlat,  inaugur.  1867,  S.  19, 
Gl.  B)   und  C). 
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nebst 

px  dx  /»* dy 

Hier  ergibt  sich  zunächst 

Da  nun 

^iS'sr  i?*x*  =  (;-3;i*  ,  ^-f.ib'  =  ii;i-^x*;  =  6A 

so  erhält  man  sogleich  wie  im  vorigen  Artikel 

©  =  4  15^*— G  und         $  =  8^7^'  +  //, 

Will  man  statt  dessen  die  reciproke  Substitution  in  der  Form 

a**y  =s  Ay*-l-(S ,6; 

anwenden,  wodurch 

J^«  dx  ry  dy 

hervorgeht,  so  wird  neben  A  auch  A  +  6  eine  Wurzel  der  cubischen 
Gleichung  4/.'=  GX  +  H.     Denn  die  Gleichungen 

4 

ergeben  durch  Elimination  von  51  oder  x* 

3^*^.3X2^.6*  =  -(;         oder  A-hiS'  =  A'-h-e« 

4  '4 

mithin 

4  A  +  e  '  =  GA^-iS  +// 
Da  aber 

«e  =  ®-3iii* ,        a^.(s=:  6/i ,        4/i'  =  (Sfi-hi^ 

so  folgt  nicht  allein   A  =s  — 2/i,  sondern  auch 

4®  =s  15A*— (;         und  damit         8$)  =  yA'H-// 

wie   in  der  That  durch  Vertauschung   von    G  H  A    mit   ®  §  //  aus 
den  Formeln  der  vorhergehenden  Substitution  erhalten  wird. 
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31. 

Die  GAUss'sche  SubstilutioD  in  der  Determinaiio  allractioms  elc.*) 

2ms\nip^ 

sin<jp  =s       — 

[m-hn]  cos  (p^'h  zmsin  <f^ 

liefert  fUr   x  ss  siny  ,   y  =s  siny, ,    %'  =5 


Man  hat  hier  die  Gleichungen 

AE^  A*x*  =H  ^  -  3A*  ,  A-^E^  ibtu-x*)  =  6A 

im  ==  ^*^Ai*x*  =  (M-3^*  ,        a^-e  =  i-£ n-x'*;  =  6« 

folglich 

E  ^  2  l  -h  2fi    ,  /;V  sss  4  i  —  II.   ,  /ix'*  «=  2  4/1  —  /., 

^;  —  3^*  =  8  (A  —  Uli  (A -I-  2/«)   ,         @  —  3/i'  «  i  —  /i}* 
oder 

G  =  ia*H-8A/i—  i6/i*  ,  ®  «  ^•-2A/iH.4|ti* 

// «  A(i6/i*-8A/i-7i*     ,  ^  :=^  lfii2fi^l) 

Hiermit  folgen  die  Gleichungen 

4®  r=r  i^V^G  ,  8^  =  yk^-hH 

wie  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Artikels,  nebst  A'  =  ®A —  2^. 
Obgleich  für  A  =s  — 2/1  letztere  Gleichung  übergeht  in  4/i'  =  ©/#-!-§. 
so  findet  doch  die  erwähnte  Relation  im  jetzigen  Falle  nicht  statt, 
sondern  /i,  — --k  und  ^k  —  /i  sind  die  drei  (reellen)  Wurzeln  der 
Gleichung 

4fl)r'  =  0«rH-^ 

Uebrigens  erhält  man  wie  früher 

@  =  4(i5A*-G    ,  $)  =  8jA'+//; 

*^    Comment.  rec.  Gotting,  1818,   J.  /T,  /).  44    Werke,   Bd.  3,   S.  352}. 
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wenn  man  das  elliptische  Differential  -^   verdoppelt,  wodurch  /.  mit 
4,  G  mit  4*  und  H  mit  4'  multipliciit  werden. 

Die  reciproke  Substitution  geht  hervor,  wenn  man  x  mit  y  und 


K    mit  -:^ vertauscht.     Dadurch  folgt  mittelst 

I  -i-x  ° 


m  —  n  X  —  y 

m  -♦-  n  ""  u;  xy  —  i 

dx  fV  dy 


Jr»j'  dx  ^  f^  ^y 

WO 

«e  «r  4^*x;i  -i-xi*  »  0-3/«*  ,      «H-e  =  /s'(n.6x-hx*)  =  6.« 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  £*%*   und  E{i+x^j   erhalt  man 

wie  oben,  wenn  X  und  /i,  G  und  ®  vertauscht  werden.  Die  For- 
meln zeigen,  dass  jedem  Werthe  von  X  zwei  Werthe  von  /i,  und 
umgekehrt,  entsprechen.     Durch  Elimination  von  /i  erhalt  man  jetzt 

(i,G-.@)*  =  6o;i*(26(;-Ö-.6oX*i 

u.  s.  w. 

32. 

Die  Substitution  des  complementärcn  Moduls   endlich    steht  wie 
folgt.     Aus 

a:*y^  =  xVy* [9] 

ergibt  sich 

/'^  da-  _  /*«'  ^y 

Hier  sind  die  Gleichungen 

£*x*  s=  G  — 3^'  ,  f;(i  H-x*,  =  6/ 

/s*x'*  «0-3/i*  ,  /s;i+x'\  =  -6/e 

zu  combiniren.     iMan  erhalt  sogleich 
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und  daniil 

G  =  iia'— 4^^  — 4^*  ,  @  =  11^*— 4>ljw  — 4Ä* 

also  das  nämliche  Resultal  wie  bei  der  Substilution  (i)  des  Art.  28. 


Wenn  x„  den  zu  einer  Transformation  nter  Ordnung  gehörigen 
Modul  bedeutet  (der  nach  Jacobi's  Bezeichnung  von  q*^  ebenso  ab- 
hilngt,  wie  x  von  9),  so  hat  man  bekanntlich  die  beiden  suppiemen- 
lliren  Transformationen*),  welche  nach  einander  angewendet  zur 
Multiplication  fuhren : 

dx  dy 

je  nachdem  entweder 


\KJ  XnXnXn  aX 


oder 

y  KJ         n  x„x^x^  ax 


71 


gesetzt    wird.      Die    Invariahtenrelationen    sind    in    den   Gleichungen 
enthalten 

(;-3A*  =  is*x*  ,  tk  =  Au+x' 

welche  durch  Elimination  von  E  und  6  ohne  Schwierigkeit  auf  die 
Form  gebracht  werden 

G  -  3A*)  (i  -X*)*  =  4x*  [12k* ^G) 
nebst 

I  -I-  X*                     I  4.  X  * 
iT-fidy,  =  w ,i^Ac/x„ 

Führt  man  hier  die  Grösse  h  =  -7^  ein,  für  welche 

X  X 

*j   Jacobi,  Fundamenia,  Art.  26  und  32. 
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(also   h=  tgy/  wenn   x  :=  tgj^y),   so   nehmen  obige   Gleichungen 
die  einfache  Gestalt  an 


n 


wo  A  und  h^  durch  die  Formel 


'» 


dh  .  rfA„ 

in   Verbindung   mit   der   Modulargleichung   zwischen  x   und  x,,,   oder 
A  und  A^,  zu  bestimmen  sind '^). 

*;    Für  n  SS  3  wird  letztere 
oder 


Ä  — A3  =  V64ÄÄ5(i-hl/»Ä, 
g.inz  analog  der  gewöhnliehen  Form 

X  —  Xj  ^   r  lÖXXj  I  — VxXjl 
Jacobi  hat  howie^sen   [Fundamenta,   Art.  331,   dass  der  Ditferentialausdruck 

WO  die  Accente  DitFerentialquotienten  nach  irgend  einer  unabhängigen  Variabein 
bedeuten,  durch  die  Transformation  nter  Ordnung  mit  anderen  Worten  durch 
den  üebergang  von  x  zu  x„  ungeändert  bleibt.  Bei  Einführung  von  h  an  Stelle 
von  X  erhält  man  nicht  minder  einfach 


h' 


Nachtrag  zu  Art.  16.     Eine  elegante  Construclion  der  allgemeinen  Gleichung 

I      =1      — —  ergibt  sich  auf  folgendem  Wege.  Man  bediene  sich  zweier  sphä- 

risehen   Dreiecke    mit    gemeinschaftlicher    Seite    s  und    gemeinschaftlichem    Modul 

sin^ 

X  =  •      Dann  sind  a  i/>„  g    die  Winkel    des  einen,    «„  V  ^   die  Winkel    des 

sinff                                   "  »    TU   7 

aoderen  Dreieckes. 
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Zweiter  Abschnitt 

Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  auf  die 
Thetafunctionen  Jacobi*s. 

33. 

In   der   Theorie   der   Thetafunctionen   werden    die    Gleichungen 
bewiesen 

^  '»/,  q    s=  i  —  2q  cos  2U  -^  2q*  cos 41/  —  2q^ eos6 11  i: . .  . 

=  Xi^n  I  —  20*^*"' cos 2 M-f-a*''"* 
^^  w,  j    =  2  j^sint/  —  2^^810  3«  -h  2J  ^  sin5»/  qp  .  .  . 

Ä  2Xi  iq  7*  sin«  77  I  —  27'^cos2i< -i-^*'' 
^j  //,  ^)  ^  2  ^  *  cos?/  4-  2  ^^  cos 3  M  -f-  2  (jf  *  cos 51/-!-... 

ao 
=   2x^[q)(]    (^OSU  77' I  -h  2<jf*''cOS2f/  -f-^*'' 

^j  1/,  g'  s=  I  -f-  2 9 COS 2U'^  2q* COS4 1/  -f-  2 ^" eos6 »^  -f-  . . . 

OD 

==  Xi  q  77 ;i  -f-2^*''"'cos2in-9*^"'* 


wo 


^tlx-^Q^^      =:  ^V-,   «..»»^^^''-^'^ 


Schreibt  man  analog  zur  Abkürzung 
SO  erhult  man 
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—OD 


^,  =  ^,(0.9  =-27,--  =  x.x; 


nebst 


&:^&&^^,         oder         xXiX,  =  I 
Uiezu  treten  ilic  Relationen 

nebst 

Femer  gelten  die  Differentialformeln 


du  &u  "*      ~  Ö^u     '  iii't  ^,u  "^  "  ;^,*M 

r/M  ^,M  "  ^     &;u      '  du  ^u  "■  •''      d^u 

rft/  ;^,t/  "      »     ;^,'m      '  du  ^,U  *  *     ^.*M  ~ 


Setzt  inan  daher  mit  Jacom 


X    =S   "TT^    ,  X     ^      - -j    ,  X     -f-  X 
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SO  wird  für 


&t».u  fV  dy 

_  _  ;>,*,«  _  /»y (/y 

"  ~ .'0  FT+7 V^*  +  »*7 
_    dy     

+y*y»^J^ 


n  — 

'•^•^  -»»,„' 

y  = 

y  = 

xsm fp  __  &^&^u 
J<p     "   d^&^u 

y  — 

x'sinr/)        0^&^u 

y  = 

I       _    &^»U 

y  = 

I           _    &^&N 

y 

= 

J(p 

x'sinf/) 

y 

= 

cosy  = 

y 

- 

j^ip  = 

y 

= 

COS(p  _ 

y 

= 

I 
cosy 

(/y 


./o   Vi 

.'0   yi-y*V^*+»*y* 


y  <iy 

I  _  ^-^jM  _  r' ^^^ 


y^_.L_  =  Mt"  „  = /•* ^ 


y  ^  ^'p  _  ^-»»«  „  =  r'  ^ 1^ 


"  ~Jy   yf^'y^7+^ 

_   /*<  </y     

"  ~Jy  vT^TvWF^T* 

Jr»<                dy 
y  Vi-y'V*;-*.Y 
_  /»y dy 

"  ~  J,  y^^zr^y^y^^»; 

y~j^~  &»,u  '             "  ~.A  yyr—iy»*^p^* 
_  ^9>       ^j^jM  _  rw dy 
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^  ""      x'  V^V^u 


XCOSf) 

-  »,&,u  ' 

x' 

X  cos  9p 

u^r ^ 

^  ""  ^^s^  ""  ^,^w  '        "  ■"  A  vp^v^/y-^3* 

Da  die  beiden  Winkel  ti  und  9)  gleichzeitig  den  ersten  Quadranten 
durchlaufen,  so  hat  man  nach  Jacobi's  Bezeichnung  für  das  ganze 
elliptische  Integral  der  ersten  Gattung 


K«r*%^,  =  i^^;        oder         ^:^' 


K 

JC 


mithin  auch 

2KU  ^,  2Kx'  ^.  2Kx  ^,  2Kt/2Kxx' 


^  =  am 
neben 


/r 


^M  ^  ^u  r     X  '    '        ^M  }/x        ^  x^^U 


tgy 


34. 

Die  Producte  zweier  Thetafunctionen,  welche  durch  die  Diffe- 
rentialformeln des  vorigen  Artikels  ausgedrückt  worden  sind,  lassen 
sich  durch  directe  Multiplication  der  unendlichen  Producte  weiter 
reduciren.     Man  erhält  ohne  Mühe 

d^^u&^u  ^i'¥'2^cos2U'hq*^       ^t{^j9  ) 

s=  COSM  // —   »  5 

a=  Sinti/ / 


*.*,  ^^  (i  +  qf,*  »^(^i) 


AblMadl.  d.  K.  d.  OeMlIteh.  <t  Wissensch.  IX. 
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— — —  =  20^ s\n2u  if M^    m  • ^ i — 

d-U&^U  H-2  (--9)'^COS2W-h9*P  ^^(W,  1*9*) 

=«  COSM  // — =s»  T 

^^.  ^^  (l-*-(-9)P)*  ^,(1?*) 

^^u^^u        .  I  — a(—9)P  cos  2MH- 9*^       i^Jm,  19^) 


sin 


«7/ 


oder  mittelsl  einer  leichten  Buchstabenveränderung 

&u  ^  »{\n,q^)»,{iu,q^)  ^  ^  ^.(i«.  ?*)^t(i»,  g*) 

Lassl   man   hier  u   unendlich   abnehmen,   so  gehen  die  GleichungeB 
hervor 

^.*,         »,[q-n   '  »»,         '  *(</*)    '  »»,         »,[iq'i~) 

oder 

*'  =  »{q^)»,{q^}    ,  »,*  =  2»,{q*)»,(q')   ,  »,*  =  ^(,9*)  *,(,•,*) 

nebst 

»»,^d-*{q*),  2^,^,  =*.*(,*)    ,  »»,  =  »:(-q*) 

Bezeichnet  man  durch  X  fi  v  q  die  Werthe,  in  welche  sich  x 
durch  den  üebergang  von  q  resp.  in  9^,  9*,  »g*  und  — 9*  ver- 
wandelt, während  gleichzeitig  K  in  A  M  N  P  Übergeht,  so  ergeben 
sich  damit  die  Relationen 

Kx'=A>^i',  Kx  =  2MV/i,  K=»NV»'' 

KVx'=M/«',  2K.V'x=iAA,  KV^x' «  P 
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aus  denen  fUr  X  und  fi  die  Werthe  folgen 


;i=r 


2  V» 

1  +x  ' 
i-x' 

feraer 


A' 


fi  = 


I  —  X 

iH-x 
i-hx' 


X  = 


X    = 


X'             2Vx                2 
I-hX  =   — -  = =    , 


,  X  2V^X  2 

H-  X    =  -—  =   — —  =  -     - 


I-X  =  x'Vil'    ,  I-A'=  AVx    ,  I-X'=  xV'/i    ,  I-fi  ^  fi'Vx' 


(i-f-AV  (?>>'«)  =  K(i-f-A')*cos>-h4rsin> 


(1 +  fi).^(qp,  x)   Ä    r  H-2jMC0S2^p  H-jU* 

Für  9"  und  q  erbalt  man  die  Gleichungen 

^,       ^(^•9*)       ^3(9') -^A(?')       i-^V/i        , 

Yy     SS  —  —  —   - 


^,(19*)  ^,(9')  +'^,(9*)  H-'Vi^ 


=   X   —  Xf 


oder 


X  s  8in€  , 


y   Ä  c 


oder 


^   = 


H-x 


2Vx'     ' 


I— X'  . 


Jl^x' 


Die  obigen  Formeln  zeigen,  dass  nicht  allein  /i  ebenso  von  % 
abhängt,  wie  %  von  A,  sondern  dass  auch  durch  Vertauschung  von 
»  und  »\  X  und  ^'  so  wie  /i  und  X  in  einander  übergehen.  Wenn 
K'  A'  M'  den  complementären  Moduln  x'  X  fi'  entsprechen,  so  folgen 
daraus  die  Gleichungen 

K'x  =  WVfl  ,         K'x'  =r  2\'Vk'  ,         KYx  =  A'l  ,        2KYx' «  M>' 

Da  sich  bei  einem  fortgesetzten  Uebergange  von  q  in  q*  die  ent- 
sprechenden Moduln  K  fi  fi^  fi^  .  .  .  resp.  x'  ^  A,  A^  .  .  .  der  Null,  da- 
gegen die  Moduln  x'  ^'  /f(  /^«  •  •  •  ''ßsp.  x  A  A^  A^  .  .  .  der  Einheit 
nähern,  so  haben  die  Werthe  K  M  M^  M^ .  .  .  so  wie  K'  A'  A^'  AJ .  .  . 
das  Inte^rral  f     -rr^—.  =  ^  zur  Gi'enze,  während  A„   und  M'   mit 

9* 
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^l^r  dq> 
^       cos^ 

drücke  ab 


f   *  ^^^  über  alle  Grenzen    wachsen.      Man   leitet  damit  die  Aus- 
Jq      cosy 


K      r  x^>»;... 


35. 

Wir  wollen  jetzt  durch  x  X  V^  V  ^  ^'  ^^^  Werthe  der  Ampli- 
tuden bezeichnen,  welche  resp.  den  Argumenten  (w,  9*) ,  («,9^)1 
(2ti,  9*),  (^w,  9*)?  (w, — ?*)  und  {u,iq^)  entsprechen.  Dann  gehl 
die  Gleichung 

zKu  ^   rfp    dq) 
n     "  Jq    ^  (y  x) 

durch  die  nämlichen  Verwandlungen  über  resp.  in 

2  Mm  _  px    d(p  2\u  ^   pX*    dq> 

4MW  _  p^     dq>  Au  _   /»^'    dg) 

2Pm  __   /»w    dy  2Nm  _  /»«'    dqp 

Aus  den  oben  zwischen  den  Thetafunctionen  aufgestellten  For- 
meln leitet  man  durch  Division  die  Ausdrucke  ab 

&,u^u  ^^,(n,?^)  ^,u  ^  ^4(^,g')^(^,g') 

&u&,u        ^{2u,q*)    '  ;>u         ^(iM,9*)^5(lw,g*) 

^,u&,u  ^^,{u,iq^)  ^,u^^,(ti,-y*)^,(u,-y*] 

welche   nach  Einführung  der  Amplituden   y  X  X  V^  V^'  ^  ^'   die  ein- 
ander correspondirenden  Gleichungen  liefern 
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xsinoicosai       ,/     .    . 

,/     .            Asln0'cosi//' 

Mit  Berücksichtigung  der  für  A  M  N  P  und  X  fi  v  q  gefundenen 
Relationen  entspringen  daraus  die  Transrormationsformeln 

p<P    d<p     _      2      px    dx  i+x'  tgx  ,. 

J,    ^(yx)-  i  +  x'Jo   ^(ZM)  '  2     '»''-^/(xiu)    •     •     •     • 

-  1-l-xJo    ^(x^)  '  ^^        A^^)     •    •    •      ' 

_       '        /•'''     ^«/^  sin,»,  _  (iH-x')sinycosy 


Die  sub  III  gegebenen  Formeln  führen  auf  complexe  Werthe 
der  Moduln  v  und  q  und  gehören  desshalb  eigentlich  nicht  in  den 
Kreis  unserer  Betrachtungen.  Verbindet  man  mit  IIP  die  Ver- 
doppelungsformel des  Art.  iSf 

tgy^y = igiy. ,   x^^ = \C-J^) 

und   den   Uebergang   zum   complementdren   Modul    (Art.  32)   in   der 
Form*) 

,       .  ,      ,  r^'     daß  .  p<p'     du) 

so  gehen  die  zusammengehörigen  Gleichungen 

.    ,  .,/  f  .      f  1    r^i    dw  .1/  ,  fq>'     du» 


♦)   äquivalent  der  symmetrischen  Gleichung  tg^  ^t9 
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oder  wenn  man  u  ss  cos^e  ^  folglich  p' =  — e**  schreibt,  die  Trans- 
formationsformeln 

tgjy  =  ei^^sinc  ,         2ei^^r-^  =  r^ _dv_ 

hervor,  welche  zeigen,  wie  ein  elliptisches  Integral,  dessen  Modul 
eine  coraplexe  Einheit,  durch  Multiplication  mit  der  Quadratwurzel 
des  Moduls  auf  ein  anderes  mit  reellem  Modul  <  i  reducirt  werden 
kann. 

Verbindet  man  ferner  I*  mit  Ilh,  so  wird 

1  X£ 

oder  wenn  man  x  statt  fi  schreibt,  woduch  p'  =  — ^,   ^  =  -,, 

Diese  Transformation  entspricht  dem  Uebergang  von  q  in  — q*)  und 
ist  offenbar  recipiok:  in  der  That  lösst  sich  die  Gleichung  zwischen 
(p  und  w  zerlegen  in  die  beiden  äquivalenten 

I 


tgw  =  x'tgijp        und        ^{^q)  = 


J{(px) 


36. 

Die  Transformationen  1  und  II  sind  nach  Jagobi's  Bezeichnung 
supplementär  (mpplementarii  ad  duplicationem)  und  tragen  die  Namen 
von  Gauss  und  von  Landen.  Wegen  ihres  häufigen  Gebrauches 
mögen  die  hauptsächlichsten  Umformungen  der  Gleichungen  zwischen 
den  betreffenden  Amplituden  hier  folgen. 

-                           2Mw                            I— x' 
usm  y  = r-    , .  —     .• •- 


*)   In  Betreff  des  Uebergangs   von  9  in  — q  vergl.  Jacobi,    Sut   la  rotation 
d'un  Corps,  Werke  Bd.  II,  S.  173  oder  Crellb's  Journal,   Bd.  39,  S.  327. 
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•               2      ^qo  — x'  cosY^y 

cos  y  =  j     ^    ^       ,  cosflp  SS  ^  .  t- 

I  — X    i-f-^9    '  ^        H-fism  X 

_                2cos*qp  __     ficosx^x 

""  ^y  -f-  cos*9  -I-  x'sin*9  '  ""  i-HjU— ^*;f 

cosx  _^  (i-hx')cosqp  __     Jfp'-x'  I     .           z/*x -»-/"^cos^x 

-i/;C   ^     Jq^-^y^'     ""  (i— x'jcosy  '  x'     '^       J^x-^ [icjo^x 

^  ,           I  -hx'  i^Jq>  ^              ,           ,  igy 


TT  H-x 


siny   = .  •       ,  siuw  =        —   .   ,      =  -r       ^/v    .   -» 

H-xsiu'y   '  ^             i-^^X            [\-l]smx 

x'x'sinop  .  *           I  — ^y' 

=  -^4 ^  t-  ,  xsin  (1)  s ^T^, 

,          coswJw  ,                2      ^jc'—  ^' 

cosy   = ^  .1-    ,  cos Vp  Ä  =7—-  -V— f 

^         i-l-xsin*^)  ^        i^X  i^jy^* 

[l  —x)  cos <pJ(p  2C0S*%' 


*)    Schröter   hat   den   Gleichungen    der   GAuss'schen  Transformation   die   be- 
merkenswerlhe  Form  gegeben 


1» 


I  -h  X  I 


,  -: —  ^ h  /i  sm  y  --.  ->   —  — —  -»-  x  sm  o» 

i-hx  sm^       sm;|f  ^  sm;f         sing? 

7  - —  =  -: /*  sm  y  ( i  -f-  x)  -~  ,  = x  sm  a> 

i-hx  smy        sm;f  ^  ^  sinjt         smy 

2  Jip  JX      .    ,COS/  Jjr'    _     ^/<p      .    ^C089 

i  +  x  cos^        cosjf  Jx  ^  '  cosjf         cosy  ^<JP 

2x'        I      ^    z/;|f  cosjf  I  — X         ^y^)  cos(jp 

H-x'cos^)  ^  cosjf  ^/  cosjf'        cosgp  Jq> 

Vergl.   die  wichtige  und  inhaltsreiche  Schrift  Richelot's  über  die  Landen'sche  Trans- 
formation (i868),  S.  19. 
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.   ,       I— -xsin*«)       ^*a)  — i-hx  .%  2      Jy-k-l' 

I         ,  _^  z/*9)-h  xcos*^)  cosqp  ^  (i-f-A')cosx' _     Jx'^l! 

T     ^  '^  J^(p'^xcos^(p  '  ^(jp    ""     Jx-^k'     "~  (i— A'jcosx' 


IIa  .  4MM  I—  X 

^  TT      '  ^         i-f-x 


siin/;=  ^^"*"^)     ^y            [i^u]Jw  '      ^^^^'^  =sini//(z/i//-h^cosi//) 

cos*r/)  — x'sin*«)  ,    .  ,           .  ,  , 

cosi/;  = ^— — ^  ,  cos2qp  =  cosi//^!/^  — jusin  «// 

_    ^*qf)  — x'          fiH-cos2f/)  .     ^  Jifj-k-fi cos ifj 

""    (l  — X')z/f/)  ™    (l  -hjl£)z/y    '  ^'^  ""            i-f-ft 


c««.   .  «'«:««. 


.  ,        cos  7) -h  X  sin  o)  I    ^a         Jdj-h  ucosib 

Jip  = L^ ^  ^^V/)  =  -^^^^ — ^- ^ 

-^y  X         '^        Jip  —  (ICOStp 

^    J^fp-^x'    ^  i-h^icoszq)  __  (i-f-jtt)  sini/; 

■"  (n-x'jz/qp  ""  (i'^(i)J(p  '            ^^  ""  'JtjT'ih cos Ifj 

sinifj  ^  (i-hx'jlgqp            sin2()p  ,    ,          ^tfj^cosip 

Jlp           I  -hx'lg^qp    ""  H-fiC0S2^  '         ^    8   /^  —  Jip^costp 

^^^  =  -^ /'  i      =5  ^^ —  ,  sin  20)  —  1//   =  usini/; 

tg(i/;  — y)  =  x'lgqp  ,  cos (2 f/)  —  1//)  =  j/i/; 


II  k          ./  A'*                1          2Vx 

11»        (/;' =  am —  ,  A  =  — ^ — 

^  TT                              n-x 

,f         .       /^                    »  .             ,       .,,  sin0'cos0'         sin  21//' 

sin2(/;  =  siniip(^r/)-hxcosf/))   ,  sinr/)  =.  (i4-A )       j-^jy^  =  ^-^J^' 

,,                 .             .  ,  cos*!/;'—  A'sin*!/;' 

C0S2I//  =  cos^^y  —  xsin  r/)  ,  0059)= -^— -^ — ^ -^ 

.    ,  _  ^y  H-xcosy  _    J^ifj'^V x -hcos2j// 

^             n-x        '  ""  (i-A'}z/v^  ^  rn-x)z/(//' 
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I       ,    ,       ^9H-xcosqp  __  cos*i/;^-<->l'8iD*i/;' 

,_(n-x)sin9  __    J^t^'-hk'    _  I -hxcos2i/^' 

t  ,  ^  _  ^y  —  cosy  siny  _  (i  H-A")  igt/;'  _       sin 2t//' 

^  ^  ~  Jq>'h  cosg>  '  J(p   ""    I  -f-A'tg*i//'  ""  i  H-xcos2i/;' 

.    ,      ,        ,            .  (n-r)tgi/;'           smiib' 

^    ^        ^'                  ^  ^'            I  — Alg  1//           X-hC0S2V' 

cos(2i//'— y)  =»  ^qp  ,  lg(f^-.,^')  -  A'tgi/;' 


37. 

In  den  Philosoph.  Transaclions  für  1775,  S.  284  hat  Landen  die 
Substitution 


gx 

(wo  l  den  Abstand  eines  Ellipsenpunkts  von  dem  Fusspunkte  des 
auf  die  Tangenten  gefällten  Perpendikels  ausdruckt,  wenn  m  die 
halbe  grosso  Axe,  Yg  die  Excentricität  bezeichnet)  angewandt,  um 
das   Integral    für  den  Ellipsenbogen    f  dx  l/^  ^1^%    zu    transfor- 

miren  und  dadurch  den  [Philos.  Tram.  1771,  S.  309  bereits  an- 
gekündigten) Satz  zu  beweisen,  dass  die  Rectification  eines  Hyperbel- 
bogens  aij(f  die  zweier  Ellipsenbogen  reducirt  werden  könne.  Ob 
jedoch  die  Gleichung 

dx  _  dt 

V(w*-.x*)(m*-jcc*)""  V(m*j-hO*-4W*<* 

bei  Landen  vorkommt,  scheint  fraglich,  wenigstens  habe  ich  letztere 
auch  in  dessen  von  Legbndrb  citirten  Mathemal.  Memoirs^  Vol.  1 
(London  1780)   nicht  gefunden. 

Nachdem  etwa  zehn  Jahre  später  Lagrangb  in  den  Turiner  Me- 
moiren*) (T.  II,  1784 — 85,  Oeuvres,  T.  II,  S.  253 — 312)  mittelst 
der  Substitution 


*)  in  der  Abhandlung  Sur  une  nouvelle  methode  de  Calcul  integral  pour  les 
differentielles  affectees  d*un  radical  carre  soas  lequel  la  variable  ne  passe  pas  le 
quatrieme  degre. 
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die  dem  Uebergange  zum  arithmetischen  und  geometrischen  Mittel 
entsprechende  Gleichung 

py dy ^    rVi dy, 

•^0    V{i±mY){i±nY)      Jo     V(r±m,V)]7±;^y^ 

abgeleitet  und  zur  approximativen  Berechnung  des  elliptischen  Inte- 
grals benutzt  hatte,  brachte  Legendre  in  den  Pariser  Memoiren  von 
1786^*),  S.  650  die  betreffende  Substitution  auf  die  Form 

/        ,,.  sinop'cos«)'  .        zV'K 

'^         ^  '     J[(p  X)       '  H-  X 

Indem  er  sie  gleichfalls  zur  Reduction  auf  successiv  abnehmende 
oder  zunehmende  Moduln  anwendet,  sagt  er  S.  646  mit  Beziehung 
auf  die  Abhandlung  von  Lagbange:  »je  ne  puis  rnempecher  de  re- 
marquer  ä  ce  sujel  Vaecord  singidier  de  deux  remllats  obienus  par  des 
methodes  lotalemenl  differenles^i.  In  seinem  Memoire  mr  les  Transcen- 
dantes  ellipliques^  i793?  S.  41  und  45  gibt  Legendre  die  von  ihm 
nach  Landen  benannte  Substitution  in  der  eleganten  Gestalt 

^^(V'-Vl  =  A'tgy'         oder        sin  (29)'— 9)  =  xsintp     ' 

und  drückt  sich  in  seinem  grossen  Werke  über  elliptische  Functionen 
(1825,  S.  87)  folgcndermaassen  aus:  »Ow  a  lieu  de  selonner^  que  la 
decouverle  de  la  Iramformation  qui  met  en  evidence  les  proprietes  nom- 
breuses  de  Vechelle  des  modules  ail  ele  reservee  ä  Landen^  qui  d*ailleurs 
nen  a  lire  quun  mediocre  parli  et  qui  na  pas  meme  vu  quelle  four- 
nissait  une  methode  tres  simple  pour  calculer  par  approximaUon  les 
arcs  des  sections  coniques.a 

Die   von   Lagrangb  gelehrte   Substitution    ist   aber  dadurch    be- 
sonders  merkwürdig,  dass  sie  nicht  allein  für  y  =  — sin  9,  h  =  — , 

A  =  —  die  LEGENDRE-LANDEN'sche  Transformation  in  der  Form 

,        .,,  sing)'cos«)'  dw  ,        ^,.     dq>' 


*)   a.  a.  0.,   S.  272. 
**)  Sur  les  iniggrations  par  arcs  d*ellipse,  p.  616 — 683. 
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enthalt,  sondern  auch  für  v  =  — tgcp ,  x'  =  —  ,  u'  =  x/  =  -^ 
direct*)  die  GAUss'sche  Subslitution  des  arithmetisch-geometrischen 
Mittels  liefert,  wie  die  Gleichungen 

tg^^ "^^^ 


Vm* cos* (p^  +  n^  sin* <jp, 
d(p  dfp^ 


Km* cos* 9  +  n*sin*y       ym'oos*^)^  H-  n*sin*y4 

zeigen.  Gauss  selbst  sagt  zwar  Art.  i6  seiner  berühmten  Abhand- 
lung über  SäcularstöruDgen^^),  ohne  Lagrange  zu  nennen:  »Ledoribm 
aulem  gratum  fore  ^peramusy  si  hacce  occasione  delerminationem  harum 
aliarumque  tramscendenUum  per  algariihmum  peculiarem  ewpedüissimum 
espUcemm^  quo  per  mullos  jam  abhinc  atmos  frequeiUer  mi  mmus^  el 
de  quo  alio  loco  copiosius  agere  proposilum  e$<«,  setzt  aber  in  seiner 
in  den  Göttinger  gelehrten  Anzeigen  vom  9.  Februar  181 8  abge- 
druckten Selbstanzeige  der  angeführten  Abhandlung  hinzu:  i^Schliess- 
lieh  muss  noch  bemerkt  werden^  dass  der  Verf.  diese  Resultate^  so  wie 
er  sie  schon  vor  vielen  Jahren  unabhängig  von  ähnlichen  Untersuchungen 
Lagrange's  und  Legendre's  gefunden  hat^  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestalt  darstellen  zu  müssen  geglaubt  hat^  obgleich  sie  zum  Theil  aus 
den  Entdeckungen  dieser  Geometer  leicht  hätten  abgeleitet  werden  können, 
Iheils  weil  jene  Form  ihm  wesentliche  Vortheile  zu  haben  schien,  theils 
weil  sie  so  den  Anfang  einer  viel  ausgedehnteren  Theorie  ausmachen, 
wo  seine  Arbeil  eine  ganz  verschiedene  Richtung  von  der  der  genannten 
Geometer  genommen  hat.a  Bekanntlich  hat  Gauss  bei  seinen  Leb- 
zeiten Nichts  über  jene  ausgedehnten  Untersuchungen  veröffentlicht, 
so  dass  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  Abel  und 
Jacobi  von  Neuem  entdeckt  werden  musste.  Vergl.  was  Bd.  3  seiner 
Werke,  S.  361 — 491,  aus  dem  Nachlasse  von  Gauss  über  elliptische 
Functionen  enthält. 


*)  Ennbper  sagt  in  seioein  Werke  über  Theorie  und  Geschichte  der  ellipti- 
schen Functionen,  S.  310,  dass  »die  Methode  von  Lagrange  auf  eine  in di rede 
Anwendung  der  Gleichungen  herauskomme,  .  .  .  welche  den  Namen  der  Trans- 
formation von  Gauss  tragen«. 

**)  Determinatio  attractionis ,  quam  in  punctum  quodvis  positionis  datac  exer- 
ceret  planeta,  si  ejus  massa  per  totam  orbilam,  ralione  temporis,  quo  singulae  partes 
describuntur,  uniformUer  esset  dispertita.     CommerU.  reo.  Gotting,  i8l8,  S.  21—48. 
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38. 

Nachdem  im-  ersten  x\bschniUe  die  Substitutionen  erörtert  worden 
sind,  durch  welche  das  elliptische  Integral 

T 

auf  die  Normalform    f     ..^  .    gebracht  wird,  handelt  es  sich  jetzt 

darum,   an  Stelle  der  Argumente  ^>  und  x  die   neuen  Argumente  u 
und  9  der  Thetafunctionen  einzuführen. 

Die  Berechnung  von  9  geschieht  nach  Jacobi"^)  auf  folgendem 
Wege.  Wenn  man  durch  den  beigefügten  Index  n  den  Uebergang 
von  g  zu  (f  (nicht  wie  Art.  32  von  g  zu  qf**)  bezeichnet,  so  folgt 
mittelst 


X*  =  itq^'^Qn        oder         9  =  lim  l/-^ 


Da  Art.  34  zufolge**) 


I  —  x'  ,  2l/x' 

^   «  X,   —  ,    ,  X,    —  , 


XX 


so  wird  identisch 


*j  Pundamenia  p.  149^  Crellb's  Journal  ßd.  26,  S.  98  oder  Werke  Bd.  i, 
S.  13.  Uebrigeos  haben  Jacobi  (a.  a.  0.)  und  Meissel  (Iserlohn  1860)  fünf-  resp. 
achtstellige  Tafeln  für  \gq  zum  Argument  e  ss  arcsinx  berechnet^  Letzterer  nach 
der  Formel 


lg^  =  IgO*^)H-^tgH*  +  ätgH*-h3^tg"i* 


.   *701     46  t        5057     fO, 
256.256  ^   *   ^  128.1280  ^   **  • 


Vbrhulst  gibt  in  seinem  Tratte  (1841)  von  Loxhay  berechnete  Tafeln  für  log  log  — 
mit  12  bis  14  Decimalen. 

**)  Yergl.  die  Anmerkung  zum  folgenden  Artikel. 
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mitbin 

Q  =  ^— ?x/*x'*x/  ....  in  inf. 

Berechnet  man  nun  die  Reihe  der  Hülfsgrössen 

/  =  lg^,  A  =  lg(n.x') 

/^  =  lgA,  =  i-/  +  A-lg2  ,        A.  =  lg(i+x;) 


u.  s.  w. 


was  mit  Hülfe  der  Tafeln  sogenannter  Additionslogarithinen, 
welche  zum  Argument  /  ^  Iga;  den  Werth  von  A^lgli+— i 
liefern,  sehr  bequem  geschiebt,  so  ergibt  sich 

Zugleich  findet  man  wegen 

mittelst  der  nämlichen  Hülfsgrössen 

lg^=:-i-lgx  +  -J-(/-/.-/,-/,...) 

lg*,  =  -J-(/-/,-/,-/,...) 

lg*;  =i-lgx  +  -|-/--J-(/, +  /.  +  /,...) 

nebst  den  Functionen  x  des  Art.  33 

8lgZ.  =  -(^  +  f^  +  7/,  +  T^«-    •) 

81gZ,  =  '.  +  T/t  +  7i,  +  T^«- 
81gx,  =  /-|/,— ;-/,-|/,... 

K' 
Wenn   man   die  Gleichung   Ig^  ^  — n^   des  Art.  39  zur  Be- 
rechnung von  q    benutzen  .will,    so    hat    man    neben    den   Grössen 
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l  l^l^  . .  die  weitere  Reihe  /'  l[  l^  . .  zu  berechnen,  welche  durch  den 
üebergang  zum  complementüren  Modul  erhalten  wird.     Dann  ist 

Zur  Berechnung  von  u  kann  man  sich  sehr  verschiedener  Me- 
thoden bedienen,  und  wird  natürlich  anders  verfahren,  wenn  einzelne 
Werthe  oder  Tafeln  —  nach  Art  der  LBGBNDBs'schen  —  berechnet 
werden  sollen.  Die  Substitution  des  arithmetisch  -  geometrischen 
Mittels  lieferte 

ym^cos!^(p^  -h  n^  s\n*(p^  Jx 

folglich  nach  Art.  37 ,  für  x  =^  V^ 


Schreibt  man  daher 

SO  ergibt  sich 

^     X,  I  -H  Vx  e 

und  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens,  wegen  u  =  lim  y^ , 
tgM  =  tgyVx^Cj«, . . .  in  inf. 

Wenn  in  den  Additionstafeln  Igli  +   -|  =  /,  ^,  v  zu  Igjr  =  /, 
m,  n  gehören,  und  man  setzt 

so  wird 

/,  =  A  +  ^/-lg2  =  Ig-^,  ,         r,  =|u-.y  +  -i-r  =  lg«,         U.S.  w. 

X| 

folglich 

lg  tgM  =  lg  tg^p  -  ^  /  ±  ^  [r,  -^r^-^r^.. .) 
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wo  sich  die  doppelten  Vorzeichen  auf  die  Alternative  beziehen,  ob 
die  Grössen  «  «.«...  zwischen  i  und  -—,  oder  zwischen  i  und  x' 
enthalten  sind*). 

Zieht  man  die  trigonometrische  Berechnungsweise  vor,  so  kann 
naan  von  der  Substitution  ausgehen 

mi^  9)  =  ntg  9,   ,         , .    i   .  ,  -^-r"-F"  =  ,/-t^-i~^* — ^ " 

K»*  sin  (jp-Hw  cos  (jp        Fm,  sin  2(p^'hn^  cos  zip^ 

und  erhält  u  = Hm  qp^  ,  wenn 

tgqp  =  l^x'tgqp,   ,        tpy,  =  y%[i%2fp^  ,        tg4r/),  =  }/x;tg4f/)3     u.  s.  w. 

gesetzt  werden.  Die  LANDEN'sche  Substitution  liefert  bekannthch 
analog  u  ^  lim^p  für 

tg(2(jP,  — y)    =  X'lgy    ,  tg2(2(jP^— qpj    =  <tg2f/),       U.  S.  W. 

39. 

Obgleich  die  erläuterten  Rechnungsmethoden  selbst  für  Werthe 
von  X,  welche  von  der  Einheit  sehr  wenig  verschieden  sind,  zur 
numerischen  Berechnung  der  Thetareihen  bequem  bleiben,  (z.  B.  er- 
hält man  noch  ^  aa  —  für  x*  =  0.999989,  oder  ^  ^  —  =  0.367881 

für  x*=  0.999168 ,  während  für  x*  =  y  ^  =  e"^  =  0.0432 14  wird,) 

so    liegt   doch   auf  der  Hand,    dass  für   x*>^,    ^  >  e"^   die   ent- 
sprechenden Functionen   vortheilhafter   zu  berechnen  sind,    wenn  % 
an   die    Stelle   von   x   tritt.      Hiezu    führen    die    folgenden    aus   der 
Theorie  der  Thetafunctionen  bekannten  Relationen. 

Wenn  man  K'  und  q  von  x'  ebenso  abhängen  lässt,  wie  K 
und  q  von  x,  so  erhält  man  für 

rr    dg>  r^d^       «d«--       K«  =  KV 

TT*  «  Igqf .  \gq' 


*)  In  seiner  bereits  ciiirten  Abhandlung  über  die  numerische  Berechnung  der 
elliptischen  Functionen  benutzt  Jacobi  die  GAvss'sche  und  die  LANDEN\sche  Sub- 
stitution auch  zur  Ableitung  der  Logarithmen  der  Thetafunctionen.  Doch  wird, 
nachdem  die  Werthe  der  Argumente  gefunden,  die  directe  Berechnung  der  ein- 
zelnen Glieder  dieser  Reihen  in  der  Regel  bequem  genug  sein.  Man  vergleiche 
übrigens  die  Art.  47  entwickelten  Formeln. 


Digitized  by 


Google 


136  .  W.    SCHBIBNBR, 

»,(u,q)  ^we~~6,{u',q') 
uu' 

»,(u,q)=me~~e{u',q') 
uu' 

»,(u,  q)  =  me~  ~^e,{u\  q') 


Hier  bezeichnen 


«^»•m: 


Iß? 

e[n,  q)  »  »{ui,  q)  =  i  -^ic^+c-'")  +  ^« (e««  +  e" *")  ^  . . . 
=  %.(<?)  i5('-9*''-'«")(>-9''-'«-"') 

I 

Ö,(«,  <?)  -  »,[ui,  q)  =  91(6«+  C-)  +,»(e»«  +  c-'«)  +  . . . 

=  Z,  (?)  9*  («"+«-")  i7(i  +  9*"  «*")(>  + 9*"*-*") 
«,(«,  9)  =-»,(«',  9)  =  i  +  9(«'"'  +  e-*«)+9«(e-  +  c-«-)  +  ... 

=  X.(9)JI(i+9*''-*Ot'+9*'— ^-*-) 
Folglich  wird  für  u  ^  o 


»{q)^nid,{q')  =ar *,(?')  -  «]/: 


2K',/2K'XX' 


7t 


also  BT*  ==  ^  =  -  =  -!^  =  -  — 

K'  U  TT  lg? 


*)  Die  Gleichung  tg  =  örTM  ^^^f*^  geschrieben  werden 

r«  f«  t« 

a  1+2«       «'  +  20         ^  +  2e         ^H- 


-    —  o«  a«  d« 

i  +  2e        **  +  2^  •*  +  2e  »*  +  .. 

Wählt  man  die  willkürliche  Constante  a  gross  genug,  um  mit  Räcksicbt  auf  die  zn 
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Damit  ergeben  sich  nicht  allein  die  Gleichungen 

Mw'       u'u'       uu 

K'  K 

*)^  =  e        '^    ^  q  =  e        ^ 

sondern  auch  die  Ausdrücke  der  Functionen  x' 


erzielende  Genauigkeit  e       ^  vemachlässlgeo   zu   dürfen,    so   erhält   man   für  die 
nnmeiische  Berechnung  von  — 

f*  »«  r« 

r 
eine  Reihenentwickelung  von  ungemein  rascher  Convergenz,  welche  selbst  nach  r 
differentiirt  werden  kann.  Zur  Literatur  vergleiche  Cauchy,  Bulletin  de  la  societe 
philomatique ,  Aoüt  1817,  p.  124  und  Lioiiville*s  Journal  T.  Y,  p.  156^  so  wie 
P01S8ON,  Journal  de  Vecole  polyt.  Cah.  19  (1823)  p,  420,  Jacobi,  Crelle's  Journal, 
Bd.  3,  S.  308. 

*)   Um   ohne   Yermittelung  der  Thetafunctionen   den   früher    zur  Berechnung 
von  q  benutzten  Satz  zu  beweisen^  dass  der  Uebergang  zum  arithmetischen  und  geo- 

I  — k' 
metrischen  Mittel,  oder  was  dasselbe  ist,   die  Verwandlung  von  x  in  x^  =  j 

dem  Uebergange  von  q  in  q*  entspricht,  braucht  man  bloss  in  der  Gleichung 

/»J^  d(p  pi^  rf^i 

t/a      Ym^sm^fp  -4-  n*  cos*  (p       Jo      Vm^  sin*  2  ^^  -4-  n  *  cos*  2  q>^ 

Jri^ djp K_ 
0      Vm^  sin*  (p  -4-  n  *  cos*  9        ^ 
welche   sich   mittelst  der  Substitution  mtg*^  as  n{g^q>^    ergibt,    m  und  n  mit  m^ 
und  l^  ^  Vrn^^^^  zu  vertauschen.     Dadurch  geht 

pin  dq>  /»i^  dq>  2K' 

t/a      VmJsin*9/-4-  /*cos*^         t/o      Vm*sin*y  H-/*cos*^  ^ 

hervor,    wo    -r-  =  x ,    —  =  x',    -*-  =  x.  ,    -i-  s=  x,'.      Man   schliesst    daraus 
mm  TO|  *       m^  ' 

2K'  t 

unmittelbar,    dass  die  Verhältnisse   l^:m^:n^    von   -—   oder  von  q    ebenso  ab- 

K' 
hangen,   wie  die  Verhältnisse  lim.n  von  —  oder  von  q.  Q.  e.  d. 

AbksndL  d.  K.  S.  G«s«U8ch.  d.  Wissemsch  .XX.  10 
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X*      '»IT  I 


Die  Differentialgleichungen,  denen  diese  Functionen  genügen,  finden 
sich  zusammengestellt  in  den  Berichten  der  K,  S,  Gesellschaft^  1862, 
S.  115  f.;  doch  ist  daselbst  %^  x^  t^  ^n  Stelle  von  %  x^  Xs  geschrieben. 
Man  erhält: 

X3 


40. 

Da  vermöge  des  üebergangs  von  o:  zu  j/  die  Amplitude  (p  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  darf,  so  liegt  die  Berechnung  von  u 
mit  Hülfe  von  u  auf  der  Hand.  Dagegen  kann  es  wünschenswerlh 
sein,  ebenso  wie  sich  q'  ohne  Vermittelung  von  q  direct  aus  x' 
oder  X  finden  lUsst,  auch  u  direct  aus  (p  abzuleiten.  Dann  ist  zu- 
gleich (p'  mittelst  der  Gleichung 

bestimmt^).    Zu  diesem  Zwecke  setze  man  entweder  mit  Legendrb 

'    f     .f        \  •  5        2-i/x 

sm(2V;  -f/))  =  xsm(jp  ,  A  =  -j^ 

wodurch  nach  Art.  35    q*  in  q  und  2m  in  u,  oder  was  dasselbe  ist, 
q    in  g'*  und  11  in  —  fi  übergeht.    Damit  bleibt  ii'  unverändert,  weil 


*)  Jacobi  empfiehlt  dazu  die  Formel   (Werke  Bd.  II,  S.  9,  N.  5) 

..1  In '_ «M  -  9lil:i3l)  «*" 2«'-  /«(i  -  n  sin4«'-*-  v::"!!^?:")  sin6«'qp^ 
»8tl?        «/  -  ,_<,'/n.,'*)cos2«'-»-9'«(i-*.9";cos4tt'-,"^(i-4.,"')cos6«'±.. 

als  vorzugsweise  bequem. 
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"A    ""  2K  "  2W' 


sein  soll.     Folglich  verwandelt  sich 

2Kw  __  2K'w'  _  /»SP     d(p  Am  _  2A'm'  _   /»V'     (/y 

jc     "      71      "Jq    J[q>x)  TT    ""      /r       '^  Jq      J  [(p  X) 

Oder  man  gehe  von  der  GAuss'schen  Formel  aus 

welche  gleichfalls  dem  Uebergange  von  q    in  g'*  entspricht,    aber  ti 
unverändert  lüsst.     Desshalb  muss  sich  u   verdoppeln  und  man  erhält 
2 All  _  ^\'u'  ^  px'     dq> 

Durch  Wiederholung  dieser  Transformationen  findet  man 

,  ^     7t      rtp     dq> 7t         rXp     d<f 

"^^TX^Jo     J((pXj,)  '"2P-^*A;./o     ^((jpAp) 

Hier  nähern  sich,  wie  bereits  Art.  34  hervorgehoben,  mit  wachsen- 
dem p  A«  und  -^-^  der  Einheit,  während 

'^      P  7t 

Damit  bestimmt  sich 

ti'ttllmlogtgi|y+^;)         oder        e"*' =  limtg  J  (^  -  ^;|*) 

Zur  numerischen  Berechnung  setze  man  jetzt 

/'»ig-i-,      X  =  ig(i  +  x),      /;  =  i.r+Ä-ig2  =  ig-i- , 

X,  =  lg(l+A)  ,  /,'  =  ^i:+X,-\g2  =  Igi  ,     elc. 

lgslD(2t^'->9))  ässlgsiny  — /'  ,         lgsin(2if>,'  — «^')  =  Igsini^'— /,'  ,     etc. 


*)    Man   vergleiche   die   JAcoersche   Formel    (Werke    Bd.  fl,    S.   10,    N.  7), 
welche  geschriehen  werden  kann 


40^ 
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welche  Formeln  eine  sehr  expedite  Berechnungsweise  gewähren. 
Bei  Benutzung  des  Winkels  xL  ^'>rd  analog 

t.'=lini-'^-lglg4(^+x;) 
Da  jetzt  lim^p  =:  —  9  so  darf  man  den  gefundenen  Ausdruck  auch  mit 

vertauschen   und  zur  bequemen  Berechnung  nach  Belieben  die  Glei- 
chungen 

-y^        oder         IgU   -    -t-x)  = ;„ — -  . 

anwenden,  wo  für  x'^  sin  2 f' 


tgx'==  (n->c) 


A' =  (g'l^t'ss  sin  264  ,     '    kl  =r^tg*|€/  =  sin2€,'     etc 


41. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Reductionsformeln  der  Artt.  20  und  24 
mit  Bezug  auf  die  Grösse  des  Moduls  x.  Hierbei  sind  je  nach  den 
Vorzeichen  von  C — 27//*  und  von  H  vier  Falle  zu  unterscheiden. 

i)  ß*<27/f*.  Dieser  Fall  tritt  nur  bei  dem  Beispiel  des 
Art.  20  auf  und  liefert  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  S(  und  @. 
Setzt  man  wie  dort 

so  ist  für  (g  =  3A-hfi>o,  a-ssil  — ^<o 

x*  = 

Ist  nun  /f  >  o ,   so  wird ,  da  A  von  demselben  Vorzeichen ,  x'*  >  / 
und    somit    x*<— •      Ist    dagegen    //<o,    so    ergibt    sich    ebenso 

2)  G*^2'jH*.  In  diesem  Falle  erhält  man  neben  den  obigen 
Ausdrücken  fUr  9(  und  @  vermöge  des  Art.  24  die  Werlhe 

'^         '  22'  22 
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Da  jetzt  die  sechs  Grössen  S(  @  93  ®  ^  und  H  gleiche  Vorzeichen 
besitzen,  so  wird  für  //>o,  nach  Art.  20: 

e>«>o  ,     x^  =  -J  =  ']-'' ,      -"  =  ^  =  Z^- 

Ferner  nach  Art.  24 

»  >  3)  >  o  ,        x'  = 


,  _  93  —  3)  2v  ,,       3)        3^  —  ^ 


Wie  früher  gezeigt  worden,  hegt  A*  im  gegenwärtigen  Falle  zwischen 
—  G  und  —  G.  Lässt  man  folglich  G  von  3A*  bis  4A*  wachsen,  so 
ergeben  sich  für  die  Moduln  des  Art.  20  die  Grenzen 

und  für  die  Moduln  des  Art.  24 

o<x*<-'-  ,  i>x'*> 


a 


Zugleich  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  Modul  x*  der  ersten 
Reductionsmethode  beständig  der  kleinere,  also  für  die  numerische 
Berechnung  vortheilhaflere  ist. 

Anders  gestaltet  sich   die   Sache   für   //<o.      Dann    hat   man 
nach  Art.  20 

«  ^  — 3^  »  i^  — 3^ 

femer  nach  Art.  24 

'  3)         V  —  3I     '  3)  y  — 3A 

Die  Grenzen  für  3A*<G<4A*  werden  resp. 

^      ^3  +  1/8  '  ^       ^3  +  1/8 

i>x*>i-,  o<x'*<-i 

also  gerade  umgekehrt  wie  vorhin.  Man  schliesst  daraus,  dass  zwar 
die  zweite  Reductionsmethode  einen  kleineren  Modul  x*  >  — ,  da- 
gegen die  erstere  einen  kleineren  Werth  von  x'*  <  —  hervorbringt. 
Eine  Vertauschung  der  Wurzeln  21  und  ©  oder  95  und  ©  der  be- 
treffenden quadratischen  Gleichungen  hat  auf  die  gefundenen  Re- 
sultate selbstverständlich  keinen  Einfluss. 
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Durch  Vei^leicbung  der  Ergebnisse  ddmmilicher  Fälle  geht  her- 
vor, dass  wenn  man  den  Vortheil  des  kleinsten  Moduls  erreichen 
will,  die  erste  Reductionsmethode  stets  zum  Ziele  führt, 
allerdings  für  //<o  unter  Anwendung  des  complementären  Moduls. 
Für  G'>27/y*  wird  jener  kleinste  Werth  des  Modulquadrats  nicht 
allein  <-^,  sondern  <  ^-^^^^^-^  =  0.0294373 ,  mithin  das  zugehörige 
^<  0.0018674,  also  für  die  Convergenz  der  Thetareihen  ganz  be- 
sonders günstig. 


42. 

Wir  wenden    uns    zur   Reduction    des    allgemeinen   elliptischen 
Integrals  von  der  Form 


fl 


^  f.x^-^- ^  r  xdz 


wo  -X  eine  beliebige  rationale  Function  von  a?  und  §  bedeutet.  Er- 
setzt man  zunächst  durch  successive  Anwendung  der  Gleichungen 
des  Art.  i 

X  und  ?  durch  y  und  iy ,  welche  gleichzeitig  mit  x  und  i  reell  sind, 
so  wird  X  eine  rationale  Function  von  y  und  1; .  Da  ferner  ij*  rational 
von  y  abhängt,  so  kann  man  stets  schreiben 

WO    F^    und    F^    y   allein    rational    enthalten.      Damit   wird    wegen 
V 

Mit  dem  zweiten,  elementaren  Integrale  brauchen  wir  uns  nicht  zu 
beschäftigen  und  setzen  desshalb  der  Kürze  halber 

ii=JJp,(y)dz 

Da  sich  jede  rationale  Function  von  y  in  Glieder  von  der  Form 
cy""       und 


„m  1  c 


(y-pr 
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zerlegen  lässt,  so  eDU$pringen  hieraus  lotegrale  voq  der  Form 
-n.-jyd.        und         „,„=J^'^ 

in  denen  der  Parameter  p  nicht  zwischen  y^  und  y  liegen  darf,  wenn 
bei  reellem  Integrationswege  die  Integrale  endlich  bleiben  sollen. 
Wenn  nach  Art.  23 

gemacht  worden  ist,  so  zeigt  man  leicht,  dass  die  Werthe  sSImmt- 
licher  v^  und  w^  auf  die  drei  Integrale  v,  w,  und  z  reducirt  werden 
können.  In  der  That  braucht  man  dazu  bloss  die  Recursionsformeln 
abzuleiten 

Wenn  dagegen  nach  Art.  19 
so  hat  man  zuvörderst  F,(y)  mittelst  der  Gleichungen 

Pi[y)  H-/^.(-y)  =  2P[y")  >      Fi{y)-i'i{-y)  =  ^yFoiy") 

in  einen  geraden  und  einen  ungeraden  Theil  zu  ^rfUllen,  wodurch 


il^rF[y')dz^f''p,{y') 
^0  Jyo 


Hier    bestimmt    sich    wiederum    das    zweite    Integral,    welches    für 
/  s=  y*  sich  auf 

J^t        F^[t]dt 

reducirt,  durch  elementare  Mittel,  wesshalb  es  genügt 

fl=  rP{y*)dz 
t/o 
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ZU  betrachten.     Zerlegt  man  nun  F(y*)  in  Glieder  von  der  Form 


cV""       und 


W^^ 


\n 


wobei  F{p)  ^  oo  wird  und  der  Werth  von  Vp  nicht  zwischen  y^ 
und  y  liegen  darf,  so  bleiben  für  ganze  posiiive  Werlbe  von  m 
und  n  die  Integrale 

zu  untersuchen,  wo  offenbar  w^  = ^^■=^  • 

*       n  —  I     dp 

Die  beiden  recurrirenden  Relationen 

H.(2n-i)au;,    .= ^5 Mi__ 

(y-p)         (yi-p) 

welche  durch  Differentiation  leicht  verificirt  werden  können,  gestalten 
die  Berechnung  von  v^  und  w^  aus  den  drei  Integralen  z,  v^  und  w, , 
welche  seit  Lbgbndrb  als  elliptische  Integrale  der  ersten, 
zweiten  und  dritten  Gattung  bezeichnet  werden.  Für  n s  i 
wird  w,  durch  w^  w^  und  w^^  z  bestimmt,  für  n  =  o  ergibt  sich  w^ 
durch  w^  und  ir_^  ^  T    (y*  —  p)iiz  =  r^  — pz.     Zugleich  zeigt  sich, 

t/o 

da  man  auch  m  negative  Werthe  beilegen  darf,  dass  der  Fall  p  ä  o 
auf  Integrale  der  ersten  und  zweiten  Gattung  führt,  sofern  für 
p  =:  o,   m  s=  — n 

w^  =  v.„     und      (2n+i)(gv_n.,-i2nAv.„H.(2n-i)«t;,_^  =  -jj^^  -  -J^, 

y        y« 

woraus  für  n  =  o 

y     y. 

Natürlich  kann  dieser  Fall  für  y^  =  o  nicht  eintreten. 

Bei   dem   Beispiele   des  Art.  26   endlich  würden  Integrale   von 
der  Form 


Jy    y^y'-Gy^H      Jo   ^ 
ilso  können  nur  Integrale 

Jr»*      dz      ^  /»<»       dy 
0  Jf^W^Jy  (y^^^ 


unendlich  werden,  also  können  nur  Integrale 

dz  /»«       dy 
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vorkommen,  fUr  welche  die  Gleichung  gilt 

(n+i)(4p'-Cp-//)a?^^,+  (2n+i)(6p*--^G)w^^,+  i2npt 


}Wtt 


+  2(211-1)«;^.,  »  (yp)*-»-< 

Es  bleit>en  mithin  w,  und  ir.  s=  -^  neben  z  zu  bestimmen. 
*  *        hp 


43. 

Da   sich   z  und   u   nur   durch   einen    constanten   Factor   unter- 
scheiden, sei 

z  :=  ru  ,  v^  XX  rv  j  10,  =  rw 

oder 

V  X  I    y  du  y  w  =  I     -1 

Dabei  ist  es  offenbar  gleichgültig,  ob  man  die  canonische  Form 
»••    du  .  r^  du 


/»••    du             ,                    f^  au 
w  SS  I     -, oder        w  =s  1     

J9  y  —p  Jo  y- 

wahlt,  da  nicht  allein 

/'  du         fydu  r  du 

y-p  "**/y*-.p* '^^J^Zy 

wo  das  erste  integral  auf  elementarem  Wege  angebbar  ist,  sondern 
auch 

r  du    _    I    t  r  du        r  du    \ 
Jy^—p  ""  2^lJy  — }/p    Jy-hypl 

gefunden  wird.  * 

Wenn  die  Function  F(y)  als  reell  vorausgesetzt  wird,  so  sind 
die  Wurzeln  p  der  Gleichung  j-t-j  =  ^  entweder  reell  oder  von  der 
conjugirten  Form  a±ßi.  Mithin  erhält  man  im  letzteren  Fall  ein 
reelles  Aggregat  von  der  Form 

y       c        _   ^( a-h6t  a-^bi        \ 

so  dass  man  für  n  =s  i  in  reeller  Form  das  Integral 
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ZU  untersuchen  haben  vvüixle.     Da  jedoch 

/»<*         du  /»tt   y^-^  a^ßi    ^ 

XV  sz   l      -^ 3=    /       -^ ,     ^    ,rfu 

SO  kommt  jene  Untersuchung  im  Grunde  auf  die  Betrachtung  des 
reellen  und  imaginären  Theils  von  w  für  p  =:  a  +  jii  heraus:  mit 
anderen  Worten,  wir  werden  bei  der  Reduclion  der  Integrale  der 
dritten  Gattung  auch  complexe  Werthe  des  Parameters  p  berück- 
sichtigen müssen,  während  die  Werthe  aller  übrigen  Grössen  als 
reell  vorausgesetzt  werden  sollen. 

Die  verschiedenen  Formen  der  Integrale  u  der  ersten  Gat- 
tung Qnden  sich  bereits  Art.  33  übersichtlich  zusammengestellt,  es 
kann  sich  also  zur  vollständigen  Reduction  des  ursprünglich  vor- 
gelegten z  nur  noch  um  Angabe  des  Factors  r  handeln.  Die  Be- 
stimmung dieser  Grösse  folgt  unmittelbar  aus  den  Formeln  der 
Art.  20,  24  und  41 

für  G'<  27H'  ergibt  sich  r  =  -^  ,        fi'  =  12  A*  — G 
für  G'>27/i%    n>o:      r=   '^''' 


//<o:      r  = 


2Kx 


Nach  Art.  24  dagegen  wird  für  v^  =:  G  —  3A' 
für  G'>  27/7%    //>o:      r=-i^ 

Es  muss  hier  auf  einen  Umstand  aufmerksam  gemacht  werden, 
dessen  schon  Art.  19  u.  folgg.  hätte  gedacht  werden  sollen.  Wenn 
die  Radicale  ^  und  1/,  resp.  l^  l^  tj^  1/,  sowie  J(p,  nicht  allein  reell, 
sondern  auch  positiv  genommen  werden  sollen,  so  zeigt  die 
Gleichung  des  Art.  19 

.    _  dx dy 

dass  y  mit  wachsendem  x  abnehmen  muss.  Die  an  sich  gestattete 
Yertauschung  der  beiden,  der  nämlichen  quadratischen  Gleichung  an- 
gehörigen,   Wurzeln   31  und  (S  äquivalirt   offenbar   dem   Uebergange 
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von  ff  in  seinen  inversen  Werifa,  und  in  Uebereinstimmung  damit 
sieht  das  Resultat  des  Art.  21,  demzufolge 

•  2(JIC-A)  =ul^^    für    e>a        und         =  ^^-^^    für    e<« 

gefunden  worden  ist.     Nun  hat 

Jf^^dx /»<  dy  py  dy 

x,  T  ^Jy  ]7(r'17j7e-^y*)"  "   Ji  v(y*_,j(ay*.e) 

nicht  allein  das  Vorzeichen  von  x-^x^^  sondern  ist  auch  positiv  für 
©>3[,  negativ  für  21  > 6.  Daraus  folgt,  dass  ®  — 51  =  2^  von 
gleichem  Vorzeichen  mit  x-^x^  bestimmt  werden  muss.  Dasselbe 
lehrt  die  Gleichung  des  Art.  21 

Die  Ursache  dieser  auf  den  ersten  Blick  befremdenden  Be- 
schränkung erkennt  man  in  dem  früher  gefundenen  Ausdrucke  für  tj 
(siehe  Art.  22),  welcher  mit  dem  Factor  x-^x^  das  Vorzeichen  um- 
kehrt, also  ebensowohl  positiv  wie  negativ  sein  kann.  Es  darf 
diess  nicht  auffallen,  denn  die  Gleichung  f{x  y)  ss  o  ist  im  Grunde 

dx*        dv* 
als  das  vollständige  Integral  von  -y-  =  -^  anzusehen,  und  je  nach- 
dem X  und  y  gleichzeitig  wachsen,  oder  nicht,  ist  dafür 

dx       dy  ,  dx      dy 

-P-  =3  -^        oder        -^  4-  -^  =  o 

in  SV 

mit  positiven  Vorzeichen  der  Wurzelgrössen  |  und  tj  zu  setzen*). 
Eine  Schwierigkeit  bei  der  von  uns  betrachteten  reellen  Reduction 
kann  daraus  nicht  entstehen,  weil  über  das  Vorzeichen  des  Integrals  z 
kein  Zweifel  möglich  ist. 

Analoge  Betrachtungen  gelten  für  den  Fall  der  Transformation 
des  Art.  23  flg.  Hier  gehen  durch  Vertauschung  von  S3  und  S)  die 
Fälle  des  Art.  24  unmittelbar   in  einander  über:    es  muss  aber  für 


*)  Bereits  Art.  5  des  i.  AbschaiUes  ist  darauf  hingewiesen  worden,  dass  die 

dx         .  dy 
Integralgleichung  Jf  =  K  zur  Differentialgleichung  -r-  =  3  -^   gehört.     Es  wäre 

s  n 

vielleicht  übersichtlicher   gewesen,    bei   den   Transforraationsformeln    der  Artt.    iq 

u.  folgg.    von    der   offenbar   ohne   Beeinträchtigung    der   Allgemeinheit   gestatteten 

Voraussetzung  x^x^   auszugehen,    und    danach   die  Vorzeichen   der  Radicale   zu 

bestimmen. 
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Ä  >  o  das  Radical  tj  (oder  nach  der  Transformalion  ^/y)  von  gleichem 
Vorzeichen  mit  x^ — x^  für  //<o  mit  x  —  x^  gewilhll  weitlen,  ganz 
im  Einklänge  mit  dem  Art.  25  für  tj  aufgestellten  Ausdrucke.  Hierauf 
wird  man  bei  der  Bestimmung  des  Vorzeichens  des  Factors  r  Rück- 
sicht zu  nehmen  haben. 


44. 

Zur  Berechnung  der  eUiptischen  Integrale  zweiter  Gattung 
gehen  wir  von  den  dritten  logarithmischen  Differential- 
quotienten der  Thetafunctionen  aus: 

\dii}    'g^"--^^i^. ^^ >  [aüj    Ig^|ti-.2^,^.         ^,^ 

Die  Integration   dieser  Ausdrücke  zwischen    den  geeigneten  Grenzen 
ergibt  wegen  ^[  =  '^»^t'^s 

\diii  '8^"  -T~^*^^^^i  -^■*"^^'ä^*ti  -y.-^^^^yu 


t 


(di)  '8*'"  =  ^-'*»*';9:j^  -;^-*-*^»^  -*,:^*^»^ 

Die  vorstebenden  Gleichungen  ätimmen  uberein  mit  den  am  Schlüsse 

des  Art.  I  für     .  h^  und     _,  \^  entwickelten  Formeln,  wenn  entweder 

dz  ds 

B  s=  D  SS  o  oder  A  :=  E  =s  o  gesetzt  werden. 

Integrirt    man    die    obigen   Gleichungen    nochmals    zwischen  o 
und  u,  so  erbalt  man  die  Integrale  zweiter  Gattung 

—  =  u--K9]l  ^-du  =  «^;+^v;y^  ^du 

*.'«  *"         ata.  /•"'^JWj  ^"         4«*»/*"*?"^ 

^3  Vo    ^Jtt 
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während   durch  Integration   zwischen    den   Grenzen  u  und   ^tt   sich 
die  Formeln 

\2  /^3  Vu  ^Jm 

^jM  \2  /    ^  *     Vu        ^Jm  \2  /^,  V«        ^JM 

\  2  /  ^3  Vu        ^JM 


ergeben.     Mithin  folgen  die  Werthe  der   ganzen    Integrale  zweiter 
Gattung 

^O  -     x^q  Jt      *     ^Jo        ^  U  TT       *     Wf        &]u 

^,o  ^i9  ^«^  «^0      ^  ?i  >r  Vo       ^> 

fo  =  _4,f  ^  =  _  ^-^^yf'^'f.äu  =  _  A^^^j/^"!!«,« 

^jO  ^j?  ^  «/O         ^M  TT  Vo         ^JM 


nebst 


Q.»'  off  Off  Q,«  Q.W  tt« 


Dazu    kommen  die  DilTorenlialformeln  des  Art.  33,    welche  sich 
offenbar  in  der  Gestalt  schreiben  lassen 

'&^u      ^^u  ""     ^&^u^^u  '  ^u       ^3«  "■     *  &u^^u 
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SO  (lass  sämmiliche  Integrale  zweiter  Galtung  nach  Belieben  von 
einem  der  vier  logarithmischen  DifTerentialquotienten  der  Thela- 
Functionen  abhängig  gemacht  werden  können. 


45. 
Setzt  man 

0  «^11 

so  erhält  man  für  y  =  sin^ 

ü.  s.  w.      In  der  folgenden  Tabelle   soll   nur   der   erste  Werth  auf- 
geführt werden.     Man  findet  die  zusammengehörigen  Ausdrücke: 

I  I   l&[n       iTT         v^''\ 


*,/ 


sin«)  ;>!    /;^:m         *;\         ^  *J   /*;«      .TT       ^»\\ 
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Die  offen  gelassenen  Stellen  würden  unendliche  Werthe  enlhallen. 
Hiezu  kommen  die  Werlhe  der  sechs  ganzen   Integrale: 

-    =  -  ^J  /       sin  fp du  =  —;>*/        ~.^-J-du 
3        7t    Vo  '^  vr    Vo       J  (p 

d'^  7C      V  ^  '  7t        t/O         ^    (p 

^3  /r    **/o  TT   ^J   .70       J  <p 

Es   ist  leicht,   diese  Ausdrücke  numerisch   zu    berechnen,    ent- 
weder direct  durch  die  Reihen 

oder   mittelst  der   Hülfsgrössen  /  und  A   des  Art.  38.      Hierzu    bilde 
man  mit  Jacobi^)   die  Summe 

wodurch  mit  Vernachlässigung  von  49'* 


*)  Vergl.  Jacobi  in  der  bereits  eitirten  Abhandlung  Crelle*s  Journal,  Bd.  26, 
S.  96,  so  wie  die  Habilitationsschrift  des  Verf.  Ueber  die  Berechnung  einer  Gattung 
von  Functionen  etc.    1853,  S.  28. 
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Hier  hat  man 

lg(n.yx')  -{-lg(i+x')(i+x;)=i-(A  +  A,) 


wahrend 


^  =  _„(,_^j.„_^ 


in  der  Tafel   der  sogenannten   Subtractionslogaritbmen  zum 
Argumente 

gehört*).     Analog  wird 

letzterer  Werth  aus  der  Tafel  der  Additionslogarithmen  zum 
Argumente 

ZU  entnehmen.    Der  Werth  von  ^  wird  wohl  bequemer  mittelst  der 
Gleichung  berechnet 

I — ö-ä?)   ""^  der  SuJ)tractionstafeI   dem  Argumente 
lg^=.^-2lgXH.|(i4-Ä,) 

entspricht.     Ebenso  kann  man  setzen 

l«(-^)=4l«*.*.,(.-^) 


*)  Die  oben  durch  (»  bezeichnete  Grosse 

(,  =  |g(,+49«+9,«..)+i./,+  J-/,.. 

darf  in  dem  Argumente  L  unbedenklich  vernachlässigt  werden,  falls  x*  der  Einheit 
nicht  äusserst  nahe  liegt. 
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46. 

Die  im  Eingange  des  Art.  34  entwickelten  Gleichungen  ge- 
stalten gewisse  Umrormungen,  deren  Richtigkeit  sofort  in  die  Augen 
springt.     Man  erhttll 

.*«/               »(2U,q*)  »u        ^*(iM,(/*)   ^     , 

I )   Ja)  = —  —  = Ja/ 

\  »'       ^           »{q*}  »            ^»(,i) 

^    ^    '   tg<jP            ^(9')  »     "      ^«(,1)      tg.//' 

,*,M,*    Jq>          *,(«.  »9*)  ;^,  u        ;^«(m,  _^«)     ^a> 
\  *.  '    x'sir 


*,   '   x'siny          *j(«9*)                            *«  -*«(— 7*)    ^'sinw 
und  hieraus  durch  logarilhinische  Differentiation 

*,'"         t»i{»,9^)       AA'       ,          »i(n,q*)  2Kx' 

*;«         ,»:(n,q^)        A          ,           *;(«,9')  2K 

'»,«         **,(«,  9*)        n                     »A>hq)  n 

»'u        »'i2U,q*)       2M/«                 »'(\u.q^)  2Kx 

=  H sinj^  =  -       — -; aintp 

9u        »(2u,q)          u                   ^(iw,9*)  '' 

»;u       &;{2U,q*)       2M     I           ^,'(iM,7*)  2K     1 


»,u       &,{2u,q*)        TT   sin  V»       ^^^.(Jm,  9^)        ?r  sinijp 
*,'«        ,'»,'(«, '9*)       Ny'  »i(u,-q*)       2Kx' 

*,«      *;^,(m,  19*)       ^  ^t{»,-q]       ^ 

»iu     ,^; («,.•?*)     N      ,      *;(«, -9*)    2K 

^ colft;    =2 coly 

▲bhandl.  d.  K.  S.  Oesellsch.  d.  Wissensch.  XX.  11 
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Den  entwickelten  Formeln  stehen  die  folgenden  zur  Seite 
(^,Mv*cos«jp       i^^{u,  q  )  eosx'  ^jM  cos«jp       ^J(m,  9*)cosx 


^V  »,{q^)     ^X     '  *,    ^9>  *J(9*)     ^% 


I  —  I  x'sinw  as  -        .-vTsiny'  ,  i/x'sin«)  = — - — r—ß'siai 

^  *.  '  ^t(9  )  »t  »\[q^) 

,&u.*  *(",»g*)  ,  »u  &*(u,-q*) 

I  I    cos«)  =  ; — COSCO     ,  COSffi  =B  — . •  —  cosw 

^»'        ^  »iiqi)  *    ,  **(-?') 

/^,«\*sin9)       i*,(m,  i^*)         sinw'  ^,m       ^sintp       ^J(«,  — 9*)  sinw 

welche  differenliirt  ergeben 

;^,'(m,  9*)      2AA'             2Kx' 
=  2  — ^+ tgx' tgy 

*,  (m,  qr  )  TT  TT 

*'«        .*'(«,  9*)       A         ,      A,         , 
— -  = j col;t  +  — cotz. 

;?'(m,  7')       2A  2K 

=   2 — COl%'^ COtO) 

*  (m,  7   )  TT  TT 

-       = sin  1^  -I sin  tb, 

t*,M  *,(2M,  9*)  7r  ^  TT  ^' 

»i{\u,q^)       ^Mfi   .             4Kx   . 
= j smtp  -h siuq) 

^>       ^i{2u,q*)       2M     I  2M,      I 
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--  =  -  + tgw Igw, 

*«  -»(u^iq*)         ^  ^ 

»'{u,-q*)       2Nv'  2Kx' 

=  ^a^ tV-»- ^*^' ^V 

3-(u,  —q)  7t  n 

a^u       ,*,'(«,  19*)       NN 

-  =  — COlCü   -•-  —  COlCel^ 

^,'(w,  -9*)      2N  2K 

=   2 COtCü'-l- COt^) 

^sK  — 9  )        ^  ^ 

Hier   gehen    durch   den   Uebergang  von    q  in  9*   aus   einander 
hervor 

•  •  •  Xt  X/  X    9  X  Xi  X%     '  ' 
,  ,  .  l^  l,  X    %  II  II,  fi^  .  .  . 

während   bei  gleichzeitiger  Verdoppelung  von  u  die  Reihenfolge  gilt 

...  1^;  Vi  V^'y  V'  V«  Vt  •    • 
.  .  .  X^X,  X    X  n  II,  11^  .  .  . 

Die  Verwandlung  von  9  in  — 9*  dagegen   liefert  die  entsprechenden 
Werthe 

,  .  .  10^  lol  (jj  g)  lü  (o,  (o^  ,  .  . 
'      v^  V,   V  n   q   q,    ^^  .  .  , 

für  welche  die  Gleichungen  gelten 


,         I 

^€0   =               , 

-■=;,•■ 

u'sinv 
sin cii  =  -  -,  —   , 
-^X 

cosy 
cosw  =    — --=i  , 

-1% 

tgw  =  /«'tg;t 

47. 

Die  Ausdrücke  des  vorigen  Artikels  können  dazu  dienen,  um 
die  Logarithmen  der  Thetafunctionon  und  ihre  Differentialquotienten 
in  Reihen  zu  entwickeln.  Wir  erläutern  diess  an  dem  Beispiele  von 
Igt^ii    und    -jr-'     Man  findet  sogleich  für  n  =  2^ 
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*M  _1  _+  _l  _1  r^(nw,  o")ii 

~  '  x'  sin<^  /   Vrsinx'    '   '  ;i;sinx,'   '     ''  A^-tSin;^;..   '  L  ^(,i)  J 

Berücksichtigt  man  die  Gleichungen 

yX' sinx' i+j^x'  /*'s'nx    _        2 

x'  sin^  2         '  yx'siu<p        i+^<p 

SO  folgt 

Ig—   =  --lQjg>--\gJ^--^-lgJ^^..--l^J,p^_^  +  -\^        -^ 

4«' 9"! 
=  Igz/i//'+2lgz/^;+4lg^»//,'..  +^|gj/,//'_, +nlg--"        - 

=  |ig(i  +Jx')  +  jig(n-^z:)  •  +  -^ Ig (« -•■■^z;-.)  -(i -i)'g^ 


,2  ,2  ,2  n  , 


-h  n  lg - 

Die  Convergenz  dieser  Ausdrücke  für  wachsende  Werthe  von 
p  resp.  n  wird  von  der  Beschaffenheit  der  Grenzwerthe  der  Rest- 
glieder abhängen.  Da  für  9<i  lim  119*'  verschwindet,  so  hat  man 
nicht  allein 

hm  Ig — ^ — ^-  =  o        sondern  auch         limnlg-  ^  '  ^     =  o 

Um   den   Gi*enzwerth    von    —Ig ^ —    zu    6nden,    kann  man 

*"       ^(9") 
sich  der  Ausdrücke  des  Art.  39  bedienen,  welche 
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Ig^S,)  =  lgBr_^  +  lg(?,(«',,')        für        «'  =  -^  ,        Ig9'  =  ^ 

und  folglich 

^(«,9»)            nuu'  ö,(nM',9'») 

lg 5—= +  '8 


,      *'«,?-)  «u'       ,      (c-'+e— ♦')-».g"'»(e"'"'+e-'»"') 


»  *(,-)  ^  "  2(1+,'*»  +  ,'-..) 

liefern.     Für  wachsende  Werthe  von  n  und  u'  >  o  ergibt  sich  daraus 
ohne  Schwierigkeit 

,.         1    ,      *(«.?*)  ««'  ,  U{7t-U)  ;  m'      V 

*        *(?-)  ^  Ig-  ^        '87  ' 

und  eine  nähe're  Untersuchung  zeigt,  da  die  linke  Seite  die  Periode  n 
besitzt*),    dass    die  Gültigkeit    dieser    Gleichung    auf   das    Intervall 

o  <  u  ^  JT  beschränkt  ist. 

du 
Der   zweite   der   oben    gefundenen   Ausdrücke    für    Ig-^    lässt 

offenbar   kein    unbeschränktes  Wachsen    von  n    zu;    die  übrigen   er- 
geben die  convergirenden  Entwickelungen 

lg  -^  =  -  i-lg.^y  -  I  \2,Jtf)  -  \  \%Jip^  -  fg  \%J^t  -... 
= '6  7  A^^  ■♦- 2  lg-  -/  ._^  +  4lg  ^—^  .^  +  81g 


=  »('^-«)_|g2  +  i.|g(,+^3j')  +  J^Ij.(i^.^^;)  +  i.,g(,+^^;,+... 

letzlere  für   o  <  y  <  tt  .      Die   beiden   ersten  Formeln    hat  Jacobi  **) 
in  der  Gestalt 


d'u         im 


m-hJ 


i     im'     \*/     2m"     \^  i      inr_  v* 

Ur-h^'!  U"+"^"/  \m"'H-^"'l  • 


=i/5f5;f":f 


•^, 


*)   In  der  vorhergehenden  Formel    für   lg  d-  (u,  9)    kommt  auch    der   rechten 
Seite  die  Periode  7t  zu, 

**)  Cf.  Werke  Bd.  I,  S.  16  u.  19. 
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gegeben,  wobei  zu  bemerken,  dass  wegen  ^/«p  =  cos  (21/;'— y), 
z/i/;  =  cos  (2  qp  —  \p)  ^  etc.  a.  a.  0.  das  Product 

C0s"'*(2y  —  (p^)  C0S~*(2y^— y,)  C0s''*(2qp^— qp,)  .  .  . 

den   Weilh   von   --^rVr-     darstellt,    während    Fundam.    S.    isi   die 

a 

Entwickelung  für  —  steht.  Die  dritte  Formel  ist  besonders  bequem, 
wenn  x  der  Einheit  sehr  nahe  liegt. 

Die  direcle  Differentiation  ergibt  die  Werthe  der  logarithmischeD 
Differentialquotienten 

&'ti        Kx*sincpcosa)  K(i— x')    .  zMu   , 

7-—  =  -  -         \—y-.,,=z~' ^  smip  .  ..  = sini// . . . 

U'U  7t  J{p  7t  7t 

2Kx' sinfipcosf/)  2K(i— x')  .  2A         ,2K 

=   -   -  -'^ .  .  =  — cosQp  smy  .  .  = coty  -1-  —  cok/} . . 

7t         I  -^J(p  rt  ^         A  7t  ^  7t         ' 

d-'u      7t -^211  AA*  siny'cosy'  2Kx   . 

-;: 1 ; = j—    . .  .  = smcp  cosy  .  . . 

^M  \%q  7t       I  '¥Jx  7t         ^       ^ 

A  ,      A,         , 

= colx  H — ^cotx,    . . 

in  Uebereinstimmung  mit  den  Resultaten  des  vorigen  Artikels,  und 
damit  die  Roihenentwickelungen  für  die  unbestimmten  Integrale  zweiler 
Gattung : 

d^'u       K(i-x')r  .    ;      I    ^      .    ^        I  ,/ .    ^        1 -/ .    ,     1 

—  =  -^-^ ^|sm«/;  +  -|/^,smi/;,  +  -]/|ii,^i,smi/;,-»-  ^  Vfi^^i^^^smi//,.. } 

2K(i-x')r  .  ,  .  ,/ 

=  L L }  cosy  smx4-}/iU|C0Sjfsmx4  +  r  ^i/^'icosx,  sinx^H- 

-♦-VTM^eosXjSinxa.   .} 

7t  --  2u      2Kxr.  ,       I.,         ,         I.,         , 

= , — ■{  sm9)Cosx  H-  ,  -smx  cosxi  -♦•  -j==^\vl%,  cosx,  -H 

Igi.  ^    ^  Vx*  VxA 

Die  erste  und  zweite  Formel  kommen  mit  den  von  Legendbe  uod 
Gauss  gegebenen  Entwickelungen  überein*),  die  dritte  Gleichung  isl 
wiederum  an  die  Bedingung  o  <  y  <  tt  geknüpft. 


*)  Legendre,    Traue  des  fonctions  ellipt,    T.  A,  p.  109/13;    Gauss,    Determ- 
attract.  p,  47,   vergi.  Jacobi,   Werke  Bd.  I,   S.  15  u.  18. 
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Um    ohne    den   Uebergang    von    q  zu   q    den   Grenzwerth    von 
—  Ig j —  zu  finden,  benutzen  wir  die  Function 


^(g- 


A'  (w,  q)  =  I— €01— gwi—  9*cü..  =  II  {i  —  q^io) 


Tür  welche  bereits  Euler  die  aus  der  Functionalgleichung 

X{iü,q)  =  (i'^fo)X{qa},q) 
entspringenden  Reihenentwickelungen 

v,._    ^      (-.)V"<"-'>c'' 


OD 

Xw       '^i'  I 


Xw       'f'  '  -  9  •  «  -  9*  •  •  •  I  -  9" 
angegeben  hat.     Mittelst  derselben  ergibt  sich  die  Relation 

und  ich  habe  bei  einer  früheren  Gelegenheit  angemerkt*),  dass  hieraus 
die  Gleichungen 

hervorgehen,  während 

I      ^     __i / g*  _+      = 

wird.  Dieser  Ausdruck  hört  soiiiil  auf,  eine  Function  von  ^  zu  sein, 
so  dass  die  Transscendente  x,  für  mod  q  >  i  keinen  Sinn  mehr  hat. 
Dasselbe  gilt  folglich  von  den  vier  Thetafunctionen,  welche  Xi  ^^'s 
Factor  enthalten. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  vier  Quolienlen 

^(^,?)  ^i(«,?)  ^.SlbJl        und        -'^"^^ 

welche  sämmtlich  gleichzeitig  mit  q  in  ihre  recipro- 
ken  Werthe    übergehen,   also  der  Functionalgleichung 


*)  S.  Leipziger  Berichte,    1862,  S.  115. 
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geDügen.  Mao  darr  daraus  iDdessen  nicht  schliessen,  dass  für  9=1 
diese  Functionen  der  Einheit  gleich  wesden.  Vielmehr  lehrt  die 
Gleichung 

dass  nicht  allein    lgX(co,  — )  =  — lgX(gcö,  9),   sondern  auch*) 

lim(i  —  9)lgX(w,  qf)  =  — /w-i-^w*-i--^w'h-^w*+..| 

Es  geht  also  \gX{w^q)  für  g  =  i   durch  ±00  hindurch. 
Nun  hat  man  für    ©  =  e**** 

folglich 

^'g  .       = i  (1-9")  {lg  V  (?-«,?•*)  H-lg-M  77'?"  -^'«^'9"' 

-  1 

,        *,(m,  qr")  I  1    ,  1  »  /O"      *\ 

„  Ig-  --T-  = i-^  (i  -9")    Igsinw  +  IgA-  (g-w,  g»)  +  Ig.Y    ^   ,  ?"  - 

"        »liq")  n(i-g")  '  '  w        ' 

-2lgX.(9"i) 
j 
,       ^,(m,  q")               i  1    /  2        4 

-Ig j-   = j-(i-g-)ngcosM  +  lgX(-g-w,  g-)-«- 

i^,(g»)  n(i-(,»)  ' 

+  lgX(-^,,")-2lgx,(9")} 


».{q«)  n(i-q«)  '  \ 

-  2  lgXi(9") 

und  wegen*) 


*)   Vergl.   Leipziger  Berichte,    1862,  S.  112. 
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limn(i— qf")  =  2lg  — 

»=00  ? 

lim  (i  -  q)  Igx  (g)    =  lim  (i  -  9)  Ig^»  (g)  =  -  ^  tt* 
9=1 

lim  (i  -  g)  lgx,(g)  =  lim  (i  -  g)  Igx,!?)  =  ^^^ 


,      1  .   ^K?*) 
lim 


I  —  Iß , —  = { cos 2U cosAU cosow  —  etc.  } 

Die  Cosinusreihe  stellt  in  dem  Intervalle  o^u^tt  den  Weith  u{n  —  u) 
dar,  so  dass 

hm  —  Ig r —  =  hm  — Ig j—  = ^ — 

^    ^(?*)        ^^    ^;(9*)       isf 

..  I ,  ^iK?^)  ..  I ,  ^.(*^9")  (^-Tr 

hm  — Ig -  =  hm      Ig —  = 

^*        ^«(g")  ^        ^,(9**)  '89 

ferner 

,.      I  ,    ^,(^,  9^)        ,.     I  ,   ^.(u,  qh        ^" 
hm  —  Ig =  hm  — Ig , —  =  — 

Letzterer  Werlh  entsteht  aus  der  Reihe 

cos 2UH C0S4U cos6u±  etc. 

7J/  TV 

und  ffiit  desshalb  in  dem  Intervalle <u<  —  • 

^  2  «    =  2 

Durch  Differentiation  nach  u  endlich  erhält  man 

um j-  =  lim  — —  Ä ,  o  <  M  <  TT 

,.      I  ^;K9")        ,.      I  ^;(«,g")         2u                         ^  ^     ^^ 
hm j^    =  hm =  —   ,  <  w  <  — 


49. 
Differentiirt  man  die  Gleichungen 
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Ig  ^,(«,9)  =lg«-^+ Ig  (?(«',,') 
Ig^,(w,9)  =  Ig  w_^'  + Ig  <?,(«',,') 


so  ergeben  sich  sogleich  die  Ausdrücke 


^M  _       tßju'  _     2h' 


für 


y^u 

y6' 

«' 

2M 

^,M 

"e 

m' 

7t 

1 

JV 

'«7 

xs 

< 

n 

d —  ^  ^   Z "'  —    ~ 


u  SS  m  n 


und  durch  Wiederholung  der  Differentiation 


u.  s.  w. 


Fur  u  ^  o   folgt  einfach 


^'M  =  ^-lg9+2,  -Ig?  =  ylg?  -»-2   ,  ^'Ig?  =/li'7+- 

Man  findet  aber  leicht  neben 


/9(o,9')  =*(o,9')  , 
Ö,(o,9')  =  ^,(o,9')  , 
9z[o,q')  =  »,{o,q')   , 


e"(o,q')  =  -»"(o,q') 
ö;'(o,9')  =  -*;'(o,,') 
d','(o,q')  ^-a;(o,q') 


mithin 


»"jo^qi 
»(o,q) 


=  ^>^'''lg«H-^^(°-^lgo'=a 


eine  Gleichung,   welche  mit  der  bekannton  LBCBNDRE'schen  Formel*) 

2  \       dx            dx     7 

übereinkommt,  wenn  man  K  ^  /  -^(SP»  x)<'9'i  E  =  /      J[(p,»  ;»V 
einfuhrt. 


Traite,   T.  /,  p.  6i 
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Die  Tabelle  des  Art.  45   kann  jelzt   in  der  Gestalt  geschrieben 
werden  : 


_^  sinf/> 


<?:    ißiu'     .e:\ 


cosy 


Die    entsprechenden    Ausdrücke    für    die    complementären    Integrale 
y^du   werden  etwas  complicirter. 


50. 

Zur  Ableitung  der  Integrale  dritter  Gattung  gehen  wir 
aus  von  dem  JAcoBi'schen  Formelsystem,  welches  zwischen  den  Pro- 
ducten  von  vier  Thelafunctionen  verschiedener  Argumente  aufgestellt 
werden  kann*). 


*)  lieber  diese  Non  Jacobi  in  seinen  Vorlesungen  gegebenen  Formeln  vergl. 
Jacobi's  Brief  an  Hbrmite  (Math.  Werke,  Bd.  I,  S.  358;  Crelle's  Journal^  Bd.  32, 
S.  177;  Liovville's  Journal,  Bd.  XI,  S.  98]  und  Rosbnhain  in  seiner  Pariser 
Preisschrift,   S.  371. 
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2.        zd^w^xd'^yd'^z  =  Jl  +  U^-hilj-hil,  ,  n  =  ^md-^d-^fj^^l: 

z^^w^^xd'^y&^z  =  n^n^-^n^^-n^  ,  u^  =  s^^tsid^^^&^i]»^i 

z^^w&^x&y&z  =  n—n^-k-n^  —  n^  ,  tt,  =  &^w&ji^r]H 

z&^w^^xd'^y^^z  =  n-^-n^  —  n^-^n^  ,  Ji,  =  ^^rs^^^^^rj&^i; 

4.      zd'^wd^^xd'^y^^z  =  TT  +  JI^  +  JTj+JI,  ,  TT  =  ^jtBr^sJ^ji?^,? 

zd-^w&^xd^^yd^^z  =  n-^n^-^n^-^n^  ,  tt^  =  ^,^^^,§^512^,? 

z&^w^^xd^yo^z  =  n  —  n^-hii^  —  n^  ,  tt^  =  ^iüf&^^&rjH 

z&w&x^,y^,z  =  n^-n^-n^-hn^  ,  tt,  =  ^üs^^^^rj^^t 


5.       zD^^w^xd^^yd-^z  =  TT-hTT^-hTT^-hTT,  ,  n  ==  ^^üf&^&^rj&^l 

zd-wd^^xd-^y^^z  =:  n-^n^-^n^^n^  ,         tt,  =  ^^rar^^^^^ij./,? 

z&^w^^x&,y^z  =  n-n^-^n^^n^  ,      tt^  =  &^üfa^^&^i}H 
z&^w^^xihyd-^z  :=  n—n^  —  n^-k^n^  ,      n^^  d^^md^^^^ri^^t 

In  diesen  fünf  Gruppen  von  Formelquaternionen  sind  die  Argu- 
mente der  Thetaproducte  auf  der  rechten  und  linken  Seite  durch  die 
reciproken  Gleichungen  mit  einander  verbunden 

2^    =r  tO -h  O:  —  1/ —  J5 

2iy   =  m;  —  a:?-|-y  — j3 


a) 

2m; 

= 

«  + 

1  + 

»? 

+  ^, 

b) 

2X- 

= 

»  + 

1- 

»y 

-?, 

c) 

2y 

= 

®  — 

^  + 

»? 

-C, 

d) 

2Z 

= 

ar  — 

•1- 

»? 

+  f , 

folglich 

auch 
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W--X  =   IJ-h?    , 

y^Z   =  w-^ 

w>— y  =  C-»-^  , 

5-1- ar  =s  tff—1] 

U?  — 5     =   ^^,]    , 

x-hy  =  fflr  — C 

wx^yz  = 

ffl^?  — ^? 

wy  —  J5d?  = 

üfrj^C^ 

m;s  — iry  = 

üf^-^rj 

f^*+a*-hy*-i-a*  = 

tnVr-H^Vr 

w*-ha?*— y*-J5*  =  2(By$-l-i^C)  .         ziwx'hyz)  =  cy* 4- ^*  —  ly*  —  ^* 

Da  die  Gleichungen  a)  b)  c)  d)  zwischen  den  Argumenten  genau 
die  nämliche  Form  haben,  wie  die  Gleichungen  zwischen  den  Pro- 
duclen  //  der  einzetnen  Qualernionen ,  so  folgt  daraus,  dass  auch 
zu  jeder  der  übrigen  Argumentenrelationen  eine  entsprechende  Formel 
zwischen  den  bezüglichen  Thetaproducten,  und  zwar  in  jeder  Qua- 
temion,  existiren  muss.  Wir  dürfen  uns  indess  der  Mühe  des  Hin- 
schreibens überheben,  da  über  die  Zusammensetzung  solcher  Formeln 
kein  Zweifel  obwalten  kann. 


51. 

Aus  den  Formeln  des  vorstehenden  Artikels  erhttit  man  sogleich, 
da  die  Werthe  tr^ti  +  v,  x  ss  u  —  t;,  y  =  z  =  o,  raf=rf  =  M, 
//  =  f  =  r   einander  entsprechen,  das  6peciellere  System 
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&1&,  {u  -h  v)  ^,  (m  —  v)  =  &*u  ;>i 

»*^^(u  ^  v)  &^{u  -  v)  =  &^u ^\ 

^*;>,  (w  -h  v)  &^  (u  —  t?)  =  ^Jm  ^; 


feraer 

^^,^Jw  +  t;);>,(M  — r)  =  ^^u&^u&v&^v^d^u&^u^^v&^v 

nebst   den    analogen   durch  Umkehr   des  Vorzeichens  von  v   hervor- 
gehenden Gleichungen 

^«^3 ^»(m  -h  t^)  ^5(m  —  r)  =  d-^u &^u &^v ^j^v  —  &u&^u&v&^v 

d-^d-^  ^  (m  -h  r)  ;^,  (m  —  ü)    =  &U  d^^ud-^V  &^V  —  &^U  ^^^U^'V^^^V 

^ ^i ^sl^  -•-  ^)  ^1  ('*  —  ^)  =  ^1  w ^sW &v&^v  —  &u^^u&^v&^v 
Durch  Division  der  geeigneten  Formeln  verificirl  man  ohne  Mühe 

die  im  Art.  17  aufgestellten  Werthe  für  sint/;,   cosv'   und  J-^. 

Wenn   man   die    [x)garithmen   der    obigen   Gleichungen    nach  t^ 

ditferentiirt  und  alsdann  nach  u  integrirt,  so  folgt 


Jq         ov  ,/q         ov 

Jq         ov  Ja         ov 


nebst  entsprechenden  Formeln  für  die  übrigen  Thetafunclionen.     Mao 
kann  diese  Ausdrücke  auf  die  folgende  Form  bringen: 
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=  2W  -^  H-  /     du  —  It5    -|—  +  -,-      =  2 w  ^  -    -h  /     t/w  -  Ig  (  t:,-  +  -4- 

=   2U^      -h  I      rftt—  Ig     -J-  +  ^1-       =   2W  -*-  ^  /       du  —  Ig     -^  +  -I-  I 


&v      Jq         bv'^X&^u      d-^vl  &^v     Jq         bv^\&lu      d^lvl 

=  2U-^'  -^  I  du—\g\-A -|-      =^2u~-^-^l  dw.     Ig    -, ^j- 

^v      Jq         bv^X-d^u      ^vl  d^^v     Jq         bv'^X^^u      &lvj 

=  214-i-  -hl  du  "  Ig    -J -A-      ^  2u^-'^  l  du^  Ig^l -i- 

=  2ii-       +/  dMr-lgl-^l ^4-      ==  2u--^-  -h  I  du  —  ]s,{-i -4-1 

==2M-^-h/  dti^  lg  r^, -,-      ^  2u-^ -h  I  du-lg    -^i ^ 
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=    2U-^   -h  I       ^W  —  Ig     --^-  -♦-  ^-         =2W;r^-h/       «^W  r*  Ig  r^"  +  ^- 


52. 

Den    vorstehenden    Gleichungen    reihen    sich    die    folgenden  an. 
Die  Formel 

^«^3  ^s  {^*  +  ^^)  ^«  ("  —  t')  =  ^««^  ^3^*  d-^v&^v-^&u  &^  u  &v  ^^  V 
liefert   mittelst  logarithmischer  Differentiation  nach  v   und  Integralion 
nach  u 

^^,(t/  — vj^^r      Jq         bv  ^^   *      ^       *      ^  *  i    '  w 

^:{v,q*)       r,b,    /^.(«.9*)       ^.(t',?*]v 

Führt  man  nun  den  Gleichungen  des  Art.  35 

2Ku  ^  pg>    afp  2 Am  _  px'    dtp 


4Mt/  __   />V^     dy  2Nm  __  /»w'    rf^ 
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analog  die  Bezeichnungen  ein 
2Kv       /»w    dg> 


KV        pt 

4MV        /•*     dq> 


2Av  ^   /»^'    dq> 

TT      ""Je       ^(9*') 


SO  erhält  man  durch  eine  leichte  Reduction 

^>-l-v)^,t;  ^t(^tg*)       2AA'  ^^' 


Ig 


du 


^;(v,g*)      2A  ^^'     /»«•         du 


^^(v,,*)        ^  sin>Vo    A'tgx'+oot^' 


und  wenn  man  9  mit  f*  vertauscht 

^:v      2Kx'  Jvi    /»«• 
f 1 i_ 


du 


^,v         TT    cos^üfjQ   coty  +  x'lgar 


^/v      2K  ^ar    /•« 


du 


Jr^  au 

0   x'tgy-hcotar 

In  derselben  Weise  ergeben  sich  die  zugehörigen  Gleichungen 

2K  Jüf    /»«*       du 


(i) 
(2) 


&,(u^v,q')&(v,q[)  ^ 


Uq 


^,v       /r  sin  ]ir«/o 


TT  cos'iirjik  tg9>  +  tgtir 
««        du 


cotf)  +  cotiir 


(3) 
(4) 


femer 


jusma 


IgoH^ T-s-  =  2u— / — ^V  +-^— ^cosa^al    

""       ^^  (2Vj  9*)        /r     sin^a   Jo   fisiutp 
2Ny'  z/t 


du 


coseca 


TT      COS 


«  w 


-»;(t>,»v)   2N  ^»' 


TT    SId't' 


0  y'^^' 


coi(o  +y  tgT 
du 


COtT 


Q.  s.  w.  Die  letzteren  Gleichungen  führen  wieder  auf  (i)  und  (2) 
znrttck,  wenn  man  q  mit  — 9*  vertauscht,  während  die  ersteren 
beim  Uebei^ang  von  ti,  v,  q  in  — ti,  — r  und  Yq  die  weiteren 
Formeln  liefern 

AUmAL  4.  K.  8.  GMettoek.  d.  WisMMek.  XX.  4  ) 


L 
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,  ,       *(i«  +  t^.  9*)*>(lf.  9*)  »'v      2Kx  ^      /•«  du 

(5)    If? . T- =  M  öT -•- -r-cos«-^«  /    -^ 


8109 

6  =  u  -~ -.  -f-  —  /     

x^^v       7t     sm  cor    J^ 


xsin^  H- 


sini 


J^a  M.,   .i^ 


(7I     Ig zzZIIZ 1 T"  =*  ^'  -TT- "♦* CO^USJUSI      -; ; 

^/r      2Kcosör-i/w  /»«*        dii 

8  =  W  2, r-i /      

^  ^  d^^v       7t     sin'rar    J^    _j ^ i_ 

siD9       siniir 

Durch    eine   Umkehr   der   Vorzeichen    von   v   und    «er    werden    keine 
wesentlich  verschiedenen   Formeln  erhallen. 


53. 
Wenn   man   die    hier   abgeleiteten  Ausdrücke    für  elliptische  In- 
tegrale  dritter   Gattung   von  der  Form    /  ~^-    auf  die   cancoiscbe 

Form   w  ^^  j      %^      anwenden  will,  so  erhSilt  man  (Art.  43) 

und  hat  folglich  mit 

y  =  coUp  ,      x'lg^)  ,       i^if  ,      coi(f  ,      -r—  ,       xsiny  ,       siny  ,       -,— 

die  correspondirenden  Parameterwerthe 


+  1/»  =  x'tßiar ,     cot  «BT  ,     tßnr  .     cot  er  ,     xsino^,     -: — ,     siniar ,     —. — 

zu   verbinden.      Man   sieht,    dass   hier   namentlich   das    Beispiel   des 
Art.  24  in  Betracht  kommt. 

Dabei  entspricht  dem  doppelten  Vorzeichen  von  Yp  einfach  die 
Umkehr  des  Vorzeichens  von  v  und  ar,  wilhrend  für  negative  Werthe 
von  p  das  Argument  v  rein  imaginär  wird.     In  der  That  hatten  wir 

Vxtgnr  =  ^^^,  >/xsmi^==:-^^- 

welche  Werthe  resp,  in   t^-   tmd   i~-    übergehen,    wenn   man  vi 
für  V  schreibt.     Da  nun  für 
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dq> 


2KV 

TT 

it 

nach  Art. 

39 

e{v,q] 

/K    - 

,9')  , 

e,{v,  q) 

/K    - 

.9')  . 

so 

treten 

die  Werthe 

0 

t 

_^.(^'.0  =.=.„, 

m' 

■/ 


z^(yx' 


an  die  Stelle  von  tgizr  und  sinor,  folglich  auch  resp.  ttgffar,  secor' 
und  — — ^-^  an  die  Stelle  von  tg^iar,  cosiar  und  ^ar  (vergl. 
Art.  35). 

Es  fragt  sich  noch,  wie  man  den  einem  beliebigen  cod^- 
plexen  Parameter  p  entsprechenden  complexen  Werth  v  =  r^-i-v^t 
bestimmen  kann.     Dazu  führt  der  folgende  Satz: 

»Wenn  die  coojugiKen  Werthe  von  t^  und  m  durch  v  und  ^  be- 
zeichnet werden,  und  man  setzt 

so  sind  h  k  k'  Hypotenuse  und  Katheten  eines  rechtwinkligen 
sphSirischen  Dreiecks,  in  welchem  die  Seiten  h  und  k  den  Win- 
kel A'  einschliessen.« 

Man  hat  demnach  mit  Hülfe  des  gegebenen  WerUies  von  p  ss  a  +  ßi 
die  Winkel  h  und  h'  zu  bestimmen,  und  findet  alsdann  die  von 
Jagobi  in  seinen  Vorlesungen  abgeleiteten  Formeln 

ißk  =s  tgibcosA'  ,  sink'  =  sin A sin A' 

woraus  sich  v^  und  v^  in  der  gewöhnlichen  Weise  eigeben. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  erhalt  man  auf  folgendem  Wege. 
Offenbar  ist  für  Kv^  =  K'v[ 

42» 
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wofür  man  wegen  v  +  v  ss  2v^^   v  —  r=2v^t  schreiben  kann 
Da  nun  nach  den  Gleichungen  des  Art.  51 

SO  folgt  wegen    tgiarz/oT  =  y^^ 

""  I  —  igörz/öigrö^or  '  ""  I  +  tgcr^^tg^z/tir 

und  durch  Substitution  von 

tgiar^OT  =  tglÄe'^'*  ,  Igw^ö  =  tg|Ae~*'* 

tgA:  =  tgAcosA'  ,  sinA'  =s  sinAsinA' 

q.  e.  d. 

54. 

Kehren  wir  zu  den  Formeln  des  Art.  51  zurück  und  führen 
unter  dem  Integralzeichen  die  Amplituden  q)  und  nr  ein,  so  können 
dieselben  geschrieben  werden,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 


2K 
JI  =  —  sinizrcostsr^(tsrx) 

TT  ^  ' 


2    ^^,(U^V)   "- 


_   &^v     n    p^         du _    ^[v  _   n    /•* 


dti 


^t^      cosurJo   ^,cosV  +  sec*«r          ^^  -^o   «^sec^H-cos* 

3c*co8'9  ^9         sin*0 

^      x'*Jr   /»u du  ^     ^>       x^*JT    /»«* du 

^^v'^  J^xssJq         i           cos'cy       '^^^^v  cos'urJo    x*sin*< 


^    ^    xVnr  /»tt dw _    ^_  *jir^        ^^ 


du 


x'*  1 


Digitized  by 


Google 


H7] 


ZdR    RbDDCTION    ELLiPTISCHKR    InTEGBALE. 


173 


'  i„-»»(m-<^)  _ 


du 


„^> 


^»to 


=  u  — ^— 


n    p»        du  _ 


^  1/      '      . 


^^ü 


=  M 


^t;  Jo    22^  _  sin« 


SS  U— ^—  • 


^*9 


sin  cor 


cos 


FI    /*«*  du 


iT      /»<*  du 


sin'OF 


»'v 
=  u  — -— 


(!oa*iitJ„      ^*<p 


du 


x'*gin*y 


■  sec*nr 


»'V 


n     /»«*  du 

in*«BrJo    x'*tg*y  —  cot'inr 


SID 


cos' 9       sin*  10 
du 


=s   ti 


8in*fly 


H 


du 


»  ^^Jv- 


Jv-«) 


■II      /•«  rfw 


s  U 


=s  U 


du 


t/o    cos  a>  —  cos 


SS   M-    -   • 


0    COS  q>  —  cos  m 
du 


n    /»«*       du 


^*i 


x'*iT  /»<* 


11   /»» 


S\v         JI      /»t* 


8in*9       sin'nr 
du 

COS'cp  C08*W 


du 


sin*9       sin' 10 


1^ 


J 


du 


J^ 


£. 


jir — 'b^ — 


=  u 


^,v 


^  —  4^   —  —  cos  ar 


n    /»<*       du 

cos* zgjQ   tg*y  _  tg*«ar 
x^JI    /»tt  du  


=     ^- 


^^v 


u  —  -  • 


du 


=z  u  J^  • 


JT      /»t*  du 

OS  raf,/Q    sec*9>  —  sec* 

JI      pu 

t/o 


x'*TT 

C0S*1Ä 


du     _ 


^v 


C08*y  COS*» 

n/-.."".. 

t/O    sm  y  — sin  fflT 


^'v      x'*JT   /»t* 


du 


&^v      cos*üfjQ   x'cos*y  __  ^'py 
^*9         cos*w 

du 


&;v         JI      /•«« 


X  sm  g> ' 


sin'ur 
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"*v 


_/•« du  _     &^        n      /»«  du 

jtr         ^        J^m  ^      810*0 

Man  sieht,  dass  von  den  in  diesen  48  Formeln  auflreteDdeo 
Integralen  dritter  Gattung  je  drei  nur  der  Form  nach  verschieden 
sind,  wie  z.  B. 

/»«*  du  pu  du  ^    ru  du 

sin'^  -^*w  sin*9        .    <^*ro  ^       J*m 

oder 

/»<*            du  _    />«  du  /»«*  du 

•/o    -JL X* sin* er      -'o   ^^ -h  x*cos*or     «^0   cot'y-h^'ar 

In  dem  bekannten  von  Jagobi  aufgestellten  Tableau  für  iotegrale 
dritter  Gattung '^)  sind  desswegen  bloss  secbszehn  Gleichungen  ent- 
halten. 

55. 
In    der    folgenden   Tabelle    sollen   die   Integrale    w  ^  f  -i— 

nach  den  Werthen  von  y  geordnet,   und   die  zugehörigen  Intervalle 
der   reellen    Parameter  p  angegeben  werden. 

I.    y  SS  sinqp 
„  &'v        I.    &JU'hv)  ^  .  4_^ 

n  ^/r       I  ,    ^  (u  +  v)  I    ^  I         ^ 

?^i^^  =  ""^;r-^T*«<^>-r) '    ^<''=x^sii^<^ 

x'*JI  &iv       I,   ;^,(u+r)  I    ^  ^*flr    ^ 

x'*JT  ;^>       1,   *,(u  +  v)  ^  cos*ar  ^ 


*)  Sur  /a  roeottofi  d*un  corpsy  Math.  Werke  Bd.  2,  S.  i86. 
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I 
sin  9 

^-4—  W?   =    —  M  ~-  H-     -  Ig     -*      -  ,  I  </)  =  <;  oo 

sid'ot  d-^v       »   ^^,(i;  — M^  '        sin'm 

x*x'*il  ;5f>       1  ,    ^.fjf-hr  x*oos*fflr        , 


3.     y  •  cosy 
JIm;  =*  —  w  a     -H  -r  *8  .1  \    •  o  <  »  =  cos  of  <  i 

)c^cos^  *^^  ^       "^  ^^,t;  ■**  »  ^  iJ^3(M  -  r) 


—  00<J9 

= 

<- 

x" 

X» 

—  oo</> 

= 

x'* 
x*cos*» 

<- 

x'* 
x^ 

%'*n  »'v       i,   »Ju  +  v)  ^         x'^sin*»  ^ 


COS  9) 


X 'sin*iar  ^^t;       »   '^^^(a  — r)  '^       x    sin^or 

cos* BT  &^v       a   *^^^(ü— m)   *  ^ 

x*il  ^>       I,    ^(?H-r)  X*    ^               x*sin*©  ^ 

5.    y^J^ 

-^^     a^  ==  M-*    —      Ig~i ,  -oo</>=-cotiar<o 

x'*JI  ;^>       I  .    ^,(M-ht)  ^                 „^  .     ^ 

cos  or  ^,r       ^  ^d-^^u^v)  '^ 

x*x'*il  ^;t;       ,  .    ;!^,(ii-hv)  ,,^            x'*    ^ 
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-71  Ilw  ^  u- lg -^, (  ,  —    ,,  < p  =B j^  J^m <  —  I 

x'*  ^V         »    ^^,(tt  — v)    '  x"       '^  x" 

,i  .  4    w  =  —  t*  ^^  +  -  Ig^^^ [  ,  o<p  =  -?iCoi*ar<(X) 

"sm^CDT  ^^v       *   ^^^(tt— v)  '^       X  ' 

;^^  =  "^tt^ - -i  '»^tr:^  '         o <p  =  t«  iir<oo 


I 


8.    y  M  cot9 
cos' 


^     j^,  ^,(m-t>) 


sing) 

I    „  »'V        I  ,    ^,(w  +  v)  ^  I         4      ^    I 

X  ^r        *  ^^^(w— v)  '^       X  X 

JT  ^/t;       I,   ^,(M+r)  ^  z/*«       ^      I 

xVSin^nr^^^^^^ä'g^u^  '  -~</>=-,,V*sin»ür<-? 

-1 1— to  =  — u^  +  -  lg  H-7 f  f  — oo<p  « fsec  fBr< — f 

JT  ^'v       1  ,  *i(m  +  v)  ^  sin^or  ^   i 
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10.  y  «  -7-^^ 

^  SlDf) 

,sin*fBr                 ^jV       *  '^^^(v  — u)  '  ^       sm'nr  ^ 

— r— U7  »  tt— ' lg ^'- ;    ,  X     < »  =  X    See  «DT  < oo 

cosg> 

11.  v  » — ^ 


JIw 


^^v        ,  .    ^.(UH-V) 


x'*JI  -».'v       ,  ,    *(w  +  v)  I    ^  ^*»      ^ 

12.    y  =  — ^ 
^       cosy 

sin^iajr  ^^v       »  ^^,m  — v)  '  '^       sin'nr 


x'* 


Da  die  Integrale  dritter  Gattung  unendlich  werden,  wenn  inner- 
halb des  Integrationsintervalles  y*  ^  p^  so  sind,  wie  leicht  zu  sehen, 

für  reelle  Werthe  von  (p  und  nr  die  von  Ig  J  "_^  abhängigen 
Formeln  an  die  Bedingung  w<v,  dagegen  die  lg  *|  _  j  ent- 
haltenden  an  die  Bedingung  w< v  geknüpft. 
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56. 

Legendrb  uDterscheidei  die  Integrale  w  logarithmischen 
Charakters  von  denen  trigonometrischen  Charakters  w\  Die 
letzteren  gehen  aus  den  vorstehenden  Formeln  hervor,  wenn 
man  t;  mit  vi  resp.  tgftzr  mit  iigi^'  vertauscht.     Da  bierdurcb  /7 

2K  sin tar' cos iDr'^(tar'x')  .  il't       ,  .  ,  ,  ,  ^.^  , 

m    —  4    r 't  =  — I — 7    Uberaeht,    so  erhält   man  das 

correspondirende  reelle  Formelsystem: 

I.    y  =  sin^p 

JI'       ,  Ö't;       I  .   dJv-hui)  ^  .  t    .^ 

— ^    ,w   =  — M  ^     H-  -lg  J  .    >       -oo<p  =  —  tg'8)r'<o 

cos  w  öv       2t  ^d^(v^ui)  '^ 

x*sm*iBr'  ^^V      21  ^d[v  —  ui)   *  ^^  tr 


X*  öjV         2t    ^6^[V'-Ut)    *  '  x'  X 


I 

2.   y  = 


smqp 
cos  BT  öt;       2«      ö(t;  — Ml)   '  '^ 

sin^or'  ^^V       2t   ^^^{v-'Ut)  ^^ 

x'*Ww'»-u-^    -*■— Igz  1,  x'<p  =  z/*w'<i 


x-x'*7I'     , ö>        I   ,„<^3(<^-*-wO  ^»^ ^ 


3.     y  =  cosy 

cos  ®  ßv         2t    ^0^{v^Ut) 

H'             ,  d:v          l    .     «(i'  +  Ml)                           ^                 -^*W' 

?^^'^   =  -"ött;-^27'»i?(i;^^,)    '              *<^  =  xS-in*B.'<~ 

x''     ,    ,  ö.'t;       i  ,   OJv-hui)  x'*                   x'*      .    ,^^ 

X*  ß^v      2  t  ^öj(t;  — u«)  X        '^             X* 

*     x'*/r'     ,  ö>       I  ,   e,(i;-l-MO  x''                   x'^sin'nr'^^ 

J*m  ö,t?      2  t  ^ö,(t;  — ui)  X       '^               J  nf 
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I 

4-   y 


cosq> 
^'»^4-^«^    =  -"^+T7"8Ä^-T^-T7^ 


^'-         -        ^  ' '  X*  .        X* 


n'w'  =  —  ü  ^-  -4-    .  lg  ^*  7 -.:  , 


X 


0<p  =  COS*IDr'<  I 


5.     y^Jq> 


^^WW' 


IT'      ,  «>     I  ,  e[v^ui)  ^  I     ^ 

sm  ar  ö^v      21  ^ö(t;  — «i)  '  '        sin  ro 

X   n  w   =u^ :lgA^ -^(   ,  o<p  =  X    sm  lajr  <x 

-VJI'     ,  Ö.'v       1  ,   OJv-hui)  ^  x"cosV  ^    ,, 

c^jt;      2<^^,(v  — ui)  '  '^  -^  w 


X 


#4«»' 


6.    y  =  -^ 


I    ^  J^m'     ^ 


%*n'      ,  _   e^    2.   o«(t>-mt) 

X'^COS'W'"'     ~  "  ÖV  2 «    ^  /?.(V  -  Mi)     ' 

ö,t;      2t  '^^(t;  — ui)   '  '^ 

x*ll'      ,  Ö>        I  ,   OAv-^ui)  cos*»' 

x*ll'         ,  d'v       i  ,  OAv-^ui)  ^  J^m'      ^        I 

x'*sin*iBr'  Ö^v      21  ^e^[v--ui)   '  ^  x 'sin'ior'  ^      x* 

x*n'      ,         ^'v       I  .  ö(v-*-wi)  ^  co9*or' 
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8.     y  «B  cottp 
x'JI'      ,  d'v       1  ,  d(v  +  ui)  ^  J*w'  ^ 

n'     ,       e[v     I  ,  ö,(v+Mt)  -  I     ^ 

x*x'*ii'   ,       e'v     1  ,  ejv-^ui] 

3 17)      =■    fi  ^— -    —   ll?  — =-^ .' 


„^  x'*cos*ar' 


-^'<P^ ^'^<° 


sinop 

9-  y  =  ^ 


n'       ,       e'v     \  .  d^iv+ui)  I  ^  I      ^ 


X  Ö,t;      2t  ^ö(t;  — ui)  X       ^  X 

W       ,  e'v       I  ,   OAv-k-ui)  I    ^  sin^or'  ^ 

J^m'  .  6^v      2t  ®ö^(t;  — ut)  '  x*      '^  J  m 


lo.     y  ö  -T-^ 

^  SIDf) 


cos^ior'                    Ov       2t  ^d{v^ut)  '  '^ 

il'        ,          0lv       I  ,   ÖJr  +  wf)  ^                ^V  ^       t 

sin*iir'              Ö^v      2t  ^ß^(v^u^]  '  '^            sin*iir' 

x'^iT'w;'  =  -Wh—  -*"-^>g/i      -   -       »  o<P  =  x'*cos*iir'<x'* 

O^v      2t  ^ö,(t;  — ut)  '^ 

x*x'*ir'     ,_     ö>      ji_,   Ö>  +  ut) 


cosg> 
II.     y  =  — -I- 
^         Jq) 

cos*»'  öv       2t  ^Ö,(v  — wt)   '  ^^  ©       ^ 

x*sm*tar'  O^v      2t  ^ß^yv^ui)  '  ^  x' 


x'^     ,    ,  e^v       I  ,    Ö  v-4-wt 

X  Ö^V       2t  ^6[v^ut) 


i<p  =  ^J^m'<^ 


x''^' 


'JT^   ,       ö;t?     I  ,  «.(vH-ut)  ^         I    ^  I 
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12.     y  =s  — - 
^       cos^p 


cos  fix'  Ov         21        d^[V'-'Ui) 


—  oo<p  =  —x  lg  w  <o 


Singer'  B^v      it  ^ö^r  — m«     '  ^'^ 


— = -«f^+-Mg^;;;:t^; ,     x*<p  =  z^w< . 


ö,r      21  ^^(i?  — Ml) 


SelbsiverstäDdlich  können  die  logarithmischen  Glieder  durch  die 
reelle    Form    eines    arctang    ausgedrückt    werden,    wenn    man    für 

1      d(V'hui)  _        /  I  Ojv-^ui)  ^d(v^ui)\  _  C 

setzt.  Von  den  vieldeutigen  Werthen  des  Logarithmus  oder  arctg 
ist  überall  derjenige  Werth  zu  nehmen,  der  mit  u  verschwindet, 
also  mit  u  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  liegt.  Ausserdem 
hat  man 

eiv-hui)  =  I— 9(e**'-*-6***')cos2w4.9*(e**'-*-e~**')cos4Mqp.. 

-i{7(e**'-e-**^)sin2M-9*(e**'-6-**')sin4w±..) 
e.iv-hui)  =  9*(e*'-6"-*')cosw-9*(6'*^-e-'*')cos3M±.. 

4.t{9*(e*'-*-c-*^)sintt-7*(e'*'-he"'*')sin3ii±..) 
e^iv-^ut)  =  9*(e*'-*-e""*')cosu  +  7*(e'*'-l-e~'*')cos3ii-|... 

4.,{,*(e«'«e-*')sinw4.9*(c'*'4.  -'^)sin3w-|.  . .) 
ö,(i;  +  wt)  =  n-9(e**'-i-e~**')cos2ti-i-g*(e**'-4-e'"**')  COS4W-4-. . 

+  ,{^(e««'-.e-**')sm2w-*-9*(e**'-e-**^)sin4tt-*-..} 


57. 

Die  Ausdrücke  der  Artt.  55  und  56  zeigen,  dass  für  jeden  der 
zwölf  Werthe  von  y  das  zugehörige  p  für  reelle  m  oder  m'  alle 
reellen    Werthe   zwischen   ±00,    und    zwar   doppelt,    durchläuft. 

Ersetzt  man  v  durch v,   so  gehen   die   beiden    dem   gleichen 

Intervalle   angehörigen  Werthe  von  p  des  Art.  55  in  einander   über, 
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während    in    den    Gleichungen    des    Art.   56    zu    gleichem   Zwecke 

~-  —  V    an   die  Stelle  von  if',   oder  was  dasselbe  ist,    --^— r  an 
2  '    2K 

die  Stelle  von  1;  zu  treten  hat. 

Den  Formeln  des  Art.  56  kann  eine  modificirte  Gestalt  gegeben 
werden,  wenn  man  bei  Ableitung  derselben  v  unverändert  Itest  und 
dagegen  u  mit  ux  vertauscht.  Dann  entspringen  z.  B.  9us  der 
siebenten  Quaternion  die  Gleichungen 

y  =  siii^' 

7%  .-i—w' =  W-* ^Igäv ^  >  —  oo<p= ^ooi'aF<o 

X    sm*iir  x^^V       2t   ^^,(v  — Mt)    '  '^  K 

cos  rar  d^^v      it  ^^Ji?  — mi)  '^  ^ 

x*/r  ^>      I  ,  ^(v-i-Mi)  ^  1^1 

Lässt   man   hier  nur   in  k   u'  v     übergehen,    so   ergeben   sich  die 
Ausdrucke 

I.    y  s=  siDf) 

X  ^{v,q)       2t  "^^^{v  -^u'i.q  )  '  ^  XX 

x'sinV  ;^,(t>,  ^  )       2  t  ^^,(r  —  Ml,  qf  )  '^  x' 

3^^"^-"^^!^  -oo<p=^l«*<o 

deren    LIebereiiistimm4ing   mit  der    früheren   Form    leicht   direet  zu 
verificiren  ist. 

Auch  in  den  Ausdrücken  des  Art.  55  kann  man,  wenn  %  der 
Einheit  nahe  liegt,  mit  Vortheil  das  Argument  q  anstatt  q  einführen 
und  erhält  ohne  Schwierigkeit 
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I.     y  sc  sin  9) 

x'sin*fflr  ö^v'       »   ^ö^(m'— i>')  '  x*      ^       x*sin*fflr 

x'*iT  ,e'i^'        ..    ö,(w'h-v')  I    ^  z/^w     ^ 

x'cos*«  öv         ^   ^B^[ii—v)  X       '^       X  cos'iar 

und  entsprechend  für  die  Formeln  der  übrigen  Quatemionen. 

Wenn  es  sich  endlich    um   die  Aufstellung   der   complemen- 

tftren  Integrale 

Jri^    du 
'        -I 
u    y  -p 

bandelt,   so  wird   man   nur  zu  beachten  haben,   dass    j-  =  —  3^, 

du  du 

und  dass  tt)  für  w  =  —  verschwindet.     Damit  erhält  man  sogleich 

I.     y  =  sinr/) 

u.  s.  w.    für  die   logarithmischen  Integrale,   sowie   für   die   Integrale 
trigonometrischen  Charakters  die  entsprechenden  Gleichungen 

I.     y  z=z  nin(p 

-,iTto'  =  — u)  ^ Igz^T i  ;  1  <P  =  -^^  w  <- 

X  \  2  /4^,i?      2t  ^0^(v^ut)  '^         X  X 

x*sin*iDr  \2  Id^v      2»  ^Ö(t7  — wt)  '^  X 

JI'    _,  //r         \ö'ü        I,     iOAv-^ui)  ^  .«    f^ 


•JI'       ,  /TT  \tf.V  I    ,        «ff.V  +  M»)  ^  I 


u.  s.  w. 
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Während  also  in  dea  Ausdrücken  für  das  Integral  w  die  Function 
^^  eine  Art  Ausnahmestellung  einnahm,  sofern 

1«:^>±^  =  \^Jjl'i±y)_    an  Stelle  von     k^^^^"^^) 

auftrat^),  so  ist  beim  complementären  Integral  U),   sowohl  für  reelle 

wie   für   imadnäre  Werthe  von   v,    Iritt^ — ^   durch    |g"^  *^" — ^ 

zu  ersetzen.  Im  Zusammenhange  damit  steht  die  weitere  Forderung, 
wonach  wenigstens  im  logarithmischen  Falle  in  den  von  lg*,(w — v) 
abhängigen  Formeln  die  Bedingung  uy>v^    und   in   den  Ausdrücken 


7t 


mit   lg[ — ^«(w  +  v)]    die  Ungleichung   u> v   erillllt  sein  muss, 


2 


damit  der  Nenner  y* — p  unter  dem  Integralzeichen  nicht  verschwinde. 


58. 

Die  Werthe  der  ganzen  Integrale  dritter  Gattung  er- 
geben  sich   aus   dem   Früheren    ohne   Weiteres,    wenn    man    in   fr 

7t 

u  =        oder  in  U)  ti  ^  o  setzt.     Doch  hat  man  dabei  zu  berück- 

2 

sichtigen,    dass   das  ganze   Integral    f     -i^-    i^ur    endlich    bleibt, 

wenn  p  nicht  mit  y^  zusammenfallen  kann.  Damit  gehen  für  die 
sogen,  logarithmischen  Integrale  —  wenigstens  unter  Voraus- 
setzung eines  reellen  Integrationswegs  —  folgende  vierundzwanzig 
Gleichungen  hervor 


y»i^            du pi^ du 
0      — X*  sin'üT      •^o      x'*  sec*y  -4-  x*  cos*iir 

__  pin  du  __   pi^ du 

t/o      coi*(p"^J*fff      Jo     x'*tg*9)-i-^*iir 

__   pj^  du pi^ du 


sin*  9  COS*  9 


*)  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichförmigkeit  sich 
hUtte  herstellen  lassen,  wenn  man  die  Argumente  der  übrigen  Thetafunctionen, 
was  offenbar  gestattet  ist,   in  gleicher  Weise  abändern  wollte. 
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Ttsm^md-lv  ^  p\n  du  ^  p{n         du 

0        X   COS  fl)-h     .    a  ^^        *X      -7a--4-    .5 

'^       sin'm  ^"9)        sin' ZV 

_  /*i^  du  /*1^  du 


sin' IV  ^'9) 

TTCOS^or^^'y         /»i»  rfu  I      /*i^  dw 


^  TT  cos  or^^y        /»fw au i     /*i^         au 

_  z*!^ du I     Mn du 

""X      x*cos>-*-x'*sec*tDr""  x^Jo      x*— '-^-i-sec* 

_   ri^  du pi^  du 

■"t/o      J^(p  +  x'*ig*m  "Jo      -^'^      ^icosy 


J^(p 


/l  m    xt^v  _   /»*^  du  __    I     /•*/»  dw 


du 

1 


t/o       -^'y  _.   x'x^'sjp'qy       ^^        ^*y   ^  x'cos'qy 

Bei  den  lotegralen  trigonometrischen  Charakters  kann  für 
reelle  Werthe  von  u  y*  nicht  mit  p  zusammenfallen,  dagegen  ver- 
schwinden  jetzt  für  u  ^  —  die  logarithmischen  Glieder  nur  bei  den 
von  ^  und  ^,  abhängigen  Argumenten,  während 

Ubei^ehen,  wo  die  ganze  Zahl  m  für  den  reellen  Integrationsweg  zu 
bestimmen   übrig  bleibt.     Man   überzeugt  sich    aber  leicht,   dass  m 

verschwinden  muss,   wenn   man   etwa    x  =  o    und    er'  =  —    sub- 
'  2 

stituirt.  Durch  die  erste  Bedingung  wird  nicht  allein  x' =  i , 
K  :=  — ,  ^  ^  o,  fi  =  9),  Jm'  ^  coscDr',  It  =  sint?r'cos*t?r',  son- 
dern auch 

AbluBdl.  d.  K.  S.  eesellscli.  d.  Wissensch.  XX.  4  3 
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„^r-'^^Igtglj^+Hr')         oder        e""  =  l«i(  ^ -«r'j  . 

Jq        COS(p  ^   ^'  \    2  '  ^2 

folglich 

Damit  erhält  man  die  48  Integralwerthe 

du 


•  x*sec*tar' 


J^l  n  du  ri^ du 

_   /«iw du _  pi" du 

sin*g>  cos' 9  *^ 

TTCos^iir'/    _ö'v\         /*i7t  du  __    i/*l^  du 

""  Jo      sec^fljr'-cos'o)  ^t/o      secV -  -?*? 
_    «  /»i^  du  _   /»l^  du 

TTsin^iar'ö/v         /»i^ du ^   /*i^  du 

""Til'ö.v  "'Jo      x*8inV^.cot*W'  ""Jo        _i ^"_ 

'^  sin*w'       ^"y 

Jr»l7f  du  _   /*i^  dw   

0         — o  — :  —  X   COS   W         •^ 0  .-» -7  —  X  X         .j 


_^    pi^i  du pi^ du 

/«  J  ^«  /a  tCOS*qp 


piTt  du  ^  fi^  du 


»1^  du  pi^  du 


0  iivz:i^~k 


sin*^        sin^w'  co8*9 
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2X'*^ 


.,  ™  4-  cos  nr 


TC       O^v  ^  pi^  du  I     pi^  du 

t/o      x*cos*9)-4-x'*cos*iDr'        ^    7o      x* 
/*i^  du  pi^  du 

TT      /         ö,'t^\   ^  fi^  du  ^    1     /»i^  dw 

/•H  du  ^    I      /»l^ 

./o      cot*9)-4-x'*sin*iir'       ^Jo     ig*<p 


sin*  tar' 


p'i^               du  pin           du 

sin'y  cos' 9) 

7rJ*m'   O^v  _   /*1^          dw  __    i     /*i?J             du 

Jr»l^               du  ___    I     /»i^           du 

/*i^ du  ^          pk^           du 

sln*9)  J^xa'                  cos*  9)       J^m' 

_   H^ du I     p\n  du 

_     f  /*i^  du  p\n  du 


59. 

Die  Formeln  der  Arit.  55  und  56  sind  mit  Rücksicht  auf  reelle 
Werthe  des  Parameters  p  entwickelt  worden,  allein  selbstverständlich 
behalten  die  für  die  Integrale  w  und  w'  gefundenen  Ausdrücke  auch  für 
complexe  Werthe  von  p  resp.  m  und  w'  Gültigkeit.  Es  handelt  sich 
dann  nur  um  Bestimmung  des  complexen  Arguments  v  =  v^-^v^i 
der  Thetafunctionen  für  ein  gegebenes  p  =  a  +  /?f ,   und   diese  Be- 
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Stimmung  kann  genau  nach  den  Vorschriften  des  Art.  53  ausgeführt 
werden.  Indess  ist  es  wünschenswerth ,  die  resultirenden  Formeln 
in  ihre  reellen  und  imaginSiren  Theile  zu  zerlegen,  da  nach  Art  42 
bei  der  Rechnung  mit  elliptischen  Integralen  beide  gesondert  ge- 
braucht werden.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  reellen  und 
imaginären  Theile  der  Integrale  mit  complexem  Parameter,  selbst 
wieder  von  solchen  mit  reellem  Parameter  abhängig  gemacht 
werden  können. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  von  Jacobi  in  den  Vordergrund 
gestellte  erste  Form  der  zweiten  Quaternion  fiir  y  ^  -: —  und 
p  =  x*sin'nr 

und  bezeichnen  wie  früher  durch  v  und  ts  die  conjugirten  Wertbe 
von  V  und  tnr,  so  ist 

Die  Anwendung  der  Formel  des  Art.  51 

^**  (w  +  v)  *  (m  -  v)  =  ,»*«  **«  -  *Jm  &*v 
ergibt  sogleich 
2P  =  «^  ig(**f,*'(f.«)  -*>.*?K«)) 


J»f» 


__^,  -»* (»  +  V.) -»? (t^.  «•)  -»>■*■  t>.) »\ (V. t) 

»    ^  **  (M  -  r.)  ^J  (t;.  i)  -»](U-  t>.)  ^J  (ü,  .•) 

Bezeichnet  man  im  Folgenden  durch  w^  77^  tr^  resp.  tff[  n\ 
und  w^'  die  Werthe,  in  welche  w  fl  w  resp.  rs'  £1'  w'  übergehen, 
wenn  man  v  durch  v^  resp.  v^  ersetzt,  so  hat  man  zunächst  vermöge 
der  Verdoppelungsformeln  des  Art.  i8 

ig{k  =  tgcr,z/Kx)  ,  tg^A'  =  ig<^«x') 

und  für        sin/  ss  xsinA  ,  sinZ'  =  x'sinAr' 
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u.  s.  w.     Führt  man  ferner  die  Gleichungen 


ein,  so  erhält  man  durch  die  Additionsformeln  des  Art.  17 

^^  I— x*siD*tDr^sin*y 

.    tpl  _  J  nf[  sin  q)±i  sin  üi[  cos  ig/  QOsq>Jq> 
^i  ""  I  -  sinV;^ V 

wo  folglich  die  Winkel  \p[  und  w^'  conjugirte  complexe  Werlhe  be- 
sitzen. 

Die   Substitution  dieser  Ausdrücke    liefert   nach   einer  leichten 
Rechnung 

P=x*iI,w;.H.        ^' ^0 ^g' <       ^       '  lg  ' "*" ""* ^^'^'' ^'"' ^^ 
i^-x^sinV^lg'ox/         ^      n-x*tg*Br,'sin'w,j 

In  analoger  Weise  findet  man 

Durch  Differentiation  des  Integrals 

%*n'   pu        du  ^_±i  :^>+j^ 

cos* CT V^      '      ix*tc*t[y'  ""  Ov      2i  ^^(u  — vt) 

aber  folgt 

x^il'sinV  _  _  ?'!^  _  ±  /^'(n-Hm)  _  ^^(u  — t;t)v 

co8*iBr'(i-*-xVg'iBr'sin*9))  ""       ^v       2i\^{u^vi)       ^{u^vi)l 

und  damit 

rjv.'hv.i)      y(v,-v,i)  ^       ^.id\  ^  x^JT/sin^ig,  ^ 

&{v,'hv,i)       ^(v^^v.i)  \  dv,       cos*<(n.x'sinVotg*<' 

2Q1  =   —  2t{w^-|-  — Ig— ^ ^(  J  — 2Mt 4 —5 ; 


Digitized  by 


Google 


190  W.    ScHfilBNBR,  [Ui 

Die  ÄDwenduDg  der  eingefuhrteD  Bezeichaungen  ergibt 

Ox*iT/      ,                   x*JT.'sin*ajro                       i  ,    i  —  x*sin*iBrjSin'i/;j 
-s   i }Wä  — ' W— — riß 2 1 — 

Gos^i  COS*»;  (i  +  X*  Sin*  er.  lg*0         4*1-  x^sin^o  sin'w; 

wo  das  logaritbmische  Glied  in  reeller  Form  durch 

1        ,  2  x*,sin*  nr«  sin  m!  cos  m!^Jm!  slncpcosw^Jw 

H —  arc  tg — — — 

*  (i  —  sin*  m[J^q>)^  —  x*sin*  xsf^  [J^m[^\n^(p  —  sin*isr,'cos*ajr,'cos*9  J*yj 

ersetzt  werden  kann. 

Man  sieht,  dass  die  Werthe  von  P  und  Qi  durch  gegenseitige 
Vertausch ung  von  v^  und  v^i  in  einander  übergehen.  Das  Integral» 
aber  mit.  complexem  Parameter  ist  auf  die  beiden  Integrale  w^  und  w[ 
mit  reellem  Parameter  reducirt.  Die  Ausruhrbarkeit  einer  derartigen 
Reduction  ist  bereits  von  Legbndre  erkannt  worden '^). 


60. 

Eine  abweichende  Bestimmung  von  Q  geht  hervor,   wenn  man 
dasselbe  auf  die  Form  bringt 

^  cos*<(n.x*sin*iirotg*<)         ^V^'^  Ov,  ^  li  »^(u  +  r,-t;,t)l 

_     x*il,'    i   /»w+vo       /*t*-<^o  du 


l,_  r  /»w+vo      /*t*-<^o  du 2tism'Bro        ^ 

2cos*ar;iJo  t/o         ^*_  -^x*tß*nr;      n-x*sin*fflr,tg*or;' 


Durch  Vergleichung  dieses  Ausdrucks   mit  dem   frllheren   entspringt 
das  Additionstheorem  ftir  die  Integrale  dritter  Gattung  in  der  Gestalt 

x*iT/  /     r^_  r^'*"*'*'—  r^""*'®  ^^  l  _    '  1    i—x^sin^qf^sinV,' 

cos* <  \  Jo       t/o  t/o         -1_  -4-  X*  tß* or ' '  ^  ^  *  *^  I  —  «*  8in*or.sin* w; 

sin*y  ^^       c      I 

oder  mit  leichter  Buchstabenveränderung 
«ii4-U|        /»«—«,  pu  du 


it*ll(  p+**t^  /•«-«,  _^/»t* dM I  ^   ,       i~x  sm  y.smft; 

^«/o  •/o  «/o   -Jj x*sin*ay'        *      i -x*siu*y,sin> 


X 

iJo  »^0  «^0 

wie  man  auch  direct  mittelst  des  Ausdruckes 


*)   Lbgendee,    Ttaite  des  fonctions  elliptique$,    Vol.  1,  Cap.  24. 
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j_    ^  ^*  {u  -h  v)&{u  -»■  u^  —  v)  ^(u  — u^  —  t?) 

beweist*).     Für  u  =  u^  ergeben  sich  die  Verdoppelungsformeln 

du  \        *i    I —X* sin* 9) sin* Ol 


It/o  ./o    -i x*sini»'         *      1  —  x'sin^flpsin'V' 

JI'   /   /•««*  /•«*  du  \_    '  1    I  —  x*sin*9)sin*w' 

^'{Jo     "'Vo    .J—  ^  X*  tc*w'  ^  ""  2?  ^^ ,  _  X*  sin>  sinV 


In  entsprechender  Weise  leitet  man  das  Additionstheorem  für 
die  Int^ale  der  zweiten  Gattung  durch  logarithmische  Differentiation 
der  Gleichungen  ab 


^iTTÄ^T- =  I  —  ^r-  -KT- 


i.    ^^     *    «#'oin'##\     Gin     # 


oi     (A =  I  —  -sr-  "sr-^  Ä  I  —  X  sm'ö),  sin  w 

y^ju-mji»,(u  — uj  _     _  ^*M ^X  _  sin*y^ 

5yü^*ü;  "      S^^u^  *  ^       sin> 

^^^^{u^u,)&,{u^u,)  _  ^Ju^Jw,  _  ^««inVp  ^^^V 

wodurch  die  Formeln 


—  2 


^/(w-4-mJ       ^/(u  — w,)  »*/,'m  _  4Ksin*9?^cot5|p^9 

^t(«^-*"«*i)      :^«("T:"»^_    ^>  _       4Kx'*      sin*y^  tgy^y 
;>,(iiH-wJ      ^^(m-wJ       ^^^u"  Tt     cos*y- sin*  9,^*9 

^3(m-4-wJ       ^j(tt  — mJ         ^j?^  _  4Kx*x'*         sin*9?, sinqpcosqp 
i^Jm  +  1/J      ^,(u-uJ  ""^;^,u  ""    "^r       ^y(x'*-*-x*cos*9),cos*y) 

erbalten  werden,  denen  die  weiteren  Relationen  zur  Seite  stehen 

2Kx'*    sin 9)4  I  — x*sin*9) 

7f     (^os(pJ(pQQgfpjfpQQ^fp^jg^^  -4-x'*sin^psiny^ 


*)  Vergl.  Jacobi,  Fundamenta,  S.  161. 
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^  {u  +  u^y      ^3  (m  —  uj       ^u       &^u  "" 

2Kx*  sinqpj  cosqpj  cos*^  —  sin*y^*y 


^  (w  +  w J       ^^  (w  —  u, )       ^w       ^, w  " 

TT       cosf)      cos9)cos^f  +  sin  9)^9)  sio^(^9)( 

_       2Ksin^f  I  — x*sin*y 


7C  sin^)  siD9)Cos^, ^^1  +005^^9)8109), 

_       2  K  sin 9),  cos 9)^  cos^qp  —  sin*9)^*9> 

TT    siD9)cos9)  sinf/)COS9)z/9)^  +  z/^jsioy,  cosqp, 

_       2KsinqPjz/9)4  z/*9)  —  x*sin*9)cos*9) 

nebst  den  durch  Umkehr  des  Vorzeichens  von  u^  und  9),  enlspringen- 
den  Ausdrücken. 

Bei  dieser  Gelegenheit  wollen  wir  noch  die  vielfach  zur  Re- 
duction  dienlichen  Ausdrücke  anmerken,  in  welche  die  Additions- 
formeln des  Art.  17  sich  verwandeln,  wenn  für 

2Kw  _  /*y     dy  zY^v  __  px    dq)     _  px'     d<p 

It  Jo      ^(qpx)    '  TT      ""Jo     ^(yx)    ""Jo       Z/(9X') 

2K 

v  in  vi  übergeht.     Dann  wird   t^  =  am  —  (w  +  vi)  und  man  erhält 

_  sin9)z/x'+ «cosqp^qpsinx'cosx'  _  sin9)cos9)cosx'-<^x'"*"*-^9'sinx' 
I  — ^  9)sin  x'  cos9)cos;f'+ tsin9)^y9)sinx'z/x' 

_  I  —  cos*9)cos*x'  _   sin 9)^9) cosx'+ tcosqpsinx'-^x' 

smipJx'-^  icQS(p  J (p sivix' ^^^X'       ^9Cosx'-<^x'"*"^'**sin9)cosysinx' 

^  cosqpcos^'— tsinqpz/qpsiHjf'^x'  _  cosqp^y)-^^'  — tx'^sinqpsinx'cosjf' 

cos  Xü  -■"  j  sss 

I— ^  qpsin  x'  ^(pcosx'^x  "♦"*'*  sin9)cos9)sin;c' 

_  I  — sin*9)^*x'  _  ^9)sinx'+tsin9)Cos9)cosx'^;^' 

cos9)cosx'+  isinq>^q)sinx'^x'       co8ip^q)sinx'cosx'^  isiny^;^' 
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I  ^J^q>s\Ti^%'  cosyz/ysinx'cosx'+isinqpz/x' 

z/ycosx'^x'+tVsmycosysinx'        cosqpcosx'+»sin9)z/9)sinx'-^x' 

I  —  sin*y^*x'  cos^z/qpz/x'— tx'*sinysinx'cos%' 

_  I  —  cos*qpcos*x'  _  sinyz/x'+icosqp^qpsinx'cosx' 


61. 

Eioe  vereiüfachte  Gestalt  nehmen  die  Werthe  von  P  und  Q 
an,  wenn  man  an  Stelle  von  m^  und  icr|  die  Amplituden  k  und  /(' 
einführt.  Zu  diesem  Zwecke  bedienen  wir  uns  nach  Jacobi's  Vor- 
gange *)  des  Additionstheorems  für  den  Parameter  (de  additione  argu- 
tnenti  parametri  theorema)^  und  ersetzen  v  resp.  durch  v  +  v:=  2v^ 
und  V  —  V  =  2vJ.  Dadurch  mögen  w  in  fe,  er'  in  k\  so  wie  /7 
und  a;  resp.  U'  und  w'  in  ITj^  Wj^  11^  w^  übergehen,  wo 

H  IljrWjt  =  ti-^-T =r IgTTT = T 


Die  Verbindung  dieser  Gleichungen  mit  k*ITw  =z  P+Qi  liefert 

Durch  Zerlegung   in  den  reellen   und   imaginären   Theil  erhält  man 
leicht 

Die  weitere  Reduction  bietet  keine  Schwierigkeit,  wenn  man 
sich  der  von  Jacobi  aus  der  ersten  Quaternion  des  Art.  50  abgeleiteten 
Formel 


*)  Fundamenta,  Art.  55  u.  56. 
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bedient.     Setzt  man  a?=±tt,  y=iv,   z  =  v,   so  folgl 

^ (t)  —  u)  ;> (t;  —  n)  ^{v-^v-hu)  ^  &v  d^v  d^u  d'[V'^v  —  u] 

^ (t)  +  w)  ^ (v  4-  w)  ^ (v  + 1)  —  w)  *^         ^^v^^v^^w^Jv  +  v  +  m) 

'  "*"  dV&d'  &ü  ^(v  +  v  +  w) 


niilbin 


wo 


j^.   ^(r"ht)4-u)^(t;  —  ^)^(t;  — u)  _   i.    i  + ^  sinqosfnw 


^  "  y^x  ^(m±2i;o)  I  —  x*sin'fcsm'y 

Während 

Q  =  x^sintirsinc^  =  tnodp 

also  im  vorlie^nden  Falle  durch  den  Modul  des  Parameters  j» »  x^sin^ 
gegeben  ist.  Diiferentiirt  man  nach  u  und  iKsst  dann  u  verschwindeD, 
so  wird 

yiv-hv)    &'v    yv       2K    :  ,x 

Ebenso  erhält  man  durch  Umkehr  des  Vorzeichens  von  v 

I  -   ^(ü  — v-4-w)  ^(r  —  w)^(t)  +  M)         I       I  —  ^  sinqpsinw' 
Ji  ^^(v  — v  — w)^^"~+w)  *(D  — w)  ^  Ti  ^  I— ^sinysini//' 

.    1/;'         I   d'^[u±2v^i)  ^  ^A^siny ±t'sint'cosfc'oo8y^y 
und  durch  Diflferentiation 

Damit  ergeben  sich  schliesslich  die  Werthe 

2  Km      .    ,        I  ,    I  +  p  sin  (Z)  sin  CO 


Qsmip  sin  i/i 


P«  i-r  2  IV.  M  .      ,  1,1' 

welche  sich  durch  Einfachheit  empfehlen.  Je  nachdem  v^  oder  f, 
verschwinden,  gehen  diese  Gleichungen  über  in  die  Verdoppelungs- 
formeln 
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4Kx*  .  '  ^     r^  du  aKx*  .   ,       ,  ^,  /*«  du 

smtffcoswJm  I    = sinkcoskJk  1    

zKu  •  .  4      .    ,        I  ,    i  +  x*sin*iar8ing)siDco 

H X  sin  crsmÄ  H —  lg r — r 

^  *      i-*-x  sin  iirsinysini/; 

4Kx*siniBf'^rar'   /»«*  du  _  2Kx*sin*'^A'  /»«♦  dw 

13 


^rar     /*«  flu  _  2Kx*sin/r'^At'   /»«♦ 

2Kw  4^  4     .     ,,       I  ,    I  —  x*tg*i«r'sinflpsinco' 

X*  tg*  inr'tgA-'-*-  —  Ig r"~ ^^^ 

^  2t      I  —  X  ig  icr'sinqpsini/;' 


WO 


,  ,  ,     _    i^Jk  «    ,    ,  ^  Jk'^cosk' 

""  I  +  cosÄ  '  '^    ^        ""     I  +  COSÄ' 

1  I  +  K^8m*wsin(p  sinw  __  ,   cos^  (w  —  9)) 

2  ^  I  +  x'sin'fflrsinysini// ""   ^cos^(i//  —  y) 

j^.    I  —  x*tg*ny'sin9)sinci>'  (Jk'^co8k')sink'8ixi(pcosq)J(p 

2*      I  —  x*lg*tBf'sinysini//'  i  —  sin*A'-<i/*9  +  cosft'cos*^ +  -^&'sin*(jp 

Bei  der  YergleicbuBg  mit  den  entsprechenden  Resultaten  des  Art.  60 
hat  man  die  verschiedene  Bedeutung  der  Winkel  xjj  und  cd  nicht 
ausser  Acht  zu  lassen. 


62. 

Auf  analogem  Wege  kann  man  auch  bei  den  Übrigen  Formen 
der  Integrale  dritter  Gattung,  welche  im  Art.  55  zusammengestellt 
worden  sind,  für  complexe  Parameter  die  Trennung  in  den  reellen 
und  imaginären  Theil  ausführen.  Es  wird  nicht  nöthig  sein,  die 
Resultate  sämmtlicher  48  Fälle  einzeln  anzugeben ;  wir  begnügen  uns, 
die  entsprechenden  Gleichungen  zwischen  den  Thetafunctionen  hinzu- 
schreiben, von  denen  die  weitere  Reduction  abhängt. 

=  ^:,[x^y^z)d'^xd'^y^^Z'-^^[x'¥y'^z)^^xd^^y&^z 
^^[y^z)&^[xA'y)d'^[x^z)  =  &[x'^y'^z)d'X^^y&^Z'¥d^^[X'^y^z)d^^xd^yd^z 

^^{y^z)\[x'¥y)d'^[x'^z)  =  ^,(ir+y  +  J3)^^a;^!/^Ä  +  ^3(a?+y  +  J3)^3ir^,y^,j3 

=  ^(aj  +  y  +  j5)^ir^jy^,j5  — ^Jx  +  y  +  js)  d-^xd-^yd^^z 

^^{y-^z)  &^[x^y)  ^^[x-^z)  =  ^^(x-i-y-tz)  ^^x^^yS-^z^^^ix-^y-^z)  &^xd^y&z 

=  ^ (x^y^ z)  &x^j^y&j^z  —»^Ix-hy-h z) &^xd'^y&^z 
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^3^s(y-l--)^,(x+y)^»(a?-i-j5)  =  ;9'4(x-4-y-4-a)*,a;^5!/^,»  +  ;^3(£c+y  +  3)^,ir;!^,y^,5 

Bezeichnet  man   durch   A,  ^,  i^  die   Moduln   resp.   von  siotir, 
-j-     und   tgrar,   so  gehen  die  Werlhe  hervor 

^  (v  —  w)  ^  (!?  —  w)  ^  (2  Vq-*-  w)        I  4-  X* A' siny  sin  w 
1^  (v  +  w)  t^  (t;  4- w)  ^  (2 1;^—  w)        i  +  x*Ä* siq y  sini// 

_    I  —  X*jU*COS9)COSC0  _    1  —V^^ipJlO 

""  I  -öc*ju'cosqpcosi/;  ""  i^v^JtpJijf 

^^  (t;  —  u)  ^^  [v  —  u)  ;9^^  (2 ÜqH- u)         '  **"  sinysiott» 

^i(^  +  «)*i(t>  +  w)^,(2t;,-u)  "^  ,  I         ^' 

sin  9  sin  V' 

'       '^  siny  siDo»  I  +  y*  colqp  COtftf 

^  sin  9  sin  1/; 

^% (^  —  ^)  ^t  (^ "-  ^)  ^t (^ ^Q-*-  ^)  _  cosycostti 

^j(t;-i-w)^,(t)+w)i9',(2t;^j— w)  ""  i  i  A*   ^y^V^ 

cos  9  cos  l/' 
_  I  +  x'* ju*  secqp  secw  _  1  +x'*y*  tgy  tgoi 
""  i  +  x'*ju'secqpsec</f  ""  i  +  x"y*lgytgV/ 

«  2*  cos  (gp  cos  Ol 

^3(1;  — ?^);>3(t)-u)^3(2ro+M)    _    I  -*-  X   A     -j^— 

^3(t;  +  u);5^,(t;  +  w)^3(2i;^— m)        ^  ^^«jj^fcos^pcosv^ 


rS^ 


«    rt    1  sin  <;p  sin  m 

«    rt    t  sin y sin y;  ""  x^y* 
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I 
and  durch  Differentiatioo  I 

^'{2V.)         &'V        &'V  2K     ,    .  .     ^    .     ,  2K     ,,,    .     .  i 

^[[2V^      &lv      ^'i^  ^       2K  I  —  cosfDrcoswoosA*  2K    i-'Jw JmJk 

^,  2vJ       d-^v      &^v  "^        7t      sintirsin^sinA  7t  x*  sin  er  sin  m  sin  A 

^2^  JxaJmJk  —  cosorcoswcosA  _^       2KysinÄ:      Jk\ 
7t  x'^nOTsinrnsinA  ""        7t  \  A*        i%k) 

^        2K    istnk        I   \  ^         2K     ysinÄ:       Jk\ 
""       7tJk\  ju*        tgA;  ""       TroosJtl  «/*        sink) 

—  X    tgfsrtgmtgA  = x   $rigk 

,  «   ,tSinfBrsinmsinA*  _^  2K   «   ,«   «sinA 
JwJmJk     ^   7t  ^  Jk 


^,(2  f.)         *,« 

*,(2f,)        ^^,t; 

^,'t5  ^  2li 
*,t)            TT 

nebst 

I  /*'(2t;..-) 

1    \»(2V,%) 

I  i&^(2V^i)      &lv      &lv\  __     2K     /sinA'       Jk'  \ 
i  \&,{2V^i)      ^,v'^  &,v}  ""  7rcos*'\*T~      sinA7 

__    2K    / sinA:' i__  \  _  2Ji  / sinÄ'  ^  Jk'  \ 

-T-  I  TT — ; 77  -~  7; —  ■+  -jr— =  I   ^  X     V   SIDK 

* 

Während  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken,  durch  den  Wechsel 
des  Vorzeichens  von  v,  A*  /i*  und  v*  ihr  Vorzeichen  umkehren  und 
tp  fo  in  tp'  cd'  übergehen. 
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S.  68,  Z.  5  bemerke  man  die  Gleichung 

I  [L.  xx-,  +  U^  {x-*-  ag+  AT,]  +  S,  [Lxx^  -Hf(ic  +  g!,)  +  AT] 

^«  ="  ■  ■        ■   (x-x.)' 

S.  8i,  Z.  lo  lies  i-^hx*-^  zh^x-hc^  statt  26^ -Hc^. 
S.  86,  Z.  II   lies  -i-fo^ft  statt  —  fo^o»  so  dass 

_  ^0  [^o^oyo-*-^oK-*-yo)-*-  A^olj-  So  [^^0 ®o !V±JWo (0^0  +  VoM-  9i*] 

S.  88,  Z.  II  lies  r^-h/*^  sUtt  f^^f^ 
Jq        «/o  t/o        «/o 

S*  89,  Z.  13  sind  die  Worte  ausgefallene 

Der  Winkel  tt  — 1/;  wird  durch  ein  auf  die  Seite  w  gefälltes  Perpendikel  in  die 


TT 


beiden  Theile 9'  und x'  zerlegt,  wo 

Die  Gleichung  W  =  a)'+r'  oder  tgii/  «  J??^^"f^I__?-    ist  bekanntlich  für 

die  numerische  Rechnung  besonders  geeignet. 
S.  93,  Z.  12  V.  u.  ist  hinzuzufügen,  dass  für  G^'^i'jH*  die  Wurzeln  X^   und  i^ 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  A  und  H  besitzen  müssen,  weil 

A  +  A, +  A,  =  0         und         AA.A,  =  —  fl^. 

S.  96,   Z.  20  lies  (a* — a)*  . 

S.  104,  Z.  7  lies  —2 ^  statt  —2 -> 

y  y 

S.  117,  siehe  den  Nachtrag  zu  Art.  16. 

S.  122,  Z.  II  lies  -d'liiq^)  statt  ^Jt^*). 
S.  125,  Anmerkung,  lies  tgj^ai'  =  »tg^^'. 
S.  132,  Anmerkung,  ist  zu  erwähnen,  dass  die  Gleichung 

auf  bequeme   Reihen-   resp.    Kettenbruchsentwickelungen    führt.      Zunächst   er- 
hält man 

4. 


yq^y^{l+q-q*+q*-q\ 
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und  durch  Poteuzirung 

q  =  ^(1  +  89  +  20^*— 62/+ 2169V  .) 

,       ,..      ,          I  — x'x'            2X. 
oder  für   a  s=s j—  =  5_» 

I  -H  X  X  I  +  K* 


9  =  —  (i  +  209*— 62/-*- 216/.  .) 


woraus  wiederum 


/  3 
9*  =  ]/-8-(^-^59*-53/+7249'-.) 

oder 

i  +  59-539'+7247'--  =  yi67(x  +  — )* 
hervorgeht.     Die  Umkehr  dieser  Reihen  ergibt 

+92l8(-)    +,,745,(-.)    ..[ 
>>«=  V'K  -  5(1)' -.4,  (|)V  5864(1)-..) 


oder  in  Rettenbnichsform 


^       y  ^  '  i     16  1      81      96  I      96  I      152  I  " 
'^^""  J/t*t""64  I     160  r* 


3^7453  ^^ 


96976   I 


39040   1 

Um  die  Convergenz  dieser  Entwickelungen   zu  steigern,    braucht   man  nur  q  in 
q*  oder  q* ,    folglich  x  und  X  itk  x^  X^  resp.   x,  X^  übergehen  zu  lassen,  wobei 


I  -""  X  '  /  I  ^~  i/x    V 


2  X 

femer  für  x,  =  lg|/  ,  A,  =  ^  ss  sin/   und  für   x,  =  |/2  sin^  , 

I   T"  X^ 

X^  =s  tg*^   werden. 

S.  135,   Z.  8  V.  u.  lies  -/(<px')   statt  d[q>'n'). 

S.  140,  Z.  9  u.  10  lies  sin«',  sin«/,  sin«^  statt  sin 2«',  sin 2«/  und  sin 2«,'. 

S.  148,  Z.  7  V.  u.  setze  man  hinzu:     Zugleich  geben  die  aufgestellten  Ausdrücke 
zu  erkennen^  dass  die  höheren  Dißerentialquotienten  der  Thetafunctionen  sich  auf 
diese  Functionen  und  ihre   ersten  Dißerentialquotienten  zurückführen  lassen. 
äff  «\ft 

S.  148,   Z.  2  V.  u.   lies  u-^  statt  u-^  • 
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Fortsetzung  der  Berichtigungen  und  Nachträge. 


S.  60,   Z.  3  V.  u.  hinzuzufügen:     Für  6BCD  =  AD^-^B'^E  oder  A  -h  r  =  o  wird 

A     ,  E 


U:=^[Bx^  +  d)[^x''+^x+  ^) 


,61,   Anmerkung  zum  Schlüsse  des  Arl.  3. 
Aus  4 A'  —  GA  —  /f  =  o  folgt 

G''—2yH^==:  (12A*- G)*(G  — 3A*) 
Für  3A*  >  G  ist  mithin  nach  dem  Obigen  B*  —  AO  AX ,     Da  aber  die  cubische 
Gleichung    in    jedem    Falle    eine    und    nur    eine    Wurzel    hat,    für   welche 

4  A*  >  G ,    so    fragt   sich ,    ob    auch  in   dem  Intervalle    — G>A*>— G   stets 

4  3  4 

B  — AC^AX    bleibt.      Ware    Letzteres    der    Fall,    so    würde    die    Wurzel    A, 

welche  gleiches  Vorzeichen  mit  H  =  A  (4A*  —  G)  =  4AA^A^    besitzt,    stets  eine 

reelle  Zerlegung  herbeiführen.     Diess  tritt    in  der  That   ein    für   B*  — i4(7>o, 

weil    wegen    A -1- A^ -l- A^  =  o    A^   und    A^    resp.  AX^    und   AX^   entgegengesetzte 

Vorzeichen    von  A    resp.    AX    besitzen.     Da    nun    bei    vier    complexen    Wurzeln 

nur  eines  dieser  Producle    <^  B*  —  AC  sein  kann,   so  hat  man  die  Falle 

i)        ^A<B*--^f,  Al^'^B^'-AC  ,  ^A,>B*  — ^(7 

2]        AX^<:B^''AC  ,  AX^-^B^  —  AC,  AX^B^  —  AC 

3;        AX^<:B*''AC  ,  AX^B^-AC,  AX^^^B^  —  AC 

Die    Fälle  2)   und  3)   enthalten    für   B*--i4r>o    einen  Widerspruch,    der    für 

Ä*  —  i4  C  <  o  wegfällt.     In  der  That  kann  letzterenfalls  die  Wurzel  A  einer  niclU 

reellen  Zerlegung  entsprechen.     Wenn   aber   auch  ^^   und  |,  conjugirt  complex 

werden,   so  bleibt  doch    ^i  S»° -I- li° ^^    reell.     Uebrigens  wird  für  den  Fall  von 

vier    reellen   Wurzeln   A*  —  CA  <  2  (C*  —  Ä/>)  ,     während    bei    vier    complexen 

Wurzeln   A*  —  CA  >  2  (C*  —  BD)  . 

66  sind  zu  den  Formeln  des  Art.  6  die  Gleichungen  hinzuzufügen: 

g  =  M^  —  LN  ,  |Ä  =  {Lx-^M){M^X'hN^)  —  (L^x -^  M^){Mx -h  N) 

4*,  »3  =  hh-^^hh 

4*3«6  =  »i*o-»-  3UU 

=    4»i«4  —  »\»6—  3«3»3 

S.  85,   Z.  16  lies  c^s^   statt  ef^  . 

S.  86,   Z.  6  V.  u.  lies  »mit  dem  Modul  x  <  i«. 

27  tr 

S.   103,   Z.  13  lies    »()  = -,    also    in   diesem  Falle    eine   absolute 

^  G   —  i-jH 
Invariante«. 

Abbandl.  d.  K.  S.  Gesellscli.  d.  Wissenscli.  XX.  1 3  a 


A/*- 

-LN  .           {h  =  {Lx-\ 

3i,  =  2[AD,-DA,_) 

2»,  =  AE^  —  EA^    , 

3.-,=  2(fi£, -£ß.) 

p(G'-27fl') 
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S.  109,   Z.  8  lies  »in  Bezug  auf  x  und  auf  »/«. 

S.  113,   Z.  10  lies  a?y*  statt  x^y  , 

S.  119,   Z.  6  einzuschalten:      Man   sieht,    dass   die  vier  Thetafunclionen  der  par- 

tiellen  Differentialgleichung  genügen  l       \  0[u,q)   «=  —  49  v     i*^  (w,  </)    . 

S.  119,   Z.  10  lies  »folglich«  statt  »nebst«. 

S.  125,   Z.  11/12  hinzuzufügen: 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  durch  die  Elimination  von  <;•  aus  der  Vorbindung 
von  P  und  11*,   so  wie  von  I*  und  11*,   die  Verdoppelungsformeln  des  Art.  18  als 

IgiV'  =  m^[hi^)      und     tgiaf'=  tgi/''J(i/'',A) 
hervorgehen  müssen. 

S.  126,   Z.  10  lies  »wodurch«. 

S.  126,   Z.  4  v.  u.   lies   1  -^  Jq)  statt  Jx  • 

S.  129,   Z.  1 1   lies  »aus  dem  Centrum  auf  die  Tangente«  statt  »auf  die  Tangenten«. 

S.  131,   Z.  10  v.  u.  lies   »was  aus  dem  Nachlasse  von  Gauss  Bd.  3  seiner  Werke 
über  elliptische  Functionen  enthält«. 

S.  138,    Anmerkung  zum  Schlüsse  des  Art.  39. 

Wenn  hier  durch  Einführung  dos  complementärcn  Moduls  q  oder  </'<  e""^  ge- 
worden ist,  so  gilt  selb^verständlich  diese  Ungleichung  nur  für  reelle  Worlhe 
des  Moduls.  Das  allgemeine  von  Jacobi  aufgestellte  Transformationstheorem  er- 
solzt  q  durch 

.m  Jii  •¥n\f^q  .  mK  •¥  nJCi 

q'  ss:  e  m'ni  -^n'lgq  -—  ^  m' A' •♦- n' A"» 

WO  mn  —  m'n  ==  i  ,   und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,   dass  durch  geeignete  Be- 
stimmung der  ganzen  Zahlen  m  n  m'  n'  stets  mod q' <^  6"^^^  gemacht  werden 
kann.     Siehe  Jacobi,   Werke  Bd.  I,  S.  385   und  Bd.  11,  S.  35,   sowie  Leipziger 
Berichte;   1862,   S.  92  flg. 
S.  138,  Z.  8  v.  u.  lies 

sinu'-—  (7'*sin3w'-l-  <7'*sin5u'  --  q'^^sxnju' ^  .  .  . 
'^  ""  cosm'-I-  (/'*cos3w'-I-  <7'**cos5w'-I-  7'**  cosyti'-h  .  .  . 

S.  140,  Z.  9  lies  »wo  für  x'  =  cos* 

^'  =  Ig'Ki^  "•  ')  —  cos^j    ,  A/  =  tg*^(^7r  —  ; J  =  cosf^     elc.« 

S.  142,   Z.  6    einzuschalten    »oder    x  =  3  —  }/8 .      Vergl.    Thomae,    Theorie    der 

complexen  Functionen   (1873),   S-  m«« 
S.  146,   Z.  7  v.  u.  lies  »I  und  >/,   sowie  ^y«. 
S.   150.     Vor  Art.  45  sind  als  neue  Artikel  einzuschalten: 


44«. 

Die  Differenlialformeln  der  Art.  33  und  44  lassen  sich  in  frucht- 
bare Reihenentwickelungen  umsetzen,  wenn  man  die  Logarithmen 
der  Thelafunctionen  bildet: 
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4fl-l\ 


,  xTf       Q^      cosznu 

,     .  X7       9^**       C0S2nM 

Ig^^M  =   l^(2X,g^e0SM)  -l-^lg(l  +  2g*'*COS2MH-7*'*) 

=  lf?(2x,9^eosw)-i-2^  (-1)"       ^    ,„ 


\n-i        9**        C0S2nM 

I  —  9  n 


Durch   DiflTeicnliaUon  folült  sogleich  für  die  Integrale  zweiter  Gattung 


2qf*"cos2M -1-9'"  "^  I— ^ 


-r    T*  mr-7  (/  MIl  ^  (4  ^-r  ü 

^l"  -^^    I  —  2^*"cOS2M  +  g  '^^l— g" 

^i"  -^^  i-f-2qf*"cos2M-f-9*'*  -^^ 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man 


=  cot?/ —  4sm2M  >     -       ^    — -—^ 

I  —  2  g**  cos  2U-\-q 


^,t/^3w         ^,K9^)  ^  1+9" 

1  -I-  2  g    cos  2  M  +  (/ 


43»* 
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sin2U  ***  I  —  27     C0S4« -*-qf 

^u»^u  *  »(2U,q*)  '^  i-q*"-*       ^^ 

„in—t  I,  _.    „«n— »1 

=  8sin2«  V ?__JL+? \ 

-*i  i_27'»-*cos4«  +  g*»-* 


n  — 4  ^n 

sin  212  71 


=  COtM-|-4Sin2M  > ^ 


1  —  2  (— 7)*'cos2M-f-qf*'* 


sin  2  nu 

•-(-9)" 


=  l^u  +  4  sin  2  u  ^ i 

'^^  I  -h  2  (—  qr)**cos2M  +  7*** 

folglich 

^^3    *     —  .  —    1  -*-8sinSi  V ~r--^^ r;i> 

^,w       tg«l  -^  i-2<^««eos2WH-(/'~' 

=  cot?/  — 4  >  — — — -sin2nM  =  — cotöp 
^  1  +  g***  ^«^        ^ 

»^^U  ^      l  ^    H-2  9*~COS2WH.9**»/ 

2Ä'X' 


=  tg^*-»-4>  (—  1)"--— -sin2n7«  =  tgy 

I  H-  gf  ^f 

^i^^v. —  =  - — {  I  +  4Sin  M  >  ^— ^ ^? — ^ J 

*     '&,u        sinul  ^  -^   l-2(y*%-OS27l  +  (/*"' 

I  ^     a*"*"'       .    ,  ,  2A'    I 

=  -; •-  4  ^  —  — r;r-7  sin   2  n  —  1   ?i  = : — 

sinw      ^-^^  i-^g*"-*        ^  '  yi:  siny 

«      ^^U  ^    I-2?*''-*C0S2«+9*«-* 


1-9 


TT 


und    wie    sich    durch  Vertauschung   von    q  mit  —  ^   und    von  u  mit 
w  +  fTT  leicht  ergibt: 
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= 4  >  -^— ,-— -:sin  2n  —  ilM  =  —  .  '^ 

sinu        -^^  1-1-^*»-'       *  '  TT  sinr/) 


«•♦-i 


*     '*,M  COSUI  ^  -^    I  +2fl*"cOS2M  +  fl*"' 


I  'tr,         >n      9  ,  ^  2A'z/n) 

= H4^     —  I       --^— ,i— rCOS   2«  — I   U  = '- 

COSU  -^^    *  '     i—^*»-*  ^  '  TT    COStp 


*^^u       cosul         ^  -^  n.2qf*''cos2U  +  g*'*' 

COSU  -^^    ^  '     i+g***-*  ^  TT      COSq> 

*^W  ^  -<ii-^    I-  29***- *C0S2tt +  /'*-* 

VT        ?'*"*  /  ^  2Kk 

=  4  >       ""    ^- — ^cos  2n— i)u  = coso) 

Zur  Vervollständigung  dienen  die  Ausdrücke 
^S^  ^  =1  ,  ^y(-i)V"-"Mcos2UH-g^^-') 

-^    ^  '     H-  5*"  TT      J(p 

-^    H-  ^«'»  TT         ^ 


*}  Jacobi  gibt  in  den  Fundam.  S.  87  dem  letztereo  Ausdruck  die  Form 


in-  t\ 
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ausserdem    fiod(»n   sich    in    den   Fundam,  (S.  187}    noch    die    hierher 
gehörigen  Entwickelungen 


ir^  =    .—  {  1+  4  sin  w  >  '    ' ^^      } 

sinw-^  I  —  2  9***cos2M-*-g*'* 

~-  =  \  I  -I-  4^*os  '^  > —     — *^i ^  } 

^n       cosul  -*^    I -i-2  9*'*cos2M-i-7*'*  ' 


^«M  COSUl  —      I  -I-  2q'"'C0S2M  -I- 7 


44b. 

für 


Durch  Integration  der  Gleichung  für  -'     geht  der  Werlh   hervor 


2Am        ,,  ,,    /•»^aW.  '^rr      9        sin2nu 


7 
=  u+2^(-i)'*-*arctg 


*'*-*sin2ii 


I  —  g^**     *eOS2M 


*)   Hieraus  entspringen  die  Irigonometrisehen  Reihen 
tu  ^  ^''»  "^  4^"»*^«""«   -  w  '-  =  cos«  "^  ^-^  ^~  O''*»cos(2n  -  i)u 


/>;       I        ^-,.   .  ,        ,  .r' 


<>;;,  =  si'n»  -  4^*»«'"  (-'«-!)«,         ,;^'„  =  2«.  +  4^  (-  i)"a„cos2na 

WO 

m  =  1  m  =  1 

Uebrigens  leuchtet  ein,  dass  die  im  obigen  Art.  gegebenen  Entwickelungen  für 
M  =  o  oder  u  =s  ^ii  Ausdriicke  mannichfacher  Art  für  die  Potenzen  von  O  t*^^  i'*^, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  für  die  Producte  <'«'^j,  «'^»^j  und  «\«''j 
und  deren  Quadrate  liefern.     Wir  führen  beispielsweise  nur  die  Gleichung 

an,  welche  in  den  Fundam,  S.  187  nicht  ganz  corrccl  ausgedrückt  ist. 
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Während   die  Integralion  der   übrigeD  QuolieiUen   die  FormelD   liefert 

-^^  I -f-7  **    *       2n  —  I  '^^  I  —  g"*    * 

"^^     i+q  2n  — 1 


=  Igtgi(Vr  +  u)+^(-.irigi 


2  7'*sinu-*-7*'* 


I  —  2qf'*sintt-l-7*'* 


=  Igtg|:i7r  +  w)+^lg' 


I -?*'*-*  2n-i 

2  7**sinw-l-7*'* 


I  —  29'sinw-*-(/ 

2 //ii   — -   w     ff  . L 1-   =   :ii 


=   lgC047^H.^(-irig 


^        I  +  27    COSMH-(/ 


I  —  2qf'*cosu-l-^*'* 


3; 


•qf"'    ^      2n—  I  —       I  —29" 


7) 


^^,  1        -^(/m  =  xx   /       — ^ — ^  =  arclg       >cos«)  I  =  arccos -7— 
Va      ^3"  t/^         -^ ^P  ^  >«  '  -^'P 

=  42'(-'r'-^"4rT-''"^^=^^(-')"-'a-tg^^i:' 
'^^  i-f-7  2n— I  '•^  1—7    * 

,^    ri^^sWj  ri^  drp         ,       ,4  I       .1  X7     ?*""■*      cos(2n— i)u  -, 
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.       ^    ,.     pi^d-^n  p\ns\l\(pd(p  j/r/) -h  x  cosr/)  /  i  -«- x    .     .V 

_        '^        7**"  C0S(2«—   !//_     -^.      I   -f-  27'*""'cÖSU-h9***"* 

^«^sl        -*^  ^"  =  1        -^ S-  =  lg-     »  . ==  Igl-—— colli;   I 

Vu      ^1^^  t/y      s\n(fJ(p         ^      X  sinr/)  ^\     x  ^   / 

,  .  ,r-y        O***'*         (-08(2/1  -    iW* 

'^^    I  —  7^  2«  —  1 

'^^       1  —  2(/  cosu  -*-  qf 
Vo    *,«  Jo         ^f  "(l+X  )C0Sf/>  "cosx 

=  —  Ig  sin  w  +  4  >  ^ ^?- ^^ ^^ 

-^^     i+qf"*  n 

In  diesen  Formeln  sind  manche  bemerkenswerlhe  Resultate  ent- 
halten.    So  z.  1).  folgt  aus   i) 


12 


f/)-u=   V  V(-i/-Mgi— ^  -    '     . 


mithin  für  e*'**  =  w 

9 


I  —  -  •  I  —  q^io  •  I  —  '  .  I  —  9'w  • .  .         Vf—  i]"o 


Ol 


—  aw  •  I  —  -    .  I  —  ö^w  .  1  —''-..  .         >  (—  I)    g  «^ 

wenn  die  Summationen    im  Zähler   und  Nenner  zwischen  ±oo   aus- 
geführt werden*).     Damit  erhalt  man  (Jacobi,  Werke  Bd.  I,  S.  9) 


*)   Die    Kciheoientwickelungen   der  Producle   ergeben  sich  leicht,    wenn   mao 

0  u 
berücksichtigt,   dass  Nenner  und  Zähler  in    —  übergehen,   wenn  man  w  mit  qw , 

'  resp.   mit  -  -  vertauscht  und  dann  q  statt  q    schreibt . 
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Aus  2)  ergibt  sich  ferner 

d-^i^'ljr  —  w~7^)         1  -+-  2^JsinM  —  2r/i('0S2M—  27*sin3W. 

tg|;l/r  —  rt)  +  2(/;')  = rr: ,-  = 1 —    . ^~ 

^[^•|/r  —  M.qf*)         I  —  29isinM  —  2g4(?os2u  + 2qf«sin3M. 

während  aus  6)   und  8)  die  Gleichungen  hervorgehen  ^) 


sin^(^/r-i-M)  —  qf8in|(i/r  + w)  +qf'sin|(i/r +  i<)  —  7*sin|(J>r  +  ti 
c 


cos^  {^71  +  m)  +  g  cos|  (^/r  H-  u)  +  7'  cosf  ( \/c  -I- m)  +  9*  cos  J ;  J  /r  +  w)  +  . . 
^i(i^<)^3(iw)        ^i(i«^,'9*)        sin^?*-i-qfsin|M  — 7'sin|u-9%in|M, 


Die  Formeln  3)  und  7)  liefern  resp.  für  tp  ^  ^n  und  <p  =  o   (Fund. 
S.  108) 

1     9"-* 


arcsinx 


=  4^(- 


?*»-'2n-i 


n—  4 
^9  _     _    .   V»f_.^"-'<.rr,l„/,»-i 


=  2^(-  i)»-'arclg    "''  ,^_-    «  4^"'(-  i;»-'arclg9' 
^*  I  —  q  ^^ 

Die  Ausdrücke  9)  bis   12)   endlich  enthalten  die  Wertlie 

^ll;    =r  —  tgl/;    =  - 

x'         ^  ^(iu,9i)  i+x^^  ^^\u,q^] 

cosx        ^,  (1*,  9*)  ^3  (9*)  .  ^»  (u,  9*)  ^3  [q^] 


SIDX 


welche  sogleich  direct  verificirt  werden  können. 


Bei   den  Integralen  der  zweiten  Gattung   erscheinen    die  Qua- 
drate der  Quotienten  zweier  Thetafunctionen,  desshalb  mögen  auch 


*)  Jacobi  a.  a.  0.  sowie  in  Grelles  Journal  Bd.  3,  S.  192. 
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für  diese  die  beireffenden  Reihenentvvickeliingen  ziisamniengeslelll 
werden.  Durch  wiederholte  Differentiation  der  logarithmischen  Diffe- 
rentialquotienten folgt 


_  g  yr q  cos2U öV/ y        ^  s\n  2U \' 


cos  2  nu 


'     ^g-y g*%os2M 16  y/  g*"sin2u  \* 

sin^*         '^  i- zq"" cos zu  +  q*"  '^  \  1  -  zq*" cos 2U +  q*''l 


\dul      ^      ^  ^^U  XO^^UI  cos  M  -^^  ^  i_g"» 

cos'm        -^  n-2g*'*cos2M  +  9*'*       *  -^  *H-2  9*''cos2a-*-9*''/ 


.  -cos2nw 


^_g^_ ?         CQS2U  _,5V(—      g         s'"^^  \  >^ 


jf***    *cos2U  aV/  ^*'*    *sin2M  * 

jqf''*~*C0S2W  -f-^*""*  '^    MH-  27*'*"*COS2M  +  g 

Lässt  man  hier  u  unendlich  abnehmen,  so  wird 


.  +  8^(-.)»-^„=-.-8^- 


^«n\4 


*,      ^'     '  ,_g*»         -^  (1  +  9*"-') 


^]   Durcli  nochmalige  DilTerentiation  würden  sich  die  Gleichungen  ergeben 
*    '        ^M  sint«         -^  1  —q 
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*]     Die  Substitution    dieser  Werthe    in   die  Gleichungen  des  Art.  44, 
S.  148  liefert  die  gesuchten  Ausdrücke: 

(*»,*t?)'_,62'(-.)"-;^,»i"*»(l»-»i 


'^^  I  —  q 


{^^^Tui=^^'i:-,"Ani^^^^---i-ir 


'       sin  nu 


-r 


(^^,?)   =    .\    +8V     "\  J.-g-cosa««) 

=  cot*«  ■*-  1 6  V I   ^^  ,„ —  -:„ COS*/J M  } 


*)   folglich  auch 


0*  =  .  +8^(-  x)»-":L„  =  .  -HS  V(-  .)»      J^   „^, 


1-9'"-'  ^       (1-9 


4»-li  4 


&:  =  '  +  8^       7      ^„  -  1+8^ 


Vergl.  auch  Leipziger  Berichte  1862,  S.  114. 
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1  —  qf  " 


,n 


=  *V  i6  V(-  ,)»-•  -"i-  -sin*»« 
I  —  g 


»-•  "9"  o.„» 


-9- 


Sin  nu 


=  ^/+i6V(-,)»-^sin*n« 

•^^  1    —  g 


Bildet  man  endlich  die  Gleichungen 


«n-      I       ; 


=  8  >  ^^ ^ ^-- =  8  >       ^    ^„{  n  —  2 ^sin^nu  } 


*.«  "^^        Ö9  -^li_,»»         l_29*"cOS2U  +  7"'' 

/        ff"       \*  0*" 

=   -I+SV  ^  (1+20082««)   =   -1-8  V-— 1__-(,  _4C0S*nM) 

"••    M— qr"'  ■**    (i_g"')» 

^=:  J0^'g^*"=   -l+gVi      »?*"  2«?*"  (cos  2  M  ■!-(?*")    t- 

*,«  ^        H  -<iti_,»»         l+29"'cOS2U  +  9*»/ 

^»!!f  ==  _ .„^Ml!f  =  8  Vi    "*?*"    _  (2n-i)?*""'(cos2« +  «?*'♦-•)  1 
*,«  49     j^  ^ij_^»»  1  +  29*»- '0082« +  7*»-*      ' 

=  8^.--K-7r(.H-7->o82n.  ^  3^  (-^j  ^  _  ^  ._±i;:,..„.„„} 


Digitized  by 


Google 


1S7]  Zok  Rbdvction  elliptischkk  Integbale.  xm 

so  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Quadrate  der  logarilhuischen 
Ditferentialquotienten  in  der  Form*) 

(— —  I    SS  i6  >  i — ^-r V  —} Sin  nu 


q  (i-q 

)    =  col*«+  16^1 

q-]-       l-q' 


15^)    =col*«+,6V{-^i---    "•?  ,„}.os%« 


44d. 

Da  man  die  Eotwickelung  der  Quotienten  von  Thetafunclionen 
und  von  Producten  derselben  in  Partialbrüche  und  in  trigonometrische 
Reiben,  wie  Jacobi  gelehrt  hat,  auch  direct  vornehmen  kann,  so 
lassen  sich  umgekehrt  auf  diesem  Wege  die  im  Art.  33  angewandten 
DifferentialausdrUcke  ohne  Schwierigkeit  ableiten.  Auch  bemerkt 
man  leicht,  dass  a.  a.  0.  die  Relationen  &*ü*u  =  ^,Sv^^*w  +  ^*t>,*w 
u.  s.  w.  selbst  einfache  Folgerungen  jener  Differential  formein  sind, 
wie  z.  B.  durch  Subtraction  der  Gleichungen 

erhellt,  wodurch  der  Werth  von  ^' 7—  hervorceht. 

In  einem  an  Hermitr  gerichteten  Briefe  vom  6.  Aug.  1845  ^e- 
merkt  Jacobi ^^) ,  dass  er  die  Zerlegung  von  k^[~\  in  Partialbrüche 
in  seinen  Vorlesungen  behandelt  und  auf  die  inveise  Transformation 
und    die  Division   der    elliptischen  Functionen   angewandt   habe.     In 


*)  Vergl.  §  85  des  reichhaltigen  Werkes  von  Schellbach  über  elh'ptische 
lalegrale  und  Thetafunctionen,  wobei  bemerkt  werden  mag,  dass  die  Formeln  2) 
und  3)   nicht  ganz  genau  zu  sein  scheinen. 

**)   Werke  Bd.  I,    S.  357,    auch  Crelle's  Journal  Bd.  32,    S.  176,    so   wie 
Liouville's  Journal,  Bd.  11,   S.  97. 
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seinem  Schreiben  an  die  Pariser  Akademie  vom  30.  Juli  1849  *) 
kommt  er  auf  die  betreffenden  Entwickelungen  zurück  und  führt 
eine  Anzahl  darauf  bezUgh'cher  Ausdrücke  an.  Ihrer  häu6gen  An- 
wendbarkeit halber  stellen  wir  die  Fundamental  formein  der  erwälinlen 
Zerlegung  im  Folgenden  zusammen^*). 

Sei  cö  =  e^^* ,  C  =  ß**^*  5  so  erhält  man  auf  elementarem  Wege 

-\'  =     -^   hm r ^ z ^^ : 1 — — 


«P 


n=  -p  »  —  7     *"         _oo    •  —  9      W 

folglich  der  Symmetrie  halber 

Zur  Convergenz  wird  erfordert,  beim  ersten  Ausdruck,  dass  niodf 
und  beim  zweiten,  dass  modct>  zwischen  ^*  und  i  enthalten  seien. 
Durch  Umkehr  der  Vorzeichen  von  u  und  v  erhalt  man  für  das 
Intervall  von   i   bis     « 

00  ^_n  O»         ^^„w 


"^«>.r        -^*^.         q^-^'^ 


9 

—  OD      I    —    • —00       I    '—  "T" 

0*  C 


Man  bildet  damit *'^'')    die  für  das  ganze  Intervall  zwischen  9*  und   -^ 
geltenden  Ausdrücke,  in  denen  u  und  v  reell  sein  dürfen: 


*)   Comptes  rendus  Bd.  29,   S.  97,   so  wie  die  Abhandlung  über  die  Rotation 
im  2.  Bd.   der  Werke,   S.  144  und  in  Grelle's  Journal  Bd.  39,   S.  197. 

**)  Vergl.  ScHELLBACH  a.  a.  0.  §  66  und  §  72,  wo  für  v  =  Ig  - 

^i^^iV  ^  sin(xH-5''i) 

geschrieben  ist. 

***)   indem  man  die  Summe  auf  die  Form  bringt 

OD  00  -II  5.*- II 

2t    >i,     —  21     >7       { 

0) 


1  1 


an 
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^^O-^  {u  -hv]    ^    1  I  ^  , ^  sin  2  (w -*-nr)  —  qr***  sin  27ir 

^^u^,v        ■"  tg  w  "*"  igt^  "*■  "^^  ^     ~~  7_  2  q^""  cos  2  w  V  9*'' 

__^     I  1  '^  ^nsm 2  [nu -hv)  —  q     sin2  7Ui 


,'<?<;. 

?*<«^<^ 


Die  übrigen  Formeln  der  nachstehenden  Tabelle  ergeben  sich  bequem, 
wenn  man  die  Argumente  u  und  v  um  ^tt  oder  um  ±  |  Ig  ^- 
ändert.  Im  letzteren  Falle  erhalten  o)  oder  f  den  Factor  (resp. 
Divisor)  q  und  es  gehen  über*) 


d'U    m    — ^— 


qiyco 
i  d-u 


resp. 


&^u    in    — r resp.     —     —  , 


q^i 

-^uyio 

q^i 


&^u    m    -,'-     resp.     -^— |-  - 


^jW    m     — p' —     resp. 


9^ 


^',&{u  +  v)  _  .^ l 


^n-i 


«/*"-*  CO 


.in-r  +  ^-T? 


,„_,sin  [2M  +  271  —  iv)  —  9*"    *sin(2n  —  i)u 
I  -  2  9*"^'7os2^  9*"-* 


^;^(«  +  t;)  .  ^     ^      9»t" 


9*"w 

sin  ( 2 nu  +  m)  —  q*"  sin  ( 2 n r  —  »<) 


I  —  29*"cOS2M  +  9*" 


0^^»(u-t-v]  _ 


(_  Ij^^-t" 


9'"a> 


COSM  ■^^  *  '     ' 


„COS  (2)1« +  1«)  -l-qr*"cOs(2WD  — m) 
I  +  2qf*"cOS2M  +  g*'* 


^»/^  (m  +  «)  _ 


<7*<C<i 


-/*<:<;. 


<?<?<  — 


'?<^<4^ 


9*<r<i 


*     ^  .  "Vf     ,  in„tn- 4  cos  (2M-»- 2n— ir) -i-7_" cos(2M  — i)t;        „t^^^i 


cosr 


~  I-? 


=  4^?"-^^ 


„_^  sin  (2n— I  v  +  m) —9         sin  (2«  —  id  — m) 


,_29*"-'cos2MH-9*"-* 


['/<C<^ 


*)   Jacobi  in  Crelle's  Journal,  Bd.  3,   S.  104. 
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g*»<<i 


•VT  insinafw +  nv)  —  o*"sin2nv 
=  cot«  +  cotv  +  4  >  q*" —^ 2 — 

,  I  —  27     cos2tt  +  q 


—  OD 


ny-n 
q     (jj 


«««* 


=  Igt/  H-  tgi;  +  4^(-  i)**^*'» i ^ "i ^^p- 

,  I  H-  29  **COS2WH-7*** 


'V  lH-2g"      *COS2MH-9" 


_  .  VT/_    vn-<  n-iC0s(2n— iv+h)  —7         cos (2«-  w  —  u] 

*^^  ^         /^  I-2</'"-' 0082  «  +  </*"-* 

■VT,       ,„  j„sin2(M  +  «r)  —  o*'*sin2wr 


1  —  29      C0S2M  +  q 


»;&,{u  +  v) 


^, 


Q© 


^-"w 


VT  4„sin2{»< +  ni')  +  «    sin2nt) 
=  _  tgM  +  coli.  -  4^7*"— ± j-i ^ ^-  - 

,  1  +  2  g     C0S2  ?<  +  q 


[<60 


9*<U^ 


7<?<r 


?<:< 


7*<-:< 


7*<^r<^. 


?*<r< 


?*<c<7 


_     ■CT  „_|eos  (2/»  —  I  V  +  m)  +  7*"    'cos  (an  —  1 1>  —  m) 
-  4^  9        -  7+29*»-'cos2M  +  9'»-' 

_     I      .   ,  VT,      .^n-^„tn-^cos(2M^-2«—  i  v)  —  7*""'cos(2n  —  i)r       »^  ;.'^  ' 
-c-^^-*-4^(-')        9 :^7?^-cos2«-H,— ' '^-'^7 


n  „sin  (2 nvH- ?()— 7*** sin  (2nr  —  m1 


Sint/         ^^^  ^    ^  I-2(/*%OS2W-|-9*" 


?<^<i 
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„cos  (2nr  +  u) 


=  ^r„  +  42'9' 


(/'"cos  (2Wl' 


2g*'*COS2W 


q^^^-'io 


?*<C<! 


I     ^     "^  m-|Sin  (2M  +  2n— I  r)  H- 7  "    *sin(2W  — i)r        ,       ^        i 

"■  sinl;  ""  ^-^  9  rHhT^'*-~*'c^2V-r/«^=^^  9  <  ^  <  -^i 

Zu  bemerken  ist ,  dass  die  beigescbriebeaen  Convergenzbe- . 
dinguDgen  sich  auf  die  Moduln  der  Grössen  f  und  q  beziehen. 
Es  ist  wohl  nicht  nöthig,  die  analogen  i6  Formeln,  welche  sich  für 
die  nämlichen  Quotienten  durch  Vertauschung  von  u  und  v 
resp.  (0  und  ^  ergeben,  ausführlich  hinzuschreiben.  Uebrigens  sieht 
man  leicht,  dass  diese  Yertauschung,  mit  Bezug  auf  die  Ausdrücke 
des  Art.  44*,  dem  Uebei^ang  von  den  Partialbrüchen  zu  den  tri- 
gonometrischen Reihen  entspricht. 


44e. 

Um  schliesslich  ein  Beispiel  der  Transformationen  zu  geben, 
deren  die  Entwickelungen  des  vorstehenden  Artikels  fähig  sind,  be- 
trachten wir  die  Gleichung 


;»;.»,  (u  +  t;)  __  _2 


'  •  _0f>        * 


r 


q     (o 


und  trennen  zunächst  auf  der  rechten  Seite  die  Glieder,  welche  un- 
geraden und  geraden  Werthen  von  n  entsprechen.  Dadurch  erhält 
man 

^,u&,v  ^,(21^1       ^(u,qY~  ^Au,q^)        t 

^  ^; ig')  &{u^2V,q')    ^  ^;{q')^{u^^v,q')    ^  ^;(/)  ^,  (i/ -h  4^%  7') 
&  (u,  q')  &,  {2V,  q')  &  [u,  q')  ^,  (4V,  q')  ^,  (u,  q')  &,  {4V,  q') 

und  bei  unbegrenzter  Wiederholung  derselben  Operation 

^;(g)^,(u  +  t;,g)  ^  ^K[f)^[u^pv,q^] 


wo  p  =  2**  die  Potenzen  von  2  durchläuft. 

AbhABd].  d.  K.  8.  OeMllsch.  d.  Wissensoh.  XX. 


13»» 
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Ferner  setzen  wir*) 

wo  tn  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten  soll.  Damit  n  allen  Zahlen 
zwischen  ±00  gleich  werde,  muss  n'  dieselben  Werthe  annehmen, 
während  fi  ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen  nach  dem 
Modul  m  zu  durchlaufen  hat.    Dadurch  geht  die  Doppelsumme  hervor 

a'a  ^.  _.  *,\  ^  modm  CD  ^mn 

Da  cü  den  Factor  9*^  erhält,  wenn  u  um  /itig—  geändert  wird, 
so  folgt 


Lässt    man    jetzt    f    in    af    übergehen,    wo    «  =  e  «•       eine 


^/r 


mle  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  so  wächst  v  um  —  und  es  wird 


m 


Summirt  man  hier  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Wurzelwei-the 
von  a,  oder  was  dasselbe  ist,  lässl  man  auch  p  ein  Zahlensystem 
nach  dem  Modul  m  durchlaufen,  so  folgt,  da  /^oc'*  verschwindet, 
wofern  nicht  /i  ^  omodm,  " 

Ersetzt  man  endlich  9  durch  y»  ,   v  durch  — ,  so  ergibt  sich 

Durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  i),  nachdem  daselbst  u 
und  V  vertauscht  worden  sind,  erhält  man  die  Doppelsumme 


*)  Vergl.  Leipziger  Berichle,   1862,  S.  131. 
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wo  das  Argument  q  auf  beiden  Seiten  unverändert  geblieben  ist. 
Allgemeiner  sind  die  Ausdrücke 

m  •  1  "* 

m  m 

la  letzterem  wird  vorausgesetzt,  dass  m  und  n  keinen  gcmeinschaft- 
lichen  Theiler  haben.  Analogen  Transformationen  sind  auch  die 
übrigen  der  sechszebn  Quotienten  des  vorigen  Artikels  unterworfen. 


44  f. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  noch  folgende  Ausdrucke  für  die 
bei  den  Integralen  der  zweiten  und  dritten  Gattung  auftretenden 
Thetafunctionen  Erwähnung  finden: 


*3«_*>^±  v/— ! '      \^-iy       ?'"-'(co-r) 

woraus  fUr  m  -|- »  ^  o  oder  fco  ^  i 

^r                    '30  tn+i       .      in.- 1 

^_u  _  ji_  ^/  1 1         \  _    I     |.        ^  1  •«•  7  "     w 

CO 


*,  U  I      VT  /  I  >  \  *    !•        VT  '  + 
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Ol 

^3?^  __    1    yy/  1  I  \        J   lim  Vin?__^ 


und  wenn  man  nach  den  Potenzen  von  w  entwickelt 


1  2    xrrw  —  0     cü  \  ^      ^ 


&^u         «    iH-w        i  '^^     i-^q""    '  w" '  q' 

^  2     -VT/         vn^    — Q     ^  «^        ^ 

^,'«  2      ^(-l)V/      «  I     i  .J_ 

9 


Fur  die  Integrale  dritter  Galtung  endlich  wird 


„tn -»,.)-        I  — 


9«" 


9*     <u      —V       f 


-ig; 


^  CO  ^  C 


^2«-l 


ig 


9       •;;r   ^+9 


wo   in   den   Functionen    t>    fsse**^*,    in    den    e   f  =  e"*''    gesetzt 
werden  muss.     Damit  erhalt  man  ohne  Schwierigkeit 
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lg 


I  —  27  **       C0S2(?^  —  t?)  H-  ^ 


r,^n , 


lg 


_  ,    cosjiM-w| 


47     sin2?/sin2f 


2qf     C0S2  (u  —  v)  +9 


,4n  / 


•g 


I     e,[v  +  ui 

21  '*6>,(«  — «i 


OD 

=  ^arclg 


4^***    *sin2i/sin2t; 


i  -H29*'*'"*cos2(u  — t?)+g*** 
9  e         SIU2U 


^.) 


1—9         e       cos  2  w 


-^arctg 


e     sin2?^ 


,-,*'»- »e*^cos2^/ 


=  — ^arclg- 


qf         ( e    —  e       )  sin  2  w 


1  .O^jv  +  ui 

21    ''ö,(t'  — MI 
21    *Ö,(V  — «I 


I  _  g"- '  (6*"+  e-'")  C0S2«  +  g'"-' 
=  t/  +  ^  arc  lg  -2-^7r3T,. 2>  •'"■"  '8 


=  u—^  arc  lg 


in   —  i  t' 

i  ^  q    e       C0S2U       ^ 

f    e       Sin  2  t/ 
i -H9***e~**'cos2W        ^ 


^  arc lg 


I  —  7*'*ß**'cOS2?/ 

7    e     sm2?< 
I  +  9*"e**'cos2W 


QO 


^^  7*'»-^c-*^sin2M  ^-T       .       (?*'*- *e**^  sin  2  u 

,  1+7         e       C0S2U       , 


4»—  !     iV 

q         e     cos2?( 


nebst  den  trigonometrischen  Reihen 

^(v  +  w)  '^      (j^        sin  2nv 


sin  2  nt/ 


A(t)+j^  sin>  +  ti)  y     q^^ 


siii2nr  . 
' sm  2  /i  u 


(-i)V^    sin2n?; 


sin2nM 


•^^jv^u]    _ 


—  i)**©^   sin2nv  . 


sin2w/^ 

n 


^int>_^-*».r 


9 

^— tnv 


—  ^    e        sin2nM 


2t^e,[v-ui)  ^'^  i-q* 

21    ^ö,(t;-«0  -iir    ,_    tn   •  ^ 


sin2nu 


-9"'c' 


sin  2  77  2/ 


sin2fi{^ 


<?<e-*"<- 


9<e-''<i 


?<«'"''<  I 


,<«-"<! 
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Dass  die  Ausdrücke  -rig  *,  "^"^^^  und  ~Tlff^4- — --^  die  Periode  ji 
nicht  besitzen,  weil  bei  einer  stetigen  Aenderung  von  u  um  n 
nicht  der  nämliche  Werth  des  Logarithmus  wiedererhalten  wird, 
darauf  hat  bereits  Jacobi  in  seiner  Abhandlung  über  die  Rotation 
(Werke  Bd.  II,  S.  175)  aufmerksam  gemacht.  Es  ist  auf  diesen 
Umstand  bei  der  im  Art.  56  gegebenen  Darstellung  der  trigono- 
metrischen Integrale  dritter  Gattung  Rücksicht  zu  nehmen. 


44  b. 

Umkehr  der  Gleichung  v  =  u  —  fu. 

Sei  fu  =  u  —  V  eine  Function  mit  der  Periode  2  ;r ,  so  lasst 
sich  die  Entwickelung  in  eine  trigonometrische  Reihe  sowohl  nach  u 
als  nach  v  vornehmen  und  zwar  erhalt  man  letzterenfalls  für 

nebst 

I      C^  I      /»^  I      z*^ 

a.  =r  ^ —  /       (w  —  v)dv=^  —  /       (m  —  v)  du  =  —  /      ftdt 

2JrJ__^'  27rJ_^'  27t  J_^' 

Damit  folgt 

2^rJ_J  ^  2niriJ_^ 

QO 

=  --  f  fldt+yj--  f  sinn(v  —  t  +  n)dt 

QO 

Wenn  z.  B.   u  —  v  =s  fu  =  2^ a^s\n2nv  ,   so  ist 


i 


oder 


nebst 


a„  =  —  /       (m  —  v)  sm2nvdv  =  —  /       cos2nvdu 

I      pi^ 
o«  =  —  /       cos2n(t  —  ft)dt 

n  =  v-^yj  —  f   "^  sm2nlv  —  t'hft)dt 
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Man   kann   diese  Formel    zur  Umkehr   der  elliptischen  Integrale 
'/weiter  Gattung  benutzen.     Sei  etwa 

WO 

yu  ^      (?•*        .  ^  9*"-*sin2M 

SO  wird  für  —  ^  v 
a         ' 

1 
«n  =  —  /       cosznit  —  Y  —\dt  =  -i '-  I       cos2n(/  — y-^ 


dt 


MssvH-V —  /        sin2nv  — ^-hy-rr-l 


dt 


Schreibt  man   e  =  lim 8/9,   so  erhält  man  für  abnehmende  Werthe 

0=0 
von  q 

I      /»^ 

wie   bei  der   Entwickelung    des   KfiPLEB'schen   Problems,    wo  u  die 
excentrische  und   v  =  u  —  ^sinu   die  mittlere  Anomalie  bedeuten*). 
Wenn  man  nach  Art.  39  und  40  mittelst 

m    = =  — ^  ,  u  =  m  u 

die    Argumente   u    und    9'   einführt,    also   d-^u^q)    durch   ö,(m\9') 
=  (^^[u'i^q')    ersetzt,  so  ergibt  sich  für 

W  IC 


*]  Man   sieht   leicht,    dass   diese  Methode  auch    auf  Integrale  dritter  Gattung 
anwendbar  sein  wird,    denn  wenn   in   dem  Ausdracke  für  w  noch  ein  Glied  von 

der  Form    ^Ig^-J tt    hinzutritt,  so  hat  diess  lediglich  zur  Folge,  dass  sich  in 

der   umgekehrten   Entwickelung   für    ti  —  v   das   Argument   des   Sinus    unter    dem 

Integralzeichen  um    2n — lg -5-7 TT    ändert.      Freilich   ist    mit   der   Aufstellung 

derartiger    integralformeln    für    die    praktische    Berechnung    noch    nicht    viel    ge- 
wonnen. 
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oder 


eine  Function  mit  der  imaginären  Periode  ni.  Schreibt  man 
w"=fi't,   t;"=s  t?'t ,   so  wird 

nebst 

1 

WO  jedoch  die  Convergenz  der  Reihe  vorausgesetzt  werden  muss, 
da  die  Ableitung  der  Formel  keineswegs  auf  strengem  Wege  erfolgt 
ist.     Die  umgekehrte  Reihe 

"»  —OD 

mit 


1-9 

convergirt    innerhalb    des    Intervalls    mod^' <  mode"**  <  i  .       Für 
g'  =  o  würde  sich  hiemach  ergeben 

c"  -h  c  ,  ^^         t/o 


S.  155^  Z.  14  lies  01/  «'  q>  statt  w. 

S.  157,  Z.  8  V.  u.  lies  »ersteren«  statt  »ersten«. 

S.  171,   Z.  7  lies  ttg^isr'  statt  ts . 

2K 
S.  178,  Z.  6  ist  die  Bezeichnung  71' ==  — sinw'coscr'z/ (bt',  x')   hervorzuheben. 

S.  181,   Z.  9  v.u.  lies  6=^*^  +  6"'*^. 

S.  184.     Zu  Art.  58  ist  anzumerken,    dass  die  ganzen  Integrale  dritter  Gattung 

durch   unbestimmte   Integrale  der  zweiten  Gattung  ausgedrückt  werden. 
S.  190,   Z.  I   V.  u.  lies  Chap.  24. 
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S.  191,  Z.  A  T.  u.      Hier    mögen    der   Vollständigkeit    halber    die    symmetrischen 
Formeln  aes  Additionstheorems  eingeschaltet  werden: 

^'u      ^'v      ^'(t«  +  v)        2Ä'x*  .        .       . 
-- — -1 — r r  = smopsmysmU* 

^[u      O^v      Ol(u^v)  ^  2K    I  —  cosycosjifcosi/'  ^2K     I  -^  Jq  JxJxp 
O^u      <f^^v      ^|(t*  +  t;)  n  sing['sin;|rsini/'  xn    singpsinjjfsim/' 

^s**      ^i^      ^j(<*  +  v)  _       2Ä'«*x'*    singosin;|rsini/' 

von  denen  Art.  62  Gebrauch  gemacht  worden  ist.     Schreibt  man  folglich 

Jr»ti  +  ti<        /»fi  — fi|  /»ti   a  /»i^        r^Tf  p\n 

0  vo  «/O  «/«  «/fi  — iij       «/fi  +  tij 

/»tl  +  V  /»tl  /»V     . 

»'[y]  =  /    -1  -f  y^» 

Jq  t/o        t/o 

so  erhält  man  für  die  verschiedenen  Werthe  von  y 

n    .4  sin<)&cos<p  Jijf)  ..      t  ,,r  i  ^    rr  r  ^    i 

l^siaVi f— i — TT-  =  U[smtjp]  =  -l/[cos<3p]  =.  -_t/[^9] 

Ä  I  —  X  sm  ^sm  g)|  *^ 

ji,  .sin^v*  sinycosyJt^    ^  ^  _i^    ^  ^  ^  ^^ 

Ä' ^  8in9  '  cos*9  —  cos*<ri  ^'"^  'sinqp' 

ii/!!^f      sin<^cosy./y_  ^  ^  ji_    ^  ^  ^  -!-.U[^] 

K\co8(pf   cos*9  — sinVi^  9  ^^^^  **        cos^' 

n  /siny^  v*       sinycosy^y        _  .L^rJLi  =  u\^^]  = —U\^-^] 

Ä- W9    /  x'Vx*co8*9)cos*(^,        *^     ^9  ^^9>^  *'*'     ^^9^ 

-— sin^sinjirsinip  =  F[sin9]  =  —  F[cosg&]  = V[^fp] 

2  K  XX 

2/r  COSg)  uoirj  ^  ^,       '^C0S<JC' 

7r  sinysinjfsini/i  _  ji_  ,.r  J^  1  _      .siny.. i^     ^.cosy.. 

Jic    Jq>J%dHf     ""  XX     ^Jy^  "~      ^Jy^~        x'x'     '-^y^ 

S.  IQQ,  Z.  o  V.  u.  lies  X4  ssr  tg*4f  statt  tg*Af . 

S.  IX  des  Supplements,   Z.  5  lies  IgKi^i  +  y)  =  -^)^, f,^^/  ^,1/  • 

ö(u  —  ^Ig7  ,  ^    ) 

S.  xn,   Z.  10  lies   (cos2ti  — qf*"     *)  . 
S.  XII,   Z.  12  lies  (cos2w  — qf***)  . 
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Erster  Abschnitt.    Die  Bedaction  aaf  die  Normalform  des  elliptischen 

DifTerentlals. 

Im  Art.  1    wird    nach  Euler   aus   der   in  x  und  y   quadratischen  Gleichung 

fi^y  y)   =  Py^-^  ^p^y-^TP^  =  qx^ -^  2  q^X -k- q^  =  O 

wobei 

p  ^  ax^  +  2  a,  a;  +  a^  ,         P«  =  ^^^  -H  2  6^  ar  -+•  6,  ,         Pi  =  ca?*  +  zc^x-k-  c^ 

q  ^  ay^-^lby-^c  ,  9^  ^^  ^iV^ -^  2b^y -i- c^   ,         g,  =  a,y*H- 2  6,y  H-c, 

bedeuten,  die  elliptische  Differentialgleichung 

dx       dy  ,  dx^        dy* 

-rr  'i =  o         oder  genauer         -r— -  ^  — 

abgeleitet,   in  welcher  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

S  ==  Vpx  —pPt  =  V^oj*  +  4Äx'  +  öCap*  -H  ^Dx  H-  E 
n  =  Vq^  -  qq^  =  V«y*  +  4®/+6ey*+4S)!/-He 

Ueberall  wird  die  Realität  der  angewandten  Grössen  vorausgesetzt.  Die  ge- 
fundene Differentialgleichung  kann  auch  als  Transformation  des  elliptischen  Diffe- 
rentials 

,  dx        ^dy 

angesehen  werden.  Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  vei^l.  Art.  43.  Ausserdem 
enthält  Art.  i  noch  einige  andere  Differentialformeln,  die  gelegentlich  Anwendung 
finden  können. 

Im  Art«  2   werden   zunächst   die   zehn   Coefficienten   Aj  H,  .  .  .    durch  die 
neun  Constanten   a,  a^  ,  ,  ,   (deren  Verhältnisse   acht  unabhängige  Gonstanten  re- 
präsentiren)  bestimmt.     Hierbei    ergeben   sich   für  die   ersteren    zwei  Bedingungs- 
gleichungen,  die  in  der  Gleichheit  der  Invarianten  der  Polynome  |*  und  »< 
bestehen  und  in  der  Form  geschrieben  werden 

G   =   ®    ,  Ä  CS   0 

wo  G  =:  AE-'^BD^-^CC  ,  // = 


A 

B  C 

B 

C  D 

C  D  E 
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Aus  dem  Nachweise,  dass  f{x,y)  =  o  vermöge  der  darin  enthaltenen  unabhängigen 

Constanten    das    vollständige    Integra]    der  Differentialgleichung    -r-  ±  —  =  o 

I         V 
ist,    folgt,    dass   die  algebraische  Gleichung  f(x,  y)  =  o   und  die  transscendente 

J^^  dx  _,    py  dy 
—  31  1     —  =  o    einander   äquivalent    sind.      Diess    ergibt 

das  Additionstheorem  für  elliptische  Integrale  erster  Gattung  mit  gleichen  In- 
varianten. 

Zur  Lösung  der  Hauptaufgabe,  die  Coefficienten  üj  a^  .  .  .  durch  die  Goefß- 
cienten  A,  %  .  .  .  auszudrücken,  wird  im  Art.  3  die  Zerlegung  von  §'  in  tri- 
nomische  Factoren  betrachtet,  welche  mit  Hülfe  der  Wurzeln  A  der  cubischen 
Resolvente 

4A'— GA  — jy  =  o 

geleistet  wird ;  zugleich  sind  die  Bedingungen  angegeben ,  ob  die  den  drei  Wur- 
zeln X  entsprechenden  Zerlegungen  reell  sind  oder  nicht.  Vergl.  hierzu  den  Nach- 
trag zu  S.  61. 

Wählt  man  die  nämliche  Wurzel  A  zur  Zerlegung  von  |*  und  »?* ,  was  wegen 
G  =  ® ,  H  =s  ^  möglich  ist,  setzt  man  ferner  g  =  |^^^,  tj  ssz  tj^tj^  und  be- 
zeichnet mit  dem  Index  o  die  Grössen,  in  denen  x  und  y  resp.  durch  x^  und  y^ 
ersetzt  sind,  so  lehrt  der  Art«  4,  dass  der  Gleichung 

^dy  _   pydy 

ho 
die  algebraische  Relation 

a?  —  ^0  y  —  2/0 

äquivalent  ist.  Selbstverständlich  kann  diese  Gleichung  nur  formell,  nicht  materiell 
von  der  Wahl  der  Wurzel  A  abhängen.  Das  Quadrat  der  aufgestellten  Gleichung 
ivird  durch  Einführung  der  Hülfsgrössen 

Z-  =  Ax^-^  2Bx+C  ,  M  =  Bx^  +  2Cx^D  ,  iV  =  (7a?*H-  2DX'hE 

nebst  den  entsprechenden  S,  9R  und  91  auf  die  Form  gebracht 

Jox  dx        py  dy 
'     ~T  ^^  I  sils  auch  der 

^.  .  ,^  f^dx       pydy 

Gleichung  1     -7-  +  /     ~  =  o . 
Jx^   5      Jy^  n 

Schreibt   man   die  Gleichung  (I*)    in  der  abgekürzten  Form    2  JT  s=  2  F ,    so 

wird  im  Art«  5 

gefunden  und  dazu  eine  neue  Function  eingeführt 

X .rfA'_        gl,       \i+h       .,,,      ,,>\ 


Jf">dy  _  fVdy^ 

(I) 
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Damit  kann  die  Integralgleichung  X  ^  Y  durch  die  äquivalente  A\  =  ±  )\  ersetzt 
werden,  woraus  folgt,  dass  X^  als  Function  von  X  ausdrückbar  sein  muss.  Als 
Govarianten  der  biquadratischen  Form  ergeben  sich 

Stellt  man  auch  die  Invarianten  G  und  H  als  Functionen  von  $  und  dessen 
Differentialquotienten  dar,  so  erfaUlt  man  ohne  Weiteres  die  GATLEY-HERiUTE'scbe 
Gleichung 

mit   ihren  Folgerungen.     Für   das  elliptische  DifTerential   entspnngt   der  Ausdruck  I 

dx        dw  g 


dz  = 


f         '^2V4w'^Gw^H  '  f 


welcher  durch  Einführung  der  absoluten  Invariante  /  ss  — ,   transformirt  werden 

H 


G' 
[ler  durch  Einführung  der  absoluten  Invariante  /  ss 

kann. 

Weitere  Betrachtungen  über  die  Govarianten  folgen  im  Art«  6  und  dem  Nach- 
trage zu  S.  66.     Es  werden  die  Goefficienten  in  g  und  h  entwickelt,  die  Relationen 
zwischen    den    Govarianten    und    Invarianten    von    g   und    von   f   angegeben   und 
schliesslich   eine   grössere  Anzahl   von  DifTerentialformeln   für   die  Govarianten  ab- 
geleitet.    Die  Kenntniss  der  Wurzeln  X  führt  zur  Auflösung  der  Gleichungen 
/•  s=s  o  ,         g  ^  o        und        h  =:  o  . 
Aus  der  zwischen  X  und  X^  bestehenden  Gleichung 
X*  =  ^X^^GX—H 
geht  im  Art.  7  die  WEiKRsrnAss'sche  Normalform  hervor 

,  _  dX 

«5  =    X  • 


y^X^'^GX—H 

Die  Werthe  von  X  und  X^  werden  weiter  umgeformt  und  nach  einigen  Re- 
ductionen  eine  quadratische  Gleichung  gefunden,  aus  der  die  identischen  Formeln 
folgen : 

(i2jir*-/-;x+^;'-G)(x-xo)  =  3(/'o'^-Pi;+2fo^*) 

oder 

Wird  in  dieser  Gleichung  X  mit  Y  und  X^  mit  it  K^  vertauscht,  so  erhält  man 
die  Substitution 

dx       _,  dy 
durch  welche    —  in  ±  —  übergeführt  wird,   folglich  muss  sich  nach  Elimination 

von  rj  die  gesuchte  Gleichung  f[x,  y)  =  o  ergeben.  Allein  dieser  Weg  wird 
nur  angedeutet. 

Art«  8   gibt  eine  bequemere    Methode,    f[x,  y)  ss  o    zu    finden;    nachdem 
diese  Gleichung  in  der  Form  geschrieben 

+  [«»(y-yo)*+2/?,(y-yj4-y,]  =0 
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werden  die  Coefficienten  im  Art.  8  und  Art«  0  durch  directe  Rechoung  als 
Functionen  von  1^ ,  rj^  und  den  zugehörigen  Covarianten  resp.  deren  DifTerential- 
quotienten  entwickelt.  Die  Function  f{xy  y)  nimmt  dann  nach  Multiplication  mit 
k  sss  \g  —  g/* ,  wo  f  und  g  ebenso  von  y  abhängen  wie  f  und  g  von  x ,  die 
Gestalt  an 

Kf{^>  y)  =  lo'^  +  '?o^=  o 

Die  Werthe  von  S  und   T  sind  flm  Ende  des  Art.  9  angegeben. 

Art«  10  stellt  die  Form  auf,  in  der  nunmehr  die  Substitution  des  Art.  7 
erscheint;  für  den  einfacheren  Fall,  dass  17^  verschwindet,  ist  die  Substitution  für 
x  —  x^  und  der  Werth  des  Radicals  | ,  nebst  der  umgekehrten  Substitution  y  —  Vq 
und  dem  Radicale  rj ,  ausführlich  berechnet. 

Im  Falle  17^  =s  o  nehmen,  wie  im  Art«  11  gezeigt  wird,  k  nnd  dessen 
Differentialquotienten  eine  einfachere  Gestalt  an,  so  dass  auch  der  Ausdruck  für 
k^f[x,  y)  SS  Jq^  sich  vereinfacht.  Die  Coefficienten  a,  6  .  .  .  bestimmen  sich 
dann  ohne  Schwierigkeit.  Die  daraus  entspringenden  Werthe  von  x  und  y  stehen 
mit  denen  des  Art.  10  in  Einklang. 

Der  allgemeinere  Fall,  in  dem  rj^  nicht  verschwindet,  wird  im  Art«  12  kurz 
berührt,  sodann  aber  zu  speciellen  Beispielen  übergegangen. 

Als  erstes  Beispiel  wird  der  Fall  betrachtet,  in  dem  die  A,  B  ,  .  ,  den 
9,9...  gleich  sind;  aus  den  allgemeinen  Formeln  ergeben  sich  die  ent- 
sprechenden Werthe  für  k  und  S . 

Jox       py  dx 
'      +1      -    =s  o    a?  und  y  mit- 

emander  vertauscht  werden  können,  werden  im  Art«  13  a  und  T  so  umgeformt, 
dass  auch  in  ihnen  diese  Vertauschbarkeit  in  die  Augen  springt;  die  Ausdrücke 
für  or,  y,  ^  und  ry  folgen  dann  ohne  Schwierigkeit. 

Im  Art«  14  findet  sich  das  vorliegende  Beispiel  weiter  specialisirt  für  die 
PiilJe  y^  SS  o  y  y^  =s  00  und  17^  =  o .  Durch  die  zulässigen  Vertauschungen  der 
Grössen  x  x^  y  y^  erhalten  letzterenfalls  die  betreffenden  Relationen  mannichfaltige 
Formen. 

Art«  15  zeigt,   dass  aus  demselben  Grunde  auch  die  Integralgleichungen 

X  =  r       und       ^>^>'-^^i'^»  =  vX^^X 

in  verschiedener  Gestalt  aufgestellt  werden  können,  wodurch  ein  Mittel  zur  di- 
recten  Bestimmung  der  Coefficienten  ab.,  in  f{x,  y)  für  den  jetzigen  Fall  ge- 
gewonnen wird. 

Werden  die  gefundenen  Gleichungen  der  irrationalen  Substitution 

a?  — a?^j  y  — yo      '  ^  — y  ^o  — Vo 

^  —  Vq  y  —  ^o 

auf  die  Normalform  mit  dem  Modul   x  <  i ,    also  auf 
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angewandt,  so  geben  im  Art.  16  nach  Einführung  von 

X  s=  sing)  y  =  sini/' 

Vi-x"sin>  «  J(ip,  x)  x*+  x'*  :-  I 

die  trigonometrischen  Relationen  hervor,  durch  welche 

p<p  dg>  p^  d(p 

übergeführt  wird.     Diese  Formeln  können  auch  als  Additionsformeln  für 


angesehen  werden.  Als  Nachtrag  zum  ersten  Abschnitt  S.  117  (61)  wird  eine  Con- 
struction  dieses  allgemeinen  Addiiionsthcorems  mit  Hülfe  zweier  sphärischen  Dreiecke 
gegeben.  Wird  q)  =  i/'^  gesetzt,  so  geht  die  Verdoppelung  der  elliptischen  Inte- 
grale hervor. 

Setzt   man   dagegen    g«^  =  o  ^    i/i^  =  ;|r ,    so   erhält   man ,    wie   im  Art.  17 
gezeigt  ist,  die  gewöhnlichen  Additionsformeln  für 


«/o        t/o     ""*/«        Jv         ./o    ^y 


ftp 

aus  denen  sint/',  cos  1/1,  z/t/;  und  tgi//  in  vierfacher  Gestalt  berechnet  werden. 
Eine   andere   Ableitung   derselben   Ausdrücke    findet    sich    im   Art.   5 1 ,    während 

2  K 
Art.  60  1/;  =  am — (w  +  vi)    gesetzt  ist.     Hieran  schliesst  sich  die  Constniction 

des  Additionstheorems  mittelst  eines  sphärischen  Dreiecks  (vergl.  den  Nachtrag  zu 
S.  89),  aus  der  sich  der  dem  Satze  von  der  Winkelsumme  im  ebenen  Dreiecke 
entsprechende  Satz  für  das  sphärische  Dreieck  ergibt.  Die  Beziehung  zwischen 
den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  und  den  elliptischen  Additionsformeln 
wird  nach  Lagrange  und  Jacobi  zur  Aufstellung  einer  Formeltabelle  benutzt. 
Im  Art.  18  wird  in  den  allgemeinen  Formeln  des  Art.  16  zunächst 

und  zweitens  g>^  s=  o  ,  i/i^^  =  01  ,  ^  ss  t/;     und     V»  =  \n 

gesetzt  und  die  Form,  welche  die  entsprechenden  Additionssätze  alsdann  an- 
nehmen, ausführlich  entwickelt.  Die  betreffenden  Verdoppeln ngsformeln  gehen 
hervor,  wenn   ;|r  =  9   gemacht  wird. 

Ein  zweites  Beispiel  wird  in  den  Artt.  19  bis  22  behandelt  und  die  Coef- 
ficienten  93  und  !l)  in  17  gleich  Null  angenommen.  Aus  der  Gleichheit  der  hi- 
varianten  von  g  und  17  ergibt  sich  alsdann 

6  =  —  A         und         aC  ==  G  — 3A* 

Eine  und  nur  eine  Wurzel  X  der  cubischen  Resolvente  4A' —  GX  —  H  ^  o  kann 
stets  reell  und  von  gleichem  Vorzeichen  mit  H  bestimmt  werden.  Wird  die  Be- 
dingung 

a-hC  =  6A 

hinzugefügt,  so  sind  %  und  S  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
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^w^elche  mit  A   reell   sein    müssen.     Es    nimmt  dann   das  elliptische  DilTerential  die 
Form  an 

dy dy 

Um  reelle  Ausdrücke  zu  erhalten,  hat  man  y^  =  i   zu  setzen.     So  bekommt  man 
die  leicht  auf  die  sogenannte  Normalform  reductibeln  Integrale 

dy 


Jr^dx         p^  dy  pV  d 


7^ 


Zum  Schlüsse  des  Art.  19  werden  ausserdem  die  Fnvarianten  G  und  H,  ferner 
die  Wurzeln  A,  A, ,  A,  der  cubischen  Resolvente  nebst  den  Werthen  für  Ä  und  (S 
als  Functionen  der  Wurzeln  von  |  =s  o   ausgedrückt. 

Art.  20  enthält  die  sechs  verschiedenen  Werthe,  welche  man  für  y  je  nach 
der    Beschaffenheit    der    Werthe    von    31    und    6    zu    substituiren    hat,     um    die 

p^     dw 
LsGßNDRE'sche  Normalform    1      -r; r    zu  erhallen;  dabei  sind  zugleich  die  zu- 

gehörigen  Werthe  der  Moduln  x  und  x'  angegeben.  Die  Betrachtung  der  ver- 
schiedenen Werthe  von  x^  zeigt,  dass  sich  dieselben  als  Wurzeln  einer  reciproken 
Gleichung  sechsten  Grades  darstellen  lassen,  welche  auf  eine  cubische  Gleichung 
von  einfacher  Form  reductibel  ist.  Weitere  Untersuchungen  über  die  Grösse  der 
Moduln  enthält  Art.  41. 

Im  Art.  21  wird  die  irrationale  Substitution  für  den  gegenwärligen  Fall,  wo 
einer  der  Factoren  von  tj  für   y  =  y^  =  i    verschwindet,   in  der  Gestalt 

2(jr-A)=±^i±-^ 

I  —  y 

angegeben,  wo  /m*  =s  12A*  —  G,  ferner  die  rationale  Gleichung  f(x,  y)  =  o 
sowohl  nach  den  Formeln  des  Art.  9  wie  des  Art.  1 1   entwickelt. 

Art«  22  stellt  aus  den  allgemeinen  Formeln  des  Art.  10  die  dem  jetzigen 
Beispiel  entsprechenden  Werlhe  von  ac,  t/,  5  und  tj  dar. 

Die  Artt.  19—22  enthalten  also  eine  Reductionsmethode  des  elliptischen 
Differentials  auf  die  Normalform,  die  stets  anwendbar  ist,  weü  sich  %  und  @  in 
allen  Fällen  reell  bestimmen  lassen. 

Ein  drittes  Beispiel  behandeln  die  Artt«  23  bis  25.  .  Wird 

a  =  e  =x  o 

gesetzt,   so  folgt  vermöge  der  Invariantengleichungen 

S  =  2A  ,  482)  =  i2A*-G 

Unter  Hüizurügung  der  Bedingung  93  4-D  =  3A  ergeben  sich  8  und  3)  als 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

er*— 3Aiar4-3A*-|G  =  o  , 

sind  aber  nur  reell  für  G>3A*  oder  G'>27£r*.  Je  nachdem  U  einen  positiven 
oder  negativen  Werth  hat,  erhält  man 

dy  _  ds dt 

"i    "  V(7Hh7)T«7T®T         ^  ''''          ^  "  1/(1 -*")(«<" ^^ 
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Art.  24  gibt  die  Abhängigkeit  der  CoefßcienteD  8  und  3)  von  den  Wurzeio 
der  Gleichung  J  =  o ,  vergleicht  ihre  Werthe  mit  denen  von  Ä  und  6  des 
vorigen  Beispiels,  und  lehrt  die  vier  verschiedenen  Substitutionen,  welche  für  die 
verschiedenen  Werthe  von  33  und  SD  auf  die  LEGENDRS^sche  Normalform  fuhren. 
Weiter  ist  die  reciproke  Gleichung  aufgeslellt,  deren  Wurzeln  die  zugehörigeo 
Moduln  X  und  x'  sind;  die  entsprechende  cubische  Gleichung  hängt  jetzt  nur 
von  der  absoluten  Invariante  ab   (vei^l.  Nachtrag  zu  S.  103). 

Neben  der  irrationalen  Substitution 

für   den  vorliegenden  Fall    enthält  Art.  25    den  Werth   von  ^,    unter   Benutzung 
der  allgemeinen  Formeln  der  Arlt.  9  und   11,  ferner  die  aus  Art.  10  abgeleiteten, 
dem  jetzigen  Beispiele  entsprechenden  Werthe  für  o?,    y,    |  und  1;. 
Als  viertes  Beispiel  ist  im  Art«  26 

«  ==  S  =  o  ,  S  =  I 

gesetzt.     Dadurch  wird    C;=—  4a),    £f=— @,    »/*  =  4y'—  Gy  ^  H ,   also 

dx  dy 


und  für  y^^  =  00 


=/, 


dy 


y^y'-Gy-Ü 

/ 

Nach  Angabe  der  WEiERSTRASs'schen  Entwickelung  für  y  nach  Potenzen  von  z 
findet  sich  für  beliebige  Werthe  von  y^  die  Gleichung  —  k^f(x,  y)  =  o  aus- 
führlich aufgestellt. 

Art«  27  enthält  die  Anwendung  für  y^  =  00  und  gibt  den  Werth  für 
x  —  x^y  die  irrationale  Substitution  in  der  einfachen  Form  y  =s  X,  mit  dem 
zugehörigen'  tj  =z  X^  ,  den  Werth  von  S  und  endlich  die  Substitution^  die  man 
zur  Reduction  auf  die  LEGENORE^sche  Normalform  anzuwenden  hat.  Dabei  wird 
man  auf  die  Moduln  des  Art.  24  zurückgeführt. 

In  den  Artt.  28  bis  32  werden  einige  Fälle  betrachtet,  in  denen  eine  qua- 
dratische Gleichung  von  der  Form  f{x,  y)  =  o  der  Differentialgleichung 

dx      dy 

genügt,  ohne  dass  |  und  17  gleiche  Invarianten  besitzen.  £s  sind  diess  zunächst 
die  Substitutionen  der  Artt.  20  und  23  : 

y  =  cosgp  ,  ^gp  ,  tg*9>         und         —  sin*^ 

Art«  28  betrachtet  die  Substitutionen  y  =  cos(p  y  y  s=  Jq>  und  leitet  mit 
Hülfe  der  Wurzeln  der  Gleichungen 

4A'— GA  — iy=o         und         4^*'  — ®/t«— ^  =  o 

die  Beziehungen  zwischen  den  Invarianten  G  und  H  einerseits  und  ®  und  $ 
andererseits  ab. 
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Das  Nämliche  leistet  Art.  29  rücksichtlich  der  Substitutionen  y  =  tg*<jp  und 
y  =  —  sin*9) . 

Art*  80  behandelt  unter  diesem  Gesichtspunkte  die  Substitution  des  Art.  27 
nebst  der  reciproken  Substitution. 

Zu  den  Substitutionen,  die  auf  ungleiche  Invarianten  führen,  gehört  auch  die 
GAüSS*sche  Substitution  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels,  welche  nebst  ihrer 
reciproken  im  Art.  31  untersucht  wird,  sowie 

die  Substitution  des  complementären  Moduls,  die  den  Gegenstand  des  Art«  32 
bildet.  Am  Schlüsse  des  Art.  32  finden  sich  endlich  noch  die  Invariantenrelationen 
angegeben,  die  bei  einer  Transformation  nter  Ordnung  statt6nden,  welche  dem 
Uebergange  von  q  ia  q^  entspricht  und  selbstverständlich  nicht  auf  eine 
quadratische  Gleichung   von   der  Form   f(xy  y)  =a  o   führt.      Die   Rechnung  ver- 

2  X 

einfacht    sich   durch  Einführung   der  Grösse    h  =  -7-7    an  Stelle   des   Moduls   x, 
worüber  einige  Bemerkungen  beigefügt  sind. 

A.  Donadt. 


Zweiter  Abschnitt.    Die  Bednction  der  elliptisclieii  Integrale  auf  die 
Thetaftmctionen  Jacobi's. 

Art.  33  definirt  die  vier  Thetafunctionen 

—OD 

^iM  =  ^(-i)V****^'sin(2fH.i)u  ,         ^^,(uq)  =  ^ q*""" cos 2 nu 

durch  unendliche  Reihen  und  unendliche  Producte,  woraus  für  u  =  o  die 
Gleichungen 

O  =  XiX"   ,  ^'  =  2qix"   >  ^  =  2q^xai   ,  ^  =  X^X^ 

hervorgehen,  wenn 

r,  =7/(1  +  9*")  .  ;r.  =7/(1  +  9*^-*) 

Vermöge  der  zwölf  für  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunctionen  geltenden  DitTe- 
rentialformeln  (vergl.  Art.  44^  des  Nachtrags]  und  der  daraus  entspringenden 
linearen  Relationen  zwischen  den  Quadraten  der  verschiedenen  Thetafunctionen, 
ergeben  sich  24  Formen  für  das  elliptische  Integral  u  der  ersten  Gattung  nebst 
den  zugehörigen  Substitutionen  zur  Reduction  auf  die  Normalform 

2Ku        ftpdq>  »    n      .  u  2Ku 


hu        /*9'     äg>                                                                                      2/tu 
—  =  1      -r; r         oder  nach  Jacobi*s  Bezeichnung     q>  =  am 

*^  t/o     ^(^«) 


wo        X   =   -\    ,  X 


Abhftndl.  d.  K.  S.  OeselUch.  d.  Wissenscb.  XX.  1 3  « 
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gesetzt  ist  und 

gefunden  wird. 

Die  Producte  zweier  Thetafunctionen ,  welche  in  den  DifiTerentialformelD  vor- 
kommen, werden  Art«  34  auf  einfache  Hietafunctionen  reducirt,  wobei  das  Argu- 
ment (u,  q)  durch  (u,  7«)  ,  (zu,  q*)  und  (u,  iq^)  ersetzt  wird.  Damit  folgen 
zugleich  die  entsprechenden  Beziehungen  zu  den  Argumenten  [u^  q^) ,  [\uy  (^] 
und  (tt,  —9*)  .  Bezeichnet  man  durch  X  ia  v  q  die  Werthe,  in  welche  sidi  * 
durch  den  üebergang  von  q  resp.  in  q^ ,  q* ,  iq^  und  — q^  verwandelt,  während 
gleichzeitig  Ä"  in  J  MNP  übergeht,  und  lässt  K'  A'  M'  den  complementären 
Moduln  x'A'/u'  entsprechen,  so  ergibt  sich,  dass  /u  ebenso  von  x  abhängt,  wie 
X  von  A,  und  dass  durch  Vertauschung  von  x  und  x'  A  und  f*'  sowie  (i  und  i 
ineinander  übergehen.     Femer  wird 

2K  _  i»>X..  2K'  _  |/aA,A,A,.. 

7r""r       x'       '         7r""r       X 

wenn  der  Fortschritt  in  der  Grössenreihe  .  .  A,  A^  A  x  /u  /u^  /u,  .  .  dem  wieder- 
holten Uebergange  von  q  zu  g*  correspondirt. 

Art*  35  führt  die  den  sechs  Argumenten  des  vorigen  Artikels  entsprechenden 
Amplituden  x'  ^  ^'  resp.  %  ^'  ^  ^^^  ^uid  leitet  die  den  sechs  Integralgleichungen 

/*y     dg) 2         rX     dx      _      l        PX'     dx      _        i         P^     d\p 

Jq   ^(9  »ö""  i  +  '^'Jo  ^(ar ^)  "  i^^Jo   ^ix^)^  i^^'Jq  ^(wf^) 

zugehörenden,  paarweise  reciproken  Substitutionen  ab.  Die  beiden  letzten  führen 
auf  complexe  Moduln  und  werden  benutzt,  um  Transformationen  aufzustellen,  welche 
ein  elliptisches  Integral,  dessen  Modul  eine  complexe  Einheit,  auf  ein  anderes 
mit  reöllem  Modul  <i  feduciren,  und  welche  dem  Üebergang  von  9  in  —9 
entsprechen. 

Im  Art«  36  sind  die  verschiedenen  Umformungen  der  vier  vorhergehenden 
Transformationen,  welche  die  Namen  von  Gauss  und  von  Landen  tragen,  tabel- 
larisch zusammengestellt. 

Art«  37  enthält  einige  historische  Notizeh  und  zeigt  den  directen  Zusammen- 
hang sowohl  der  GAuss'schen  Transformation  des  arithmetisch-geometrischen  Mitteis, 
wie  der  von  Landen  in  der  LECENDRE'schen  Form,  mit  der  LAGRANCE'schen  Sub- 
stitution 

welche  zu  der  Gleichung 

JfV dy _    /»Vi dyi 
0    l/(i±mV)(i±«V)       'A     y(i±m,V)(i±'»4V) 
führt. 
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Art.  38  beschSiftigt  sich  mit  der  Berechnung  der  Argumente  u  und  q ,  wenn 
q>  und  X  gegeben  sind.     Die  Grösse  q  wird  nach  Jacobi  mittelst  der  Formel 

gefunden ,  wo  X|  x,  x,  .  .  .  statt  ^  fi^  fi^  geschrieben  sind ,  also  »c^  dem  Ueber- 
gange  von  q  zu  ^**  entspricht.  Die  numerische  Berechnung  lässt  sich,  unter 
Benutzung  der  sogenannten  Additionslogarithmen,  durch  Einführung  von  Hülfs- 
grössen  erleichtern ,  welche  zugleich  zur  Ableitung  der  Werthe  des  ganzen  Inte- 
grals K  resp.  von  \g(^i  und  lg/,-  dienen.  Im  Nachtrage  zu  S.  132  finden  sich 
stark  convergirende  Reihen-  und  Rettenbruchsentwickelungen  zur  Berechnung 
von  q,  z.  B.  für  q^  nach  den  Potenzen  von  fV^^i^  ^^^  von  u*ftg*<y, 
wenn  x  ss  sin«  ^  y  2  sind  gesetzt  wird.  Die  Berechnung  von  u  wird  geleistet 
sowohl  durch  wiederholte  Anwendung  der  GAuss'schen ,  wie  der  LANDEN*schen 
Transformation,  oder  der  JAcoBi'schen  Substitution   mig  ip  fs  n ig* <p^  ,    für  welche 

d(f)  _  dq^ 

Vm*  sin*gp  4-  n'  cos^qp        Vm/sin'  2  <jp,  4-  n^  cos*  2  gr. 

Im  Art«  39  wird  der  coraplementäre  Modul  x'  eingeführt^  wodurch  für 
r^^*      =  r'^i?!^         oder        i^u  =  K'u' 

f  IT'  JT 

fflr    =s  —  — —  =— , —  >  u=ia^tt,  u  SS  e       *,  gase       ^ 

TT  Igg 

werden.     Bezeichnet  man  durch 


ö,  =  ^9^'*^*>%^'~^»>~ ,       e,  =  ^^ 


Ati^ifit« 


die  vier  Thetafunctionen ,    in  denen  die   trigonometrischen  Functionen  durch  reelle 
Exponentialgrössen   ersetzt   worden   sind,    so   lassen   sich   die   Functionen   ^i(u  q) 


UH 


mittelst  des  Factors  tffe  ^  auf  die  Functionen  0^{u'q')  reduciren,  wenn  man 
zugleich  0  und  0^  vertauscht.  In  analoge  Beziehung  treten  die  Werthe  der 
Functionen  /^(g)  und  ;|f,(g')  ;  für  X  Xt  X^  werden  Diflerentialgleichungen  der 
ersten,  für  if,  (9)  eine  solche  der  zweiten  Ordnung  aufgestellt.  Femer  wird  auf 
die  approximative  Richtigkeit  der  Gleichung 

aß  <fi  aß 

—  ==i-h2c       '*-h2e         '*4-2e         '*4-.. 

r 

aufmerksam  gemacht,  welche  schon  für  massige  Werthe  der  wUlkürlichen  Con- 
stanten a  anwendbar  ist  und  selbst  nach  r  diflerentiirt  werden  kann.     An  den 

Werth    lg7  Ä  — 71—    wird   mittelst  der  Substitution    mtg*9>  =  wtg*<^i    ein   di- 

recter  Nachweis  dafür  geknüpft,  dass  der  Uebergang  zum  arithmetischen  und 
geometrischen   Mittel   der  Verwandlung  von   q   in  q*   oder   der  Verdoppelung   des 

Verhältnisses  —  entspricht. 

A 

^8c» 
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Für  x*>^  ist  wegen  7'<e~  im  Allgemeinen  die  Berechnung  der  Functionen 
d(u  q')  vortheilhafl ,  und  wie  sich  q'  direct  aus  x'  oder  x  ergibt,  lässt  sich  u 
ohne  u  durch  Anwendung  sowohl  der  Gauss' sehen  Transformation,  wie  der 
LEGKNDRE^schen  Form  der  LANUE^'schen  Substitution,  direct  aus  q>  berechnen. 
Die  Vorschriften  dazu  enthält  Art.  40«  Im  Naclitrag  zu  S.  138  ist  bemerkt,  dass 
wenn  man  das  Imaginäre  nicht  ausschliessen  will,  bei  complexen  Werthen  von  9 
mod^<c~''^*  gemacht  werden  kann. 

Art«  41  uniersucht  die  Reductionsformeln  der  Artt.  20  und  24  mit  Bezug 
auf  die  Grösse  des  Moduls  x .  Hierbei  sind  je  nach  den  Vorzeichen  der  Discri- 
minante  G' — 27 £f*  und  der  Invariante  H  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  und  zwar 
führt,  wenn  man  den  Vortheil  des  kleinsten  Moduls  erreichen  will,  die  erslc 
Reductionsmethode  stets  zum  Ziel,  allerdings  für  H^o  unter  Anwendung  des 
complementären  Moduls.  Für  G^ <^  2"] H^  wird  q  resp.  7'<o,0432i4,  für 
G^'>2'jH^  dagegen  <o.ooi8674. 

Art.  42  bcschäfligt  sich  mit  der  Reduction  des  allgemeinen  elliptischen 
Integrals  von  der  Form 


Xdz 


wo  X  rational  von  x  und  5,   resp.   von  y  und  f}  abhängt.     Für 

lassen  sich  die  durch  Zerlegung  von  X  entspringenden  Integrale 

/**  m                                         /**       d^ 
^m=  I     y    dz         und         w^^  I -l 

Jq  Jq    (y  —  pf 

durch   geeignete    Recursionsformeln   auf  die   drei    Integrale  z  v^  und   to,    zurück- 
führen.    Für 

setzt  man 

Jr**  «m  .                              r^       dz 
y      dz  ,  tv„=:         — 

und    reducirt   diese  Grössen  in  analoger  Weise  auf  die   elliptischen  Integrale   der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Gattung.     Für 

i?*  =  4/-Gy-f/  ,  !/o  =00 

endlich  würde   Vfn  =  /     y^dz   unendlich  werden  und  man  hat 

_    /•«         dy 

Jy    (y-pr^i 

mittelst  z  w.  und  w^  =  ^r-^  zu  bestinunen. 
op 

Art«  43  leitet  die  Werthe  des  Factors  r  in  den  Gleichungen 
z  =s  rtt  ,  V.  SS  rv  ,  w.  ^  rw 


u?n 
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du 


ab,   wo 


y  du         und         w  =  1     -^ — 

0  Jo  y  — 


P 


Jr»«*    du 
und  gibt  den  Grund  an,    wesshalb  auch  bei 
0  y-p 

Beschränkung  auf  reelle  Grössen  complexe  Werlhe  des  Parameters  p  be- 
rücksichtigt werden  müssen.  Auch  findet  sich  hier  ein  Umstand  erörtert,  der 
gewisse  Beschränkungen  in  den  Vorzeichen  der  vorkommenden  Radicale  erklärt, 
und  der  darin  besteht,   dass  die  zwischen  x  und  y  gefundene  Gleichung  f[xy)  ^  o 

.     .  ,         rx.^         .  .  ,  .  ^  dx        dy        ^  dx       dy 

den    beiden   Differentialgleichungen  -—  =  —  und  --  -^  —  =  o  genügt. 

Art«  44  geht  von  den  Ausdrücken  für  die  dritten  logarithmischen  Diflercntial- 
quotienten  der  Thetafunctionen  aus  und  zeigt,  wie  durch  zweimalige  Integration 
die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  als  lineare  Functionen  von  u  und 
den  ersten  logarithmischen  Diirerentialquotienten  der  Thetafunctionen  erhalten  wer- 

den.     Die  Gonstanten  -— ,    — ^  und  -^  liefern  die  Werlhe  der  ganzen  Integrale; 

ihre  Differenzen  lassen  sich  durch  die  Potenzen  der  ^  ausdrücken,  analog  den 
Differenzen  der  ersten  logarithmischen  Differentialquotienten,  welche  vermöge  der 
Differentialformeln  des  Art.  33  Quotienten  von  Producten  der  Thetafunctionen 
gleich  werden. 

Im  Nachtrag  linden  sich  hier  einige  auf  die  Entwickelungen  in  trigono- 
metrische und  in  Partialbruchsreihen  bezügliche  Artikel  eingeschaltet.  Solche  Reihen 
werden  im  Art.  44*  abgeleitet  für  die  Logarithmen  der  Thetafunctionen  und  ihre 
Differentialquotienten,  so  wie  für  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunctionen  und 
die  reciproken  Werthe  der  letzteren. 

Art«  44**  enthält  die  Integrale  der  bezeichneten  Ausdrücke  nebst  den  sich 
daraus  ergebenden  Folgerungen. 

Art«  44*  leitet  mittelst  der  zweiten  logarithmischen  Differentialquotienten  die 
Entwickelungen  der  Quadrate,  sowohl  der  Quotienten,  als  der  ersten  logarith- 
mischen Differentialquotienten  der  Thetafunctionen  ab,  so  wie  die  betreffenden 
Entwickelungen  der  ganzen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Art«  44*  beweist  nach  Jacobi  durch  Partialbruchzerlegung  die  Gleichungen 

wo  Ol  =  e***  ,  f  =  e**'* ,  und  gibt  in  reeller  wie  imaginärer  Form  eine  Zu- 
sammenstellung der  16  coordinirten  Formeln  von  analoger  Beschaffenheit  nebst 
den  zugehörigen  Convei^enzbedingungen. 

Im  Art«  44®  sind  die  auf  Multiplication  und  Theilung  der  Argumente  bezüg- 

\_ 
liehen  Transformationen  der  obigen  Formel   enthalten,    wobei    q   in   ql^  resp.  q^ 

n 

und  allgemein  in  q**^  übergeht. 

Art«  44'  gibt  Anwendung  der  Reihenentwickelungen  auf  die  Integrale  der 
zweiten* und  dritten  Gattung,  mit  anderen  Worten  auf  die  Werthe  der  logarith- 
mischen Differentialquotienten    und   die  Logarithmen  der  Quotienten  von  der  Form 
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*^(f;  —  tt)  2i      0{v^  ui) 

wobei  sich  herausstellt,  dass  bei  den  Functionen  0^^  und  ^,  resp.  0^  und  ö,  die 
reelle  Periode  n   nicht   vorhanden  ist. 

Art*  44^  endlich  enthält  Betrachtungen  über  die  Umkehr  der  Gleichung 
ü  =  u  —  fu,  v/o  fu  eine  Function  mit  reeller  Periode  bezeichnet ,  nebst  An- 
wendung   auf    die    Umkehr    der    elliptischen    Integrale    zweiter    Gattung     (wenn 

to  =  au — ß~7r'  =  «^)  >  sowohl  für  das  Argument  [u,  q]  als  für  das  Argument 

(«',9')- 

Art«  45    gibt    eine   Tabelle    für    die   Werlhe    der   den   zwölf  verschiedenen 

Werthen  von  y  entsprechenden  Integrale  zweiter  Gattung    t;  =  /     y  du    nebst 

'        y  du    und    den   sechs    ganzen 
u 
Integralen   in   der   trigonometrischen    Form.     Für   die   letzteren    werden   bequeme 

Rechnungsinethoden ,  mit  Hülfe  der  Additions-  imd  Subtractionslogarithmen ,  ab- 
geleitet. 

Im  Art.  4t>  werden  die  Art.  34  aufgestellten  Relationen,  welche  der  Ein- 
führung der  Argumente 

(«,,')  [u,qi)  (2«,,')  (K  7*)  K-7*)  K<9*) 

entsprechen,  in  24  Formeln  von  recurrirender  Beschaffenheit  zwischen  den  Thela- 
functionen  umgesetzt,  deren  logarithmische  Differentiale  gebildet  und  die  zugehörigen 
Amplituden  x  X*  ^  H*'  ^  ^'  <*es  Art.  35  angewandt. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  können  dazu  dienen,  um  die  Logarithmen  der 
Thetafunctionen   und    ihre  Differentialquotienten   in   Reihen   zu   entwickeln.      Diess 

{>'u 
wird  Art«  47  an  dem  Beispiele  von  Igi^w   und    -7— -   erläutert,    wobei  sich   drei 

itu 

EntWickelungen  für  die  unbestimmten  Integrale  der  zweiten  Gattung  ergeben. 
Bei    der    nöthigen    Convergenzuntersuchung    zeigt    sich,     dass    der    Grenzwertli 

I        ^(tt,  w*] 

lim  —  Ig  — ^ — ^—^  ,  der  durch  den  Uebergang  zum  complementären  Modul  erhalten 

werden  kann,  aufhört  periodisch  zu  sein,  wesshalb  die  Gültigkeit  der  dritten,  für 
grosse  Werthe  des  Moduls  vortheilhaften  Entwickelung  an  die  Bedingung  0'<9/<3i 
geknüpft  ist. 

Art«  48  leitet  den  bezeichneten  Grenzwerth  ohne  den  Uebergang  von  q  za  q 
durch  Benutzung  der  Relationen  her,  welche  den  Uebergang  von  ^  zu  —  vep- 
mittein.     Durch  Einführung  der  EuLER'schen  Function 

OD 

X{o>,q)  =s   {l-^)X{q<»,q)   =7/(l-/<») 

0 

wird  mittelst  der  Formel         X(fo^  ~]X[q(a,  q)  ^  i 

gezeigt,  dass  die  Transscendente  X\{9]  ^^  mod9>i  aufhört  eine  Function  von  q 
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zu  sein,  während  die  vier  Quotienten     *^       gleichzeitig  mit  q  in  ihre  reciproken 

Werthe  übergehen. 

Art«  49  wendet  den  Uebergang  von  [u,  q)  zu  (u,  q')  auf  die  Integrale 
der  zweiten  Gattung  an,  wobei  sich  neben  der  LEGENORE'schen  Formel 

KE'-^K'E-KK'  =  ^TT 

y^ du   mittelst  der  Functionen  0^[u  q) 
0 
ergeben. 

Der  Uebergang  zu  den  Integralen  der  dritten  Gattung  wird  Art.  50  durch 
Aufstellung  des  JAcoBi'schen  Formelsystems  vermittelt,  welches  zwischen  den  Pro- 
ducten  von  vier  Thetafunctionen  verschiedener  Argumente  besteht.  Das  System 
enthält  fünf  Gruppen  von  Formelquaternionen,  die  sich  lediglich  durch  die  Indices 
der  Thetafunctionen  unterscheiden,  während  die  eingehenden  Argumente  reciproken 
Gleichungen  von  der  nämlichen  Form,  wie  die  Gleichungen  zwischen  den  Pro- 
ducten  II  der  einzelnen  Quaternionen  unter^'orfen  sind.  Man  schliesst  daraus, 
dass  überhaupt  zu  jeder  Argumentenrelation  eine  entsprechende  Formel  zwischen 
den   bezüglichen  Thetaproducten ,    und   zwar  in  jeder  Quatemion,   existiren  muss. 

Art«  51  werden  durch  Specialisirung  der  allgemeinen  Formeln  24  Ausdrücke 
abgeleitet,  welche  nicht  allein  durch  Division  die  verschiedenen  Formen  der 
Additionssätze  des  Art.  17  ergeben,  sondern  auch  mittelst  logarithmischer  Diffe- 
rentiation nach  V  und  Integration  nach  u  48  Integraiformeln  für   die  Werthe  von 

^«TTT \  liefern- 

Analoge  Formeln  ergeben  sich  Art«  52  für 

^^[\i^^V,q^)(^,[\v,q^) 
Durch  Einführung  der  Amplituden 


^&,[\u^v,q^)(^,[\v.qi) 


2Ku  _  2Kv 

cp  =  am ,  ^  ^  am 

^  n  n 

erhält  man  acht  Integrale  dritter  Gattung. 

Art«  53  zeigt,    dass   hier   namentlich   das   Beispiel    des  Art.  24   in   Betracht 

Jr»«*     du 
7-  mit 
Q  y^yp 

y  =z  cot<;'  ,       ^'\%q>  ,      \%q>  ,       cotg'  , 

die  correspondirenden  Parameterwerthe 

±  |/p  Ä  x'tgüJ' ,     cotGJ' ,     tgfnr  ,     cotfcr 

zu  verbinden  sind.     Dabei  wird   für  negative  Werthe  von  p  das  Argument  v  rein 
imaginär,  so  dass  für 

zKv         p^     dif)      p^'      dq> 


y^yp 

UUh 

1 

«sin 9  , 

sing,    und 

I 

sin  9  ' 

sing» 

xsints 

I 

sinier    und 

I 

'     sin  rar  ' 

sin  rar 

iKv  _^   r^     dq)      /»»       dy 
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isinta'  ,         ttgior'  ,         ttg4io''  ,         secor'     und    — ^-^ 

C0SI9' 

an  die  Stelle  von 

tgCT  ,  sin  CT  y  tgi^  1  cosmr      und     ^^mr 

treten.  Um  den  einem  beliebigen  complexen  Parameter  p  entsprechenden  com- 
plexen  Werth  v  =  v^'¥'V^i  (oder  v  «  v^  —  v, t )  zu  bestimmen ,  sei  ro  der  con- 
jugirte  Werth  von  üf  und 

.g«r./^=^iAe*''-.     femer    Ü^  =  T*-^  ,         il^  ^  f"' ^1^ 

dann  werden  h  k  k'  Hypotenuse  und  Katheten  eines  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks,  in  welchem  die  Seiten  h  und  k  den  Winkel  h'  einschliessen. 

Art.  54  enthält  eine  Zusammenstellung   der  48  Ausdrücke   für  lg-;ri { 

mit  Hülfe  der  von  den  Amplituden  q'  und  tn  abhängigen  Integrale  dritter  Gattung. 
Dieselben  zerfallen  in  Gruppen  von  je  drei  nur  der  Form  nach  verschiedenen 
Integralen. 

p^    du 

Im  Art.  65  werden  die  Integrale  w  s=  1     -» nach  den  Werthen  von  y 

Jo   y  —P 
geordnet  und   die   zugehörigen  Intervalle  der  reellen  Parameter  p  angegeben;   als 
Factor  tritt  die  Grösse 

2K 
II  =  — sin(srcosfarz/(io'^  x) 

auf.  Dadurch  entstehen  zwölf  Gruppen  von  Formelquaternionen  für  die  Integrale 
logarithmischen  Charakters,  in  denen  y^  den  Werth  p  nicht  annehmen  darf, 
während  u  das  Integrationsintervali  durchläuft. 

Durch  die  Vertauschung  von  v  mit  vi  resp.  \%\W  mit  ttgjar'  gehen  die 
Integrale  w'  trigonometrischen  Charakters  hervor,  bei  denen  der  Factor 

IV  ==  —  sinar'cosi«r'^(iBr',  x') 

TT 

und  die  Functionen  0^  erscheinen.  Art.  56  enthält  die  betreffende  Formeltabelle 
in  analoger  Anordnung  wie  der  vorbeigehende  Artikel,  und  gibt  die  Reduction  von 

1       Oiv^ui) 
—r  lg  TTT TT  auf  die  reelle  Form  eines   arc  tg  ,    wozu  die  Entwickelungen  des 

2%      0[v^u%) 

Art.  44'  zu  vergleichen. 

Art.  57  zeigt,  welche  Modiücationen  die  Ausdrücke  der  vorigen  Artikel  er- 
leiden, wenn  man  bei  ihrer  Ableitung  v  nicht  verändert,  sondern  u  mit  ui  ver- 
tauscht^   sowie  wenn  q'  statt  q  eingeführt  wird;    endlich  werden   noch    die  com- 

Joi"^    du 
'       -f ,  sowohl  logarithmischer  wie  trigonomelri- 
u      y  ''P 
scher  Art  betrachtet. 

Im  Art.  58  schliessen  sich  hieran  die  ganzen  Integrale  dritter  Gattung, 
svelche  durch  unbestimmte  Integrale  der  zweiten  Gattung  gegeben  sind,  und 
24  Formeln  für  die  logarithmischen  und  48  Formeln  für  die  trigonometrischen 
Integrale  liefern ,  mit  Rücksicht  darauf ,  dass  (unter  Voraussetzung  eines  reellen 
Integrationswegs)  y*  nicht  mit  p  zusammenfallen  darf. 
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Für  den  Fall  eines  coinplexen  Parameters  hat  man  nach  der  Methode  des 
Art.  53  r  =s  1^0-4-  v^i  zu  bestimmen.  Dann  lassen  sich  die  Integrale  w  der  dritten 
Gattung  in  ihren  reellen  und  imaginären  Theil  P  +  Qi  zerlegen ,  dergestalt  dass 
nicht  allein  P  und  Qi  durch  Vertauschung  von  v^  und  v^i  in  einander  übergehen, 
sondern  auch  durch  Integrale  mit  reellem  Parameter  w^  und  w^  ausgedrückt 
werden,  welche  aus  w  und  lo'  hervorgehen,  wenn  man  v  durch  v^  resp.  v^  er- 
setzt. Gleichzeitig  sollen  sich  üf  und  cr'  in  tff^  und  car^'  verwandeln.  Diese 
Reduction  ist  im  Art.  59  unter  Anwendung  der  Amplituden 


V'o 

= 

am 

2K  f 

TT 

^v.) 

Vi' 

= 

am 

2K. 

'hv^i 

für 

das 

Beispiel 

y  = 

I 
sing» 

% 

= 

am 

2K 
n 

(« 

— 

«.) 

0., 

- 

am 

2K 

n 

(» 

— 

o,f 

1    =3 

:  X*  sin*  rar 

durchgeführt,    welches   bekanntlich   die   von  Jacobi   in   den  Vordergrund   gestellte 
Form  des  Integrals 

s\v?(pdu 


tO  =    f       8 5- 

X  sin  tBsm'q> 
liefert. 

Art«  60  wird  gezeigt,  wie  eine  modificirte  Bestimmung  von  Q  auf  das 
Additionstheorem  für  Integrale  dritter  Gattung  führt,  nebst  den  zugehörigen  Formeln 
für  Verdoppelung  des  Arguments  (in  den  letzteren  treten  die  Amplituden 

2K ,  .  2K , 

1/'  =  am  —  (tt  4-  v)   ,  CO  =s  am  —  (u  —  v) 

71    ^  '  n    ^  ' 

2K  ,  ..  ,  2K  ,  .. 

V'  =  am  —  (tt  4-  vt)   ,  Ol  =  am  —  (w  —  vi) 

TT  71 

auf).  Bei  dieser  Gelegenheit  werden  die  entsprechenden  Additionssätze  für  die 
Integrale  zweiter  Gattung  hinzugefügt  nnd  im  Nachtrage  eine  Ergänzung  dazu  in 
der  gewöhnlichen  symmetrischen  Form  gegeben.  Endlich  finden  sich  die  Aus- 
drücke zusammengestellt ,  in  welche  die  Additionsformeln  des  .Art.  1 7  sich  ver- 
wandeln, wenn  v  in  vi  übergeht  und 

2Kv         px'      d(f)  2K .  , 

=  1       T'i TT   >  11;  =  am  —  (tt  4-  vi) 

gesetzt  wird. 

An  Stelle  der  Amplituden  ra^  und  tB[  ,  für  welche  die  Gleichungen 

2Kv^  ^   f^o     dq>  2Kv^  _    /»w/      dq> 

n      ""Jo      ^[f^]  ^^  ^      ""t/o      ^(<P«') 

gelten ,  werden  Art«  61  mit  Hülfe  des  Additionstheorems  für  den  Parameter  die 
Art.  53  deünirten  Amplituden  k  und  k'  eingeführt,  wodurch  sich  vereinfachte 
Ausdrücke  für  P  und  Q  ergeben,  welche  von  den  reellen  Integralen  wj^  und  wj. 
abhängen^  in  denen  v  resp.  durch  2v^  und  2v^i  ersetzt  ist.  Die  vorkommenden 
Amplituden  sind 
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2K,  ,  2K ,  . 

1/^  =  am — (m4-2Vo)    ,  oi  =  am  —  (w  — 2Vo) 

1//' =  am  —  (fi4-2v,i)   ,  cw':=  am  —  [u^2v^i) 

Die  Werihe  von  P  und  Q  enthalten  ferner  die  Grösse  q  =  mod  p  und  fuhren  für 
r^  =  o  resp.  v^  =  o  zu  Verdoppelungssätzen  mit  Bezug  auf  das  Argument  des 
Parameters,  wobei  tB  und  xs'  durch  k  und  Ä:'  ersetzt  werden. 

(m  Schlnssart«  62  endlich  wird  gezeigt,  wie  auch  bei  den  übrigen  Formen 
der  Integrale  dritter  Gattung  die  Trennung  in  den  reellen  und  imaginären  Theil 
für  den  Fall  complexer  Parameter  ausgeführt  werden  kann.  Einer  Zusammenstellung 
der  für  die  Reduction  dienlichen  Relationen  zwischen  den  bez.  Thetafünctionen  sind 
Reductionsformeln  beigefügt,  welche  die  Moduln  A,  /m,   v  der  Grössen 

sinor  ,         ^  _^ 

smtir  ,  -~7 —        und        tgtac 

so  wie  die  Amplituden  g>  \p  co  k  resp.  tp'  o)'  k'  enthalten. 


Druck  von  Breitkoyf  and  Hftrtel  in  Leipzig. 
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Nachdem  ich  durch  die  Untersuchung  der  Krystalle  des  Topases, 
des  Schwerspatbes  und  des  Aragonites  gezeigt  hatte,  dass  die  bis 
dabin  geltende  Ansicht,  wonach  das  Auftreten  thermoelektrischer 
Spannungen  auf  Krystallen  durch  einen  Mangel  an  Symmetrie  in  der 
Ausbildung  der  beiden  Enden  einer  Axe  bedingt  sein  sollte,  zu  eng 
ist,  dass  vielmehr  schon  ein  Unterschied,  wie  er  im  rhombischen 
Systeme  zwischen  den  verschiedenen  Axen  uns  entgegentritt,  genügt, 
um  bei  Temperaturveränderungen  auf  Krystallen  dieses  Systemes  elek- 
trische Differenzen  hervorzurufen,  so  lag  die  Yermuthung  nahe,  dass 
auch  in  den  sogenannten  einaxigen  Systemen  die  zwischen  der  Haupt- 
axe  und  den  Nebenaxen  vorhandene  Verschiedenheit  zur  Erzeugung 
elektrischer  Spannungen  hinreichend  sein  werde;  und  ich  habe  die 
Richtigkeit  dieser  Ansicht  durch  den  Nachweis  der  elektrischen  Span- 
nungen auf  den  Krystallen  des  Kalkspathes,  Berylles,  Idokrases  (Vesu- 
vianes) ,  des  Apophyllites ,  des  Apatites  und  des  Brucites  dargethan. 

In  einer  kurzen  Uebersicht,  welche  ich  über  meine  Untersuchun- 
gen der  Topas-,  Schwerspath-  und  Aragonitkrystalle  im  Jubelbande 
von  Poggendorff's  Annalen  veröffentlichte,  fügte  ich  S.  652  die  Be- 
merkung bei:  »Ob  vielleicht  selbst  eine  Ungleichheit,  wie  sie  zwischen 
den  Flächen-  und  Eckenaxen  eines  Würfelkrystalles  vorhanden  ist, 
unter  sonst  günstigen  Umstünden  auch  für  eine  thermoelektrische 
Erregung  ausreichend  sein  kann,  wage  ich  noch  nicht  zu  ent- 
scheiden.« 

Behufs  einer  Prüfung  dieses  Ausspruches  habe  ich  früher  wieder- 
holt die  farblosen  Flussspathkrystalle  von  Stolberg  und  die  gelben 
Krystalle  desselben  Minorates  von  Annaberg  geprüft,  jedoch  ohne 
entscheidende  Resultate  zu  erzielen. 

Als  ich  im  Jahre  1877  dunkelviolette  Flussspathkrystalle  von 
Weardale  in  Durham  (England)  erhielt,  nahm  ich  mit  Hoffnung  auf 
günstigen  Erfolg  die  Untersuchung  von  Neuem  auf,  weil  ich  die  Em- 
pfindlichkeit meines  Elektrometers   seit  den    früheren  Prüfungen   be- 
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trachtlich  erhöht  hatte,  und  weil  Brewster*)  in  seinem  Verzeichnisse 
der  thermoelektrischen  Krystalle  gerade  den  rothen  und  blauen  Fluss- 
spath  auffuhrt.  Und  in  der  That  gelang  es  mir  auch,  auf  den  Ober- 
flächen jener  violblauen  Krystalle  bei  der  Abkühlung  schwache  posi- 
tive Spannungen  zu  beobachten. 

Da  nun  aber  diese  violblauen  Flussspüthe  starke  Fluorescenz 
zeigen  und  nach  Bestrahlung  durch  Sonnenlicht  eine  kurze  Zeit  im 
Dunkeln  phosphoresciren ,  also  für  die  Einwirkung  des  Lictifes  em- 
pGndlich  sind,  und  da  ich  nicht  lange  zuvor  die  EntstehMg  elek- 
trischer Spannungen  und  Strömlingen  durch  die  Einwirkung  des  Lichtes 
auf  in  Wasser  und  Salzlösungen  befindliche  Metallplatt^  \vahrge- 
nommen  hatte**),  so  hielt  ich  es  Älr  möglich,  das6  auf  jenen  Fluss- 
späthen  auch  unter  dem  Einflüsse  des  Lichtes  elektrische  Err^;ungen 
entstehen  könnten. 

Der  Versuch  zeigte,  dass  nicht  blos  durch  das  Sonnenlicht,  son- 
dern selbst  durch  das  zerstreute  Tageslicht  sehr  merkliche  elektrische 
Spannungen  auf  der  Oberfläche  jener  Krystalle  hervorgerufen  werden. 

Eine  vorläufige  Mittheilung  Ober  diese  photoelektrischen  Erregun- 
gen delr  Flussspaihkrystalle  habe  ich  bereits  in  den  Berichten  der 
math.-phys.  Klasse  der  Gesellschaft  für  1877  S.  74 — 85  veröfiFentlicht, 
jedoch  ohne  dabei  die  durch  TemperaturändeHingen  erzeugten  elek- 
tiischefn  Spannungen  rn  Betracht  zu  ziehen.  Es  ist  wohl  erklärlich, 
dass  die  neuen  photoelektrischen  Erscheinungen  anfangs  mein  Inter- 
esse ganz  in  Anspruch  nahmen,  so  dass  ich  mich  in  jener  vorläufigen 
Mittheilung  zu  der  Aeiisserting  veranlasst  sah,  ich  hätte  bis  dahin 
noch  keine  Zeit  gehabt,  die  infolge  von  Temperaturänderungen  auf 
der  Oberfläche  der  Fl ussspathkry stalle  auftretende  Elektricität  ihrer 
Entste^hung  und  Bedeutung  nach  näher  zu  untei^i^chen. 

Nachdem  es  mir  dann  aber  gelungen,  eine  grössere  Anzahl  für 
diese  Untersuchungen  brauchbarör  Flussspäthe  theils  käuflich  zu  er- 
werben, theils  durch  die  Güte  meines  Collegen,  des  Herrn  Professor 
Zirkel,  sowie  des  Herrn  Bergraths  Professor  Weisbach  in  Frei- 
berg geliehen  zu  erhalten,  habe  ich  beide  Erregungsweisen,  sowohl 


*)    The  Edinb.  Journal  of  Science,  conducted  by  David  Brewsler,  Heft  2; 
übersetzt  im  Jahrb.  der  Chem.  u.  Phys.  von  Schweigger,    4  825,  Bd.  43.  S.  94. 
**)   Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  K.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.  1875  S.  229  ; 
Wiedemann,   Annal.  d.  Phys.  u.  Chem.   Bd.  1   S.  402. 
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die  photoelektrische  als  auch  die  ihermoelektrische,  einer  sorgfältigen 
und  umfassenden  Prüfung  unterwerfen  kOnnen. 

In  der  folgenden  Abhandlung  werde  ich  zuvörderst  die  nölhigen 
Erläuterungen  über  die  Art  und  Weise  der  Beobachtung  jener  beide^ 
Erscheinungen,  sowie  über  die  Einrichtung  und  Leistung  meines  Elek- 
trometers und  über  das  von  Brewster  bei  seiqea  Untersuchungen 
der  Thermoeieklricität  angewandte  Verfahren  geben,  darauf  über  die 
an  einer  Anzahl  von  Fl ussspathkry stallen  sowohl  nach  dem  Belichten 
als  auch  bei  Temperaturanderungen  gemessenen  elektrischen  Span- 
nungen, meistens  piit  Hülfe  von  Abbildungen,  ip  welche  die  beob- 
achteten Ausschläge  des  Elektrometers  eingetragen  sind,  berichten, 
und  daran  eine  kurze  Zusammenfassung  der  gewonnenen  allgemeinen 
Resultate  anschliessen. 


!•   Verfahren  bei  den  Beobachtungen. 

A.  Vorbereitung  der  Erystalle. 

Die  Krystalle  des  Flussspathes  werden  durch  Reibung  ausser- 
ordentlich leicht  und  stark  elektrisch,  und  es  haftet  die  hierdurch 
erzeugte  Elektricität  unter  Umständen  sehr  lange  auf  ihren  Flächen. 
Sie  lässt  sich  auch  nicht  sofort  durch  Anhauchen  (Ueberziehen  des 
Krystalles  mit  einem  Beschläge  von  Wasser)  oder  durch  Ueberstreichen 
mit  einer  Alkoholflamme  beseitigen. 

Hat  man  z.  B.  eine  Fläche  durch  Ueberstreichen  mit  einem  feinen 
Haarpinsel  in  einen  elektrischen  Zustand  versetzt,  und  diese  Fläche 
dann  durch  Anhauchen  oder  Annähern  der  Alkoholflamme  für  den 
Augenblick  anscheinend  unelektrisch  gemacht,  so  würde  die  Annahme, 
dass  der  unelektrische  oder  höchstens  sehr  schwach  elektrische  Zu- 
stand, wie  er  unmittelbar  nach  den  genannten  Operationen  beobachtet 
worden,  fortbesteht,  sehr  irrig  sein ;  es  entwickeln  sich  vielmehr  all- 
mählich wieder  sehr  beträchtliche  Spannungen,  deren  Höhe  selbst- 
verständlich von  den  vorhergegangenen  Zuständen  abhängt.  Man 
muss  das  Anhauchen  und  Ueberstreichen  mit  der  Flamme  in  längeren 
Zwischenzeiten  wiederholen.  Selbst  ein  ruhiges  Stehenlassen  durch 
24  Stunden  reicht  nicht  hin,  um  die  durch  Uej^erfahren  der  Fläche 
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mit  dem  Haarpinsel  erzeugte  Elektricilüt  zum  Verschwinden  zu  brin- 
gen, wofür  spater  ein  Beispiel  angeführt  werden  soll. 

Bei  dieser  hohen  Erregbarkeit  für  Elektricitat  durch  Reibung 
durften  die  Flussspathkryslalle  bei  ihrer  Prüfung  nicht  berührt  wer- 
den; es  empfahl  sich  daher  dasselbe  Verfahren,  welches  ich  bisher 
bei  meinen  thermoelektrischen  Beobachtungen  befolgt  habe.  Die  Kri- 
stalle wurden  bis  auf  die  zu  prüfende  Flache,  Kante  oder  Ecke  in 
Kupferfeilicht,  das  sich  in  kleinen  angemessen  gestalteten  kupfernen 
Kästchen  oder  Schlichen  befand,  eingehüllt.  Durch  Ueberstreichen  mit 
einem  feinen  Haarpinsel  wurden  alle  Feilspähne  von  den  freien  Theilen 
entfernt,  und  der  Krystall  nicht  eher  auf  sein  photo-  oder  thermo- 
elektrisches  Verhalten  untersucht,  als  bis  er  durch  öfteres  Anhauchen 
und  Bestreichen  mit  der  Flamme  dauernd  unelektrisch  geworden  war. 

In  den  kupfernen  Schalchen  oder  Kastchen  konnten  die  in  dem 
Kupferfeilicht  fest  eingebetteten  Krystalle  ohne  jede  Reibung  an  der 
Oberflache  beliebig   von  einem  Orte  zum  anderen   getragen  werden. 

B.  Elektrometer. 

Zur  Beobachtung  und  Messung  der  auf  der  Oberflache  der  Fluss- 
spathkryslalle auftretenden  photo-  und  thermoelektrischen  Vorgänge 
diente  das  von  mir  construirte  Elektrometer*).  Ein  an  dem  unteren 
Ende  eines  durch  Schellack  isolirlen  Messingstabchens  anhangendes 
sehr  schmales  Goldblättchen  schwebt  mit  seinem  unteren  Ende  zwi- 
schen zwei  Messingscheiben,  welche  durch  einen  Commutator  mit 
den  beiden  Polen  einer  Volta'schen  Säule  in  Verbindung  gesetzt  wer- 
den können.  Die  Lange  des  aus  sehr  dünnem  Golde  hergestellten 
Blattchens  betragt  bei  dem  zu  den  folgenden  Beobachtungen  benutzten 
Instrumente  70""",   und  der  Abstand  der  beiden  Scheiben   17"°. 

Die  Beobachtung  der  Ausschlage  des  Goldblättchens  geschieht 
mittelst  eines  Mikroskops  von  iOfacher  Vergrösserung,  welches  von 
der  vorderen  aus  einer  starken  Messingplatte  bestehenden  Wand  des 
Instrumentes  getragen  wird  und  sich  mittelst  einer  Schraube  in  einer 
Führung  seitlich  etwas  verschieben    lasst.     in  dem  Brennpunkte  des 


*)  Ausführliches  darüber  in  den  Berichten  der  malh.-phys.  Klasse  der  (Jes.  d. 
Wissensch.  für  18H0  S.  74  [Pogg.  Ann.  Bd.  84.  S.  28)  und  in  diesen  Abhandl. 
Bd.  V.  S.  292  und  Bd.  IX.  S.  6. 
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Oculars  befindet  sich  ein  Glasraikrometer ,  auf  welchem  eine  Länge 
von  10™  in  100  Theiie  getheilt  ist.  Die  Theiistriche  erscheinen 
durch  das  Ocular  gesehen  in  solchem  Abstände,  dass  sich  noch  Zehntel 
der  Theilung  schätzen  lassen. 

Die  galvanischen  Elemente,  welche  zur  Ladung  der  Scheiben 
dienen,  sind  schmale  aus  Kupfer  und  Zink  zusammengelöthete  Bügel, 
welche  in  kleine  mit  Wasser  gefüllte  Gläschen  tauchen.  Die  Mitte 
der  aus  ihnen  gebildeten  Volta'schen  Säule  wird  stets  zur  Erde  ab- 
geleitet, während  die  beiden  Pole  derselben,  wie  bereits  erwähnt, 
durch  einen  Commutator,  dessen  mit  Quecksilber  gefüllte  Näpfchen 
auf  Schellackstäben  ruhen,  mit  den  Messingscheiben  des  Elektrometers 
in  Verbindung  gesetzt  werden.  Die  Gläschen  stehen  wohl  isolirt  auf 
einem  grossen  Harzkuchen,  und  es  bleibt  die  Spannung  in  den  Polen 
der  Säulen  längere  Zeit  sehr  nahe  constant,  wenn  jeder  Schluss 
zwischen  den  Polen  oder  einem  Theiie  der  Säule,  sowie  Erschütte- 
rungen und  Aendeningen  der  Temperatur  und  der  Belichtung  ver- 
mieden werden. 

Sind  die  MetallstUcke  frisch  geputzt  und  das  Wasser  erneut 
worden,  so  ändert  sich  allerdings  unmittelbar  nach  der  Zusammen- 
stellung der  Säule  die  Spannung  in  ihren  Polen,  erreicht  aber  nach 
einigen  Stunden  einen  nahe  constanten  Werth. 

Durch  Aenderung  in  der  Temperatur  der  Elemente  ändert  sich, 
wie  ich  schon  in  meiner  Abhandlung  über  die  Messung  der  atmo- 
sphärischen Elektricität  nach  absolutem  Maasse*)  gezeigt  habe,  die 
Spannung,  wenn  die  Elemente  bereits  längere  Zeit  im  Wasser  ge- 
standen haben.  Ebenso  erzeugeö  Aenderungen  in  der  Belichtung 
Schwankungen  in  den  Spannungen  der  Pole**),  im  Verlaufe  eines 
Tages  treten  daher  in  diesen  Spännungen  gewisse  Aenderungen  ein. 
Durch  in  angemessenen  Zwischenzeiten  wiederholte  Beobachtung  des 
Ausschlages,  welchen  ein  constanles  Daniel  Tsches  Element,  dessen  einer 
Pol  mit  dem  Goldblättchen  verbunden  wird,  während  der  andere  zur 
Erde  abgeleitet  ist,  hervorruft,  lässt  sich  leicht  die  Spannung  in  den 
Polen  der  Säule  prüfen,  und  sodann  durch  Hinzufügung  oder  Hin weg- 


♦)  Diese  Abhandl.  Bd.  V.  S.  438. 

**)   Berichte  der  math.-phys.  Klasse  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1875  S.  299, 
und  Wiedemano,  ÄDnal.  Bd.  I.  S.  402. 
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nahiiie  von  Eiemealeii  der  ursprüogtiehe  Werth  derselben  wiederher- 
stellen. 

Ist  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  bei  Anwendung  einer 
beträchtlichen  Anzahl  von  Elementen  eine  sehr  grosse,  so  würde  die 
Spannung  eines  Dan ie loschen  Elementes  das  Goldbldtlcben  ganz  aus 
dem  Gesichtsfelde  treiben.  Wo  es  nun,  wie  bei  den  nachfolgenden 
Versuchen,  nicht  auf  eine  genaue  Vergleichung  der  zu  verschiedenen 
Zeilen  gemachten  Beobachtungen,  sondern  überhaupt  nur  auf  die  Er- 
haltung einer  nahe  gleichen  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  ankommt, 
benutze  ich  anstatt  jenes  Elementes  ein  Zinn-Kupfer- Wasser-Element, 
dessen  elektromotorische  Kraft  ungefähr  ^  eines  DanielT sehen  be- 
trögt. 

in  Fällen,  wo  keine  grosse  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  ver- 
langt wird,  wenn  es  z.  B.  genügt,  dass  die  Spannung  eines  Daniell- 
schen  Elementes  nur  einen  Ausschlag  von  6  Skalentheilen  des  Ocular- 
mikrometers  erzeugt,  lässt  sich,  wenn  das  Goldblättchen  von  beiden 
Scheiben  gleich  weit  absteht^),  die  elektrische  Spannung  in  diesen 
Scheiben  unter  Zuhülfenahme  einiger  Elemente  Zinn- Kupfer-Wasser 
stets  so  weit  abgleichen,  dass  während  der  Ableitung  des  Goldblätt- 
chens zur  Erde  beim  Ein-  und  Umlegen  des  Bügels  im  Commutator 
das  Goldblättchen  fast  unverändert  an  seinem  Orte  bleibt**).  Bei 
diesem  Zustande  des  Instrumentes  wird  man  dann  zweckmässig  die 
dem  Goldblättchen  mitgetheilten  Spannungen  durch  Umlegen  des  Com- 
mutators  messen,  und  den  bei  abgeleitetem  Goldblättchen  noch  vor- 
handenen sehr  geringen  Ausschlag  in  Rechnung  ziehen.  Durch  dieses 
Verfahren  wird  der  Ausschlag  verdoppelt,  und  die  Messung  unabhän- 
gig von  der  Ruhelage  des  Blättchens. 

Hat  man  jedoch  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  dui-ch 
Vermehrung  der  Elemente  in  der  Säule  sehr  erhöht,  so  ist  es  nicht 
mehr  möglich,  die  Spannungen  in  den  beiden  Hälften  der  in  ihrer 
Mitte  abgeleiteten  Säule  und  somit  die  Einwirkung  der  beiden  Messing- 
scheiben auf  das  Goldblättchen  absolut  gleich  zu  machen,  oder  viel- 
njehr  bei  den  fortwährend  eintretenden,  wenn  auch  nur  sehr  schwachen 


*)   Ueber  ein  Verfahren,  dies  mit  Leichtigkeit  zu  erzielen,  s.  meine  Maass- 
bestimmungen der  elektromotorischen  Kräfte  Bd.  IX.  S.  6  dieser  Abhandlungen. 

**)   Der   noch  zurückbleibende  sehr  kleine  Ausschlag   ist   eine  Folge   der  im 
Goldblättchen  durch  seine  Ableitung  zur  Erde  erzeugten  Elektrioität. 
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Aenderuagen  in  der  Temperatur  und  Belichtung,  sowie  bei  den  Er- 
schütterungen der  Säule  in  diesem  gleichen  Zustande  zu  erhallen*). 
Man  lässt  dann  den  Bügel  des  Commutators  in  einer  bestimmten 
Lage  und  beobachtet  die  bei  Eleklrisirung  des  Goldblättchens  ein- 
tretenden Ausschläge. 

Selbst  bei  hoher  Empfindlichkeit  des  Instrumentes  steigen  die 
Ausschläge  des  Goldblättchens  ziemlich  nahe  proportional  der  dem- 
selben zugefuhrlen  elektrischen  Spannung  noch  bis  zu  einer  Grösse 
von  30  Skalentheilen**).  in  der  That  wachsen  sie  jedoch  infolge 
der  Annäherung  des  Goldblättchens  an  die  eine  Scheibe  etwas  stärker 
als  proportional  den  Spannungen,  so  dass  bei  einem  Ausschlage  von 
30  Sklh.  die  Correction  ungefähr  I  Skth.  beträgt,  um  welchen  Betrag 
der  gemessene  Ausschlag  also  zu  verkleinern  ist. 

Bei  den  in  der  oben  erwähnten  vorläufigen  Mittheilung  über  die 
photoelektrischen  Eigenschaften  des  Flussspathes  angeführten  Messun- 
gen war  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  bereits  so  weit  er- 
höht, dass  das  Goldblättchen  für  den  elektrischen  Unterschied  in  den 
beiden  Polen  eines  Elementes  Zinn -Kupfer -Wasser  einen  Ausschlag 
von  25  Skth.  gab;  bei  den  nachfolgenden  Beobachtungen  wurde  aber 
die  Empfindlichkeit  in  den  meisten  Fällen  nahe  auf  das  Doppelte  und 
selbst  noch  mehr  gesteigert,  so  dass  das  eben  erwähnte  Element  einen 
Ausschlag  von  40  bis  50,  ja  selbst  von  70  Skth.  hervorrief***).  Nur 


*)  Das  physikalische  Institut  der  hiesigen  Universität  liegt  von  der  Mitte  der 
Fahrbahn  der  nächsten  gepflasterten  Strasse  ungefähr  30  Meter  ab;  das  Elektro- 
meter sieht  auf  einer  festen  Fensterbank ,  der  die  Säule  tragende  Harzkuchen  auf 
einem  in  der  Ecke  der  Stube  befindlichen  Schranke.  Ein  auf  der  bezeichneten 
Strasse  fahrender  Wagen  stört  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen,  jedoch  nicht 
etwa  durch  das  Erzittern  des  Goldblättchens,  sondern  durch  die  Erschütterung  der 
Elemente  in  der  Säule,  in  welcher  sich  die  Spannungsverhältnisse  in  beiden  Hälften 
aicht  in  genau  gleicher  Weise  ändern,  was  natürlich  eine,  wenn  auch  meistens 
nur  sehr  schwache  Bewegung  des  GoldbläUchens  zur  Folge  hat. 

**)  lieber  die  Beduction  der  beobachteten  Ausschläge  s.  diese  Abhandlungen 
Bd.  y.  S.  421. 

***)  Das  längere  Zelt  in  Wasser  gestandene  Element  Zinn-Kupfer- Wasser  be- 
sass  ungefähr  ein  Drittel  der  elektromotorischen  Kraft  eines  Da nielT sehen  Ele- 
mentes. Letzteres  würde  also  einen  Ausschlag  von  weit  über  100  Skth.  gegeben 
liaben.  Da  sich  nun  ^  Skth.  noch  wahrnehmen  lässt,  so  konnte  mit  dem  Elek- 
trometer noch  weniger  als  jjhii  ^^^  Spannung  eines  DanielTschen  Elementes 
direct  beobachtet  werden. 
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bei  stark  elektrischen  Krystallea,  oder  wenn  die  durch  äussere  Um- 
stände bedingten  Störungen  in  dem  elektrischen  Zustande  der  um- 
gebenden Luf)  eine  sehr  hohe  EmpQndlichkeit  des  Instrumentes  nicht 
gestatteten,  wurde  die  frühere  oder  auch  eine  noch  geringere  Em- 
pfindlichkeit benutzt. 

0.  Messung  der  elektrischen  Spannungen. 

Um  die  einzelnen  Stellen  einer  Krystallllache  (Kante,  Ecke)  auf 
ihr  photoelektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  wurden  die  Krystalle,  nach- 
dem sie  wie  oben  beschrieben  in  Kupferfeilicht  so  eingesetzt  waren, 
dass  nur  die  zu  untersuchende  Fläche  (Kante,  Ecke)  frei  blieb,  von 
jeder  etwa  durch  Reibung  entstandenen  Elektricität  gesäubert,  und 
dann  dem  Tageslichte  oder  dem  directen  Sonnenlichte  oder  dem  elek- 
trischen Kohlenlichte  ^)  während  angemessener  Zeit  ausgesetzt.  Dar- 
auf wurden  dieselben  mit  dem  Kästchen  oder  Schälchen,  in  welchem 
sie  eingebettet  lagen,  auf  einen  höher  und  tiefer  stellbaren  metalli- 
schen und  zur  Erde  abgeleiteten,  neben  dem  Elektrometer  befind- 
lichen Träger  gestellt,  und  sodann  mittelst  der  Bd.  XIII.  S.  344  und 
Bd.  XIV.  S.  379  dieser  Abhandlungen  beschriebenen  Hebelvorrichtung 
das  untere  möglichst  abgerundete  Ende  eines  52""  langen  und  0,7  ™ 


*)  Das  elektrische  Kohlenlicht  wurde  durch  eine  dynamoeleklrische  Maschine 
(Lichtmaschine)  von  Siemens  &  Halsice  (System  v.  Uefner-AUeneck) ,  welche  eine 
Lichtstärke  von  ungefähr  4000  Kerzen  gab,  erzeugt.  Zur  Umdrehung  der  Trommel 
dieser  Maschine  diente  eine  Gasmaschine  (von  Otto  in  Deutz,  neuerer  Coustruclion) 
von  vier  PferdekrUften.  Da  die  Aufstellung  der  beiden  Maschinen  im  hiesigen  phy- 
sikalischen Institute  jedoch  erst  nach  Durchführung  der  photoelektrischen  Unter- 
suchung vollendet  war,  so  habe  ich  nur  einen  Theil  der  Beobachtungen,  nament- 
lich auf  Flächen,  welche  ein  besonderes  Interesse  darboten,  mit  der  Bestrahlung 
durch  das  elektrische  Kohlenlicht  wiederholt.  Bei  der  Siemens-Halske' sehen  Lampe 
steht  die  positive  Kohle  oben;  es  bildet  sich  in  ihr  eine  kleine  concave  Fläche, 
so  dass  die  stärkste  Ausstrahlung  des  Lichtes  etwas  nach  unten  erfolgt.  Dieser 
Umstand  war  für  die  Bestrahlung  der  Krystalle  günstig ;  dieselben  wurden  in  eini- 
gem Abstände  von  der  elektrischen  Lampe  in  etwas  zur  Lampe  geneigter  Lage  auf 
den  Tisch  gestellt,  so  dass  die  Krystallfläche  ungefähr  300™"  von  der  leuchtenden 
Kohlenspitze  entfernt  war.  Die  Dauer  der  Bestrahlung  betrug  meistens  ^  bis  I 
Minute,  unter  Umständen  aber  auch  5  bis  4  0  Minuten.  In  dem  letzten  Falle 
Nviirde,  wenn  die  Wärmesirahlen  wenigstens  zum  grössten  Theile  abgehalten  wer- 
den sollten,  eine  etwa  zolldicke  Schicht  einer  concentrirten  Alaunlösung  vor  den 
Krystall  gestellt. 
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dicken  Platindrahtes,  weicher  durch  einen  zum  Theil  mit  Siegellack 
überzogenen  Glasstab  isolirt,  und  an  seinem  oberen  Ende  mittelst  eines 
ungefähr  aoO"""  langen  Drahtes  mit  dem  das  Goldblättchen  des  Elek- 
trometers tragenden  Messingstäbchen  verbunden  war,  den  einzelnen 
Punkten  der  freiliegenden  Krystallfidche  möglichst  genähert.  Eine 
Berührung  der  Krystalllläche  mit  dem  Ende  des  Platindrahtes  war 
durchaus  zu  vermeiden,  weil  sie  Reibungselektricität  zur  Folge  hatte ; 
es  geschah  deshalb  die  Annäherung  unter  Beobachtung  der  Spitze 
mittelst  einer  Loupe. 

Durch  Stellrchrauben  war  die  Hebelvorrichtung  so  regulirt,  dass 
beim  Heben  des  Platindrahtes  sein  oberes  Ende  sich  an  eine  zur  Erde 
geführte  Ableitung  anlegte,  wenn  das  untere  Ende  24™™  über  dem 
Niveau  der  Krystallfläche  stand.  Beim  Niederlassen  wurde  der  Draht 
in  der  angegebenen  Höhe  oberhalb  der  Krystalllläche  isolirt,  und 
später  die  Bewegung  durch  eine  Schraube  gehemmt,  sobald  sein  unteres 
Ende  der  Krystallfläche  möglichst  nahe  gekommen  war.  So  konnte 
der  Ausschlag,  welcher  durch  die  Bewegung  des  Platindrahtes  ent- 
stand,* mittelst  des  Mikroskops  wiederholt  beobachtet  werden,  während 
die  Hand  die  Hebelvorrichtung  senkte  und  wieder  hob. 

Sollten  die  nach  vorhergehender  Erwärmung  durch  die  Abkühlung 
eintretenden  thermoelektrischen  Spannungen  untersucht  werden,  so 
wurden  die  in  den  kupfernen  Gefässen  befindlichen  Krystalle  in  einem 
kleinen  kupfernen  Ofen  mit  doppelten  Wänden,  deren  Zwischenraum 
mit  Wasser  ausgefüllt  war,  auf  einer  Temperatur  von  100®  C.  (oder 
auch  nach  Umständen  auf  einer  niedrigeren)  je  nach  ihrer  Grösse  } 
bis  3  Stunden  hindurch  erhalten,  und  sowohl  nach  dem  Herausnehmen 
aus  dem  Ofen,  als  auch  nach  Verlauf  kürzerer  oder  längerer  Zeit  unter- 
sucht. Die  Erhitzung  der  Krystalle  auf  höhere  Temperaturen  als 
100*^  C.  geschah  in  einem  anderen  kleinen  kupfernen  Luftbade.  Wäh- 
rend der  zur  Abkühlung  dienenden  Zwischenzeit  standen  die  Krystalle 
iD  einem  dunkeln  Räume  (grosses  Metallgefäss) ,  um  jede  photoelek- 
trische Erregung  auszuschliessen. 

Wenn  es  sich  dagegen  um  die  während  der  Erwärmung,  also 
bei  steigender  Temperatur  entstehenden  elektrischen  Spannungen  han- 
delte, so  wurde  der  oben  erwähnte  metallische  Träger  entfernt  und 
an  seine  Stelle  der  kleine  Bd.  Xlll.  S.  342  dieser  Abhandinngen  be- 
schriebene eiserne  Ofen  gebracht.   In  seine  schüsseiförmige  mit  Kupfer- 
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feilicbi  gefüllte  VertiefuDg  wurden  die  Schalchen  mit  den  in  ihnen 
befindlichen  Kryslallen  eingesetzt,  und  die  Erwärmung  durch  eine  im 
Innern  des  Ofens  angebrachte  kleine  Alkohol-  oder  Gasflamme  bewirk!. 
Die  Temperatur  wurde  angenähert  durch  ein  in  das  Kupferfeilicht 
eingesenktes  Thermometer  bestimmt.  Um  in  diesem  Falle  die  Ein- 
wirkung des  Tageslichtes  möglichst  abzuhalten,  war  ein  dichtes  Rou- 
leau zwischen  den  beiden  Doppelfenstern  heruntergelassen  und  durch 
vorgesetzte  Papier-  und  Metallschirme  das  Licht  soweit  geschwächt, 
dass  es  eben  nur  noch  zur  Beobachtung  der  Annäherung  der  Platin- 
spitze an  die  KrystallOäche  und  des  Ausschlages  des  Goldblättchens 
im  Elektrometer  ausreichte. 

Waren  bei  den  zu  prüfenden  Krystallen  jedoch  nur  sehr  geringe 
Elektricitätserregungen  zu  erwarten,  so  liess  sich  das  eben  angegebene 
Verfahren  nicht  anwenden.  Denn  obwohl  die  Alkohol-  oder  Gas- 
flamme völlig  von  Metall  umgeben  war  und  der  abziehende  Dampf 
durch  ein  mehr  als  fusshohes  Rohr  oberhalb  des  Kryslalles  austrat, 
so  entstand  doch  durch  das  Brennen  der  Lampe  in  der  Umgebung 
des  Elektrometers  eine  elektrische  Ladung  der  Luft,  so  dass  das  Gold- 
blättchen bereits  durch  das  blosse  Senken  des  Platindrahtes  einen 
(wenn  auch  unter  günstigen  Umständen  nur  schwachen)  Ausschlag  her- 
vorbrachte. Dazu  kam  noch,  dass  durch  die  Nähe  des  kleinen  Ofens 
trotz  der  vorgesetzten  Metallschirme  doch  Luftströmungen  in  dem  Ge- 
häuse des  Elektrometers  entstanden,  welche  um  so  störender  wurden, 
je  grösser  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  war.  In  solchen 
Fällen  blieb  nichts  übrig,  als  den  betrefl*enden  Krystall  in  etwas  grös- 
seren kupfernen  Kästchen  oder  Schälchen  je  nach  seiner  Grösse  nur 
10  bis  25  Minuten  in  den  erhitzten  Ofen  zu  stellen,  und  dann  so- 
fort nach  dem  Herausnehmen  in  der  gewöhnlichen  Weise  auf  sein 
elektrisches  Verhalten  zu  prüfen.  Da  beim  Herausnehmen  das  Kupfer- 
feilicht noch  wärmer  war,  als  die  in  ihm  eingebetteten  Krystalle,  so 
stieg  die  Temperatur  des  Krystalles  noch  eine  kui'ze  Zeit,  und  es 
gelang  so,  die  bei  steigender  Temperatur  auftretende  Elektricität  sicht- 
bar zu  machen. 

Ausser  den  vorstehend  beschriebenen  Verfahren  lässt  sich,  wenn 
es  nur  im  Allgemeinen  auf  die  Nachweisung  sowohl  der  photoelektri- 
schen als  auch  der  thermoelektrischen  Spannungen  auf  den  Fiuss- 
spathkf ystallen  ankommt,  ein  gewissermassen  umgekehrtes  anwenden, 
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das  bereits  früher  auch  von  P.  Ermao*^)  zur  Untersuchutig  der 
Thermoelektricitäl  des  Topases  benutzt  worden  ist.  Das  kupferne 
Kästchen,  welches  den  Kryslall  in  Ktipferfeilicht  eingesetzt  etttbäit, 
wird,  nachdem  die  zu  prüfende  Fläche  während  einer  angemessenen 
Zeit  dem  Lichte  ausgesetzt  worden,  oder  nachdem  der  zuvor  erhitzte 
Krystall  fast  erkaltet  ist,  auf  eine  isolirende  Unterlage  gesleIH,  und 
mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  leitende  Verbindung  ge- 
bracht. Nähert  man  dann  irgend  einer  mit  einer  elektrischen  Span- 
nung versehenen  Stelle  der  fi*e1en  Oberfläche  des  Krystall^  einen 
Leiter,  so  zeigt  das  Goldblättchen  einen  Ausschlag,  der  duit^h  seine 
Richtung  gerade  auf  eine  der  an  der  betreffenden  Stelle  der  Kry- 
st^llfläche  vorhandenen  entgegengesetzte  Polarität  hinweist. 

D.  Bedeutung  und  Werth  der  gemessenen  Ausschläge. 

Bei  meinen  thermoelektrischen  Untersuchungen  hatte  ich  mir 
die  Aufgabe  gestellt,  nicht  blos  im  Allgemeinen  zu  beobachten,  ob 
ein  Krystall  überhaupt  elektrisch  wiixi,  sondern  vielmehr  speciell  die 
Vertheilung  der  positiven  und  negativen  Elektricität  auf  den  einzel- 
nen Flächen  derselben  zu  eimitteln,  und  möglichst  annährend  in  ihrer 
relativen  hitensität  zu  bestimmen,  und  zwar  sowohl  bei  steigender 
als  auch  bei  sinkender  Temperatur.  Die  Erreichung  dieses  Zieles 
macht  das  zuvor  beschriebene  Verfahren  durchaus  nothwendig.  Die 
dabei  erforderliche  Hinzufügung  einer  200""  langen  Drahtleitung, 
welche  den  der  Krystallfläche  zu  nähernden  Platindraht  mit  dem  das 
Goldblättchen  tragenden  Messingstäbchen  verbindet,  hat  nun  aber  den 
Uebelstand  zur  Folge,  dass  die  durch  Vertheilung  seitens  der  elek- 
trischen Krystallfläche  im  Platindrahte  erzeugte  freie  Elektricität  durch 
ihre  Verbreitung  über  einen  längeren  Leiter  an  dem  Ende  des  Gold- 
blättchens mit  einer  geringei-en  Intensität  auftritt.  Es  muss  also  der 
eben  bezeichnete  Uebelstand  durch  eine  grössere  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  ausgeglichen  werden. 

Die  Ausschläge  im  Elektrometer  werden  bei  dem  von  mir  an- 
gewandten Verfahren  auch  noch  durch  den  Umstand  verringert,  dass 
nicht  die  ganze  Vertheilungswirkung  zur  Erscheinung  kommt.     Es  ist 
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oben  erwähnt  worden,  dass,  wenn  das  unlere  Ende  des  Platindrahies 
mittelst  eines  Hebelarmes  24"°  über  das  Niveau  der  Krystallfläche 
gehoben  ist,  sein  oberes  Ende  an  eine  zur  Erde  geführte  Ableitung 
stOsst,  und  in  dieser  Stellung  der  Platindrabt  also  ebenfalls  mit  der 
Erde  leitend  verbunden  ist.  Liegt  nun  unterhalb  des  unteren  Endes 
des  Platindrahtes  eine  elektrische  Krystallfläche,  so  hält  diese  auch 
in  dem  Abstände  von  24*"*"  stets  noch  eine  gewisse  Menge  Elek- 
tricität  in  dem  abgeleiteten  Drahte  gebunden;  beim  Niederlassen  des 
Platindrahtes  bis  zur  möglichsten  Annäherung  seines  unteren  Endes 
an  die  Krystallfläche  wird  daher  nicht  der  ganze  Betrag  der  durch 
die  Vertheilung  seitens  der  Krystallfläche  erzeugten  Elektricilät  frei, 
sondern  nur  der  Theil,  um  welchen  diese  Vertheilungswirkung  bei 
möglichster  Annäherung  des  unteren  Endes  an  die  Krystallfläche  grösser 
ist,  als  bei  24""  Abstand  von  derselben. 

Sollte  der  ganze  Betrag  dieser  Vertheilung  zur  Wirkung  auf  das 
Goldblättchen  kommen,  so  musste,  während  der  Platindraht  gehoben 
war,  eine  zur  Erde  abgeleitete  Kupferscheibe  zwischen  sein  untei-es 
Ende  und  die  Krystallfläche  geschoben,  und  nachdem  der  Draht  etwas 
niedergelassen,  so  dass  sein  oberes  Ende  die  Ableitung  nicht  mehr 
berührte,  wieder  entfernt  werden.  Ich  habe  bisweilen  eine  solche 
Vorrichtung  angewandt;  die  Metallscheibe  wurde  von  einem  starken 
Metallarme  getragen,  welchei*  mittelst  einer  verticalen  am  Fenster- 
rahmen befestigten  Axe  in  horizontaler  Ebene  beweglich  war;  die 
Metallscheibe  liess  sich  durch  Drehung  des  Armes  zwischen  das  Draht- 
ende und  die  Krystallfläche  einschieben   und  wieder  entfernen. 

Das  einfachste  Mittel,  um  den  ganzen  Betrag  der  Vertheilung 
zur  Wirkung  kommen  zu  lassen,  hätte  die  Entfernung  des  Platin- 
drahtes auf  einen  grösseren  Abstand  dargeboten.  Indess  ist,  ganz 
abgesehen  von  anderen  Schwierigkeiten,  eine  zu  grosse  Hubhöhe  des 
Drahtes  nicht  immer  anwendbar,  weil  der  elektrische  Zustand  in  der 
Nähe  des  Elektrometers  auch  bei  der  grössten  Sorgfalt  sich  nicht 
fortdauernd  so  erhalten  lässt,  dass  bei  beträchtlicher  Senkung  des 
Platindrahtes  nicht  bereits  ein  Ausschlag  im  Elektrometer  blos  in- 
folge dieser  Ortsveränderung  eintritt. 

In  welchem  Verhältnisse  sich  durch  das  Verbleiben  des  unteren 
Endes  des  Platindrahtes  in  einem  Abstände  von  24"""  über  dem  Ni- 
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veau  der  Krystallfidche  die  Ausschläge  vermindern,  werden  die  fol- 
genden Angaben  nachweisen. 

Auf  den  S.  21 0  erwähnten  metallischen  Träger,  auf  welchen  sonst 
die  kleinen  kupfernen  Schälchen  mit  den  zu  prüfenden  Krystallen  ge- 
setzt wurden,  war  eine  ebengeschliffene  Kupferplatte  von  73"™  Durch- 
messer, jedoch  durch  Schellack  von  demselben  isolirt,  horizontal  ge- 
legt; durch  einen  mit  Schellackstäben  versehenen  Commutator  konnte 
dieselbe  mit  dem  einen  oder  dem  andern  Pole  einer  aus  Zink -Ku- 
pfer-Wasser -Elementen  gebildeten  Säule  verbunden  werden,  wäh- 
rend der  zweite  Pol  derselben  zur  Erde  abgeleitet  war.  Der  Mitte 
dieser  Kupferplatte,  welche  also  aus  der  Säule  eine  Elektrisirung 
empfangen  hatte,  wurde  nun  das  untere  Ende  des  Platindrahtes  ebenso 
genähert,  wie  sonst  der  Kryslallfläche,  d.  h.  aus  der  anfUnglichen 
abgeleiteten  Lage  in  isolirlem  Zustande  um  24"™  gesenkt.  Bei  dieser 
Bewegung  des  Platindrahtes  bewirkte  also  nur  der  Ueberschuss  der 
Vertheilungswirkung  bei  grosser  Nähe  über  die  im  Abstände  von 
24""  bereits  eingetretene  den  Ausschlag  des  Elektrometers. 

Wenn  dagegen  der  Platindraht  zuerst  der  im  nicht -elektrischen 
Zustande  befindlichen  Kupferplatte  genähert,  und  dann  durch  Ein- 
legen des  Commutatorbügels  die  Kupferplatt«  mit  dem  Pole  der  Säule 
verbunden  wurde,  so  hing  der  Ausschlag  im  Elektrometer  von  dem 
Betrage  der  ganzen  Vertheilungswirkung  ab. 

Unter  den  gegebenen  Umständen  (Durchmesser  der  Kupferplatte 
73"'",  Hebung  des  Platindrahtes  24"")  betrug  der  Ausschlag  im  er- 
sten Falle  nahe  die  Hälft«  des  im  zweiten  Falle  eintretenden,  d.  h. 
es  wurde  nur  nahe  die  Hälfte  des  Ausschlages  beobachtet,  welcher 
eintreten  müsste,  wenn  der  Platindraht  aus  sehr  grosser  Entfernung 
der  Kupferplalte  genähert  würde. 

Die  Ausschläge  sind  in  beiden  Fällen  bei  Ladung  der  Platte 
durch  dieselbe  Säule  von  der  Grösse  der  Platte  abhängig.  Wenn 
z.  B.  der  Ausschlag  im  ersten  Falle  (wo  nur  die  Differenz  der  Ver- 
theilungswirkungen  in  der  Anfangs-  und  Endlage  zur  Wirkung  kommt) 
bei  der  Kupferplatte  von  73""  Durchmesser  13,6  Skth.  betrug,  so 
stieg  er  unter  gleichen  Umständen  bei  einer  Platte  von  95""  Durch- 
messer auf  14,9  Skth.;  sank  dagegen  bei  einer  Platte  von  40"" 
Durchmesser  auf  12,9,  und  bei  einer  Platte  von  20,7""  Durchmesser 
auf  10,9  Skth. 
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Itn  zweiten  Falle  (wo  also  die  ganze  Verthiöilungswirkutag  ge- 
messen wurde)  betrug  der  Ausschlag  bei  der  Platte  von  73""  Durch- 
messer 217  Skth.,  bei  der  Platte  von  95""  31,  bei  der  Platte  von 
40"*  22,5  und  bei  der  Platte  von  20""  17,5  Skth. 

Wahrend  bei  den  beiden  Platten  von  73  und  95""  Durchmesser 
nur  Tfiahö  0,5  der  Gesammtvertheilutig  zur  Wirkung  kommen,  wenn 
der  Draht  in  24""  Höhe  abgeleitet  ist  und  dann  der  Platte  möglichst 
genähert  wiitl,  erhöht  sich  bei  gleicher  Hubhöhe  für  kleinere  Platten 
diese  Wirkung  bis  0,57  für  40"",  und  bis  0,62  fffr  2«""  Durch- 
messer. 

Diese  Angaben  gestatten  eine  Schätzung  des  Einflusses,  welchen 
die  Grösse  der  Flächen  bei  den  im  Folgenden  untersuchten  Krystal- 
len  auf  die  Ausschlage  des  Goldblättchens  ausübt.  Die  Grösse  dieser 
Krystallflächen  änderte  sich  von  4  bis  zu  55""  Seitenlänge. 

Die  Spitze  des  Platindrahtes  wurde  unter  Beobachtung  mittelst 
einer  schwach  vergrössernden  Loupe  der  Metallplatte  möglichst  ge- 
nähert; eine  geringe  Schwankung  in  dem  kleinen  Abstände  zwischen 
der  Spitze  und  der  Platte,  der  also  jedes  Mal  nur  nach  dem  Augen- 
maasse  eingestellt  wurde,  hat,  wie  die  folgenden  Messungen  zeigen, 
auf  die  Grösse  des  Ausschlages  keinen  merklichen  Einfluss. 

Wenn  der  äusserste  Abslatid,  bis  auf  welchen  die  Spitze  des 
Platindrahtes  sich  über  das  Niveau  der  Metallfläche  erhob,  stets  24"" 
blieb,  entstand  bei  Verbindung  der  Platte  mit  derselben  Säule  bei 
möglichster  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes  an  die  Ober- 
fläche der  Platte  ein  Ausschlag  von  15  Skth.;  bei  Annäherung  bis 
auf  1""  Abstand  an  die  Platte  betrug  der  Ausschlag  14,5,  bei  An- 
näherung bis  auf  5""  11,7  Skth.,  bei  Annäherung  bis  auf  7,5"" 
10,6  Skth.,  und  bei  Annäherung  bis  auf  15""  8,7  Skth.*) 

Wenn  nun  auch  niem  Elektrometer  noch  weniger  als  t-«W  der 
Spannung  eines  Da  niell'schen  Elementes  bei  unmittelbarer  Zuführung 
zum  Goldblättchen  v^'ahrzunehmen  gestattet,  so  sind  doch  die  schwäch- 
sten auf  den  Kiystallflächen  überhaupt  noch  wahrnehmbaren  elektri- 
schen Spannungen    infolge   des   angewandten  Verfahrens    mn   Vieles 


*j  Ich  bemerke,  dass  der  Platindraht  zwar  bei  der  grössten  AnnäheruDg  an 
die  PlaUe  senkrecht  über  der  Mitte  derselben  sland,  dagegen  beim  Heben  mittelst 
der  Hebelvorrichtung   (Länge  des  Hebelarmes   <50™™)   sich  etwas  zur  Seite  steflte. 
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grösser.  Es  wird  ja  bei  diesem  Verfahren,  wie  ich  zuvor  nach- 
gewiesen, nicht  die  Spannung  unmittelbar  in  unveränderter  Grösse 
dem  Goldblättchen  zugeführt,  sondern  nur  die  Vertheilungswirkung 
auf  den  genäherten  Platindraht,  und  auch  diese  nicht  einmal  in  ihrem 
vollen  Betrage,  sondern  nur  zur  Hälfte  oder  zu  Zweidrittheilen  ge- 
messen. 

Um  sich  ein  Urtheil  über  die  Bedeutung  oder  den  Werth  der 
auf  den  Krystallflächen  gemessenen  Ausschläge  zu  bilden,  mögen  die 
folgenden  Angaben  dienen. 

Das  Elektrometer  besass  eine  solche  Empfindlichkeit,  dass  die 
elektrische  Differenz  an  den  Enden  eines  aus  Zinn,  Kupfer  und  Wasser 
gebildeten  Elementes  einen  Ausschlag  von  nahe  50  Skth.  gab;  ein 
DanielTsches  Element  würde  daher  einen  Ausschlag  von  ungefähr 
150  Skth.  bewirkt  haben.  Als  nun  der  eine  Pol  des  D  a  n  i  e  1  Fschen 
Elementes  mit  der  Kupferplatte  von  73""  Durchmesser  verbunden 
wurde,  und  der  Platindraht  mittelst  der  Hebel  Vorrichtung  aus  24"" 
Abstand  der  Platte  möglichst  genähert  wurde,  entstand  im  Elektro- 
meter ein  Ausschlag  von  2,3  Skth.;  bei  halb  so  grosser  Empfind- 
lichkeit des  Elektrometers,  wie  sie  ja  auch  sehr  häufig  benutzt  wor- 
den, würde  also  dieselbe  Ladung  der  Platte  nur  einen  Ausschlag  von 
1,15  Skth.  hervorbringen.  Die  geringste  auf  der  Kupferplatte  durch 
das  angewandte  Verfahren  noch  wahrnehmbare  Spannung  würde  also 
ungefähr  -^jf  der  Spannung  eines  Daniell'schen  Elementes  betragen*). 


*)  Zur  Charaklerisirung  der  Erapfmdlichkeit  meines  Elektrometers  will  ich 
noch  einen  Versuch  mittheilen,  der  mir  seiner  Eigenthümlichkeit  wegen  nicht  ohne 
Interesse  zu  sein  scheint. 

Auf  die  oben  mehrfach  erwähnte,  aber  zur  Erde  abgeleitete  Kupferscheibe 
von  73""  Durchmesser  wurde  eine  Zinkscheibe  von  40""  Durchmesser  gelegt, 
und  der  durch  Abschaben  blank  gemachten  Mitte  dieser  Zinkscheibe  das  untere 
Ende  des  Platindrahtes  mittelst  der  Hebel  Vorrichtung  möglichst  genähert.  Durch 
seine  Ableitung  zur  Erde  besitzt  das  Zink  eine  positive  Spannung,  infolge  deren  es 
auf  den  genäherten  Platindraht  vertheilend  wirkt.  Es  giebt  daher  z.  B.  bei  einer 
Emp6ndlichkeit,  bei  welcher  ein  Element  Zinn-Kupfer-Wasser  einen  Ausschlag  von 
50  Skth.  hervorbringt,  bei  Annäherung  des  Platindrahtes  das  Elektrometer  einen 
positiven  Ausschlag  von  1,7  Skth.  Wird  der  Platindraht  bis  zur  Berührung  des 
blanken  Zinkes  gesenkt,  so  kehrt  infolge  der  Ableitung  zur  Erde  das  Goldblättchen 
in  seine  anrängliche  Lage  zurück. 

Das  untere  abgerundete  Ende  des  0,7"^"*  dicken  Platindrahtcs  bildet  nun  aber 
mit  der  von  ihm  berührten  Zinknäche  einen  Condensator:    auf  der  Platinspitze  ist 
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Die  eben  gemachten  Angaben  sollen  nur  dienen,  um  überhaupt 
eine  Vorstellung  Itber  die  Grösse  der  weiterhin  auf  den  Flussspath- 
kryslallen  beobachteten  elektrischen  Spannungen  zu  geben.  Es  sind 
ja  die  untersuchten  Flachen  in  der  Form  und  in  der  Vertbeiiung 
der  Elektricität  von  der  zuvor  elektrisirten  Metallplatte  gar  sehr  ver- 
schieden*). Ferner  wurde  das  untere  Ende  des  Platindrahtes  nicht 
blos  der  Mitte,  sondern  auch  den  Rändern  und  Ecken  der  Kryslall- 
fläche  genähert;  je  nach  der  Lage  der  untersuchten  Stelle  wird  aber 
natürlich  das  Verhältniss  zwischen  der  daselbst  vorhandenen  Spannung 
und  dem  durch  Annäherung  des  Platindrahtes  entstehenden  Ausschlage 
des  Goldblättchens  sich  ändern. 

E.  üeber  die  Empfindlichkeit  dei  von  Brewster  bei  sehen  ihermo- 
elektrischen  Beobaohtongra  angewandten  YmiiBdire&B. 

Während  Hauy  stets  die  Ansicht  hegte,  dass  die  damals  an  eini- 
gen wenigen  Krystallen  beobachtete  Eigenschaft,  durch  Temperatur- 
änderungen elektrisch  zu  werden,  durch  einen  Mangel  an  Symmetrie 
in  der  Gestaltung  derselben  bedingt  sei,  scheint  dagegen  Brew- 
ster diese  Bedingung  nicht  für  nöthig  erachtet  zu  haben,  wie  man 
wohl  aus  seiner  Prüfung  einer  Reihe  von  Krystallen,  bei  denen  ein 
Hemimorphismus  nicht  beobachtet  worden,  schliessen  muss;  und  es 
ist  auch  Brewster**)  gelungen,  die  Anzahl  der  thermoelektrischen 
Krystalle  erheblich  zu  vermehren. 

Leider  hat  Brewster  gar  keine  speciellen  Angaben  über  seine 
Beobachtungen  gemacht,  sondern  einfach  die  von  ihm  elektrisch  be- 
fundenen Krystalle  in  ein  kurzes  Verzeichniss  zusammengestellt.  In 
diesem  Verzeichnisse  findet  sich  nun  auch  der  rothe  und  blaue  Fluss- 
spath  aufgeführt,  aber,  wie  bereits  erwähnt,  ohne  irgend  eine  Be- 
merkung über  die  BeschaflFenheit  der  elektrischen  Spannung  und  den 
Ort,  wo  sie  wahrgenommen  worden. 


negative  und  auf  der  Zinkfläche  positive  Elektricität  gebunden.  Wird  der  Platin- 
draht gehoben  (jedoch  nicht  bis  zur  Berührung  der  oberen  Ableitung) ,  so  aeigt 
das  Elektrometer  infolge  der  freiwerdenden  negativen  Elektricität  einen  negativen 
Ausschlag  von  %  Skth. 

*)  Es  kommt  z.  B.  selbst  öfter  vor,  dass  die  MiUe  einer  Krystallfläcbe  nega- 
tiv, der  Rand  derselben  aber  positiv  ist^   oder  umgekehrt. 
**)   S.  oben  S.  «04. 


Digitized  by 


Google 


^^]  Elektrische  ÜNTBKSiFCHUNGfiN.  219 

Die  Untersuchung,  ob  eine  Stelle  eines  Krystalles  positive  oder 
negative  Elektricität  besass,  war  übrigens  bei  dem  von  Brewster 
angewandten  Verfahren  ganz  unmöglich.  Um  nämlich  zu  prüfen,  ob 
ein  Krystall  elektrisch  war,  näherte  er  denselben  sehr  kleinen  Stück- 
chen des  im  Innern  der  Röhre  von  Arundo  phragmites  befindlichen 
dünnen  Häutchens  nnd  schloss  aus  ihrer  Anziehung  auf  eine  an  der 
Krystallfläche  vorhandene  elektrische  Spannung. 

Brewster  hat  (wenigstens  findet  sich  in  seiner  Mittheilung 
keine  weitere  Bemerkung)  jedenfalls  die  Krystalle,  um  sie  auf  ihr 
elektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  in  die  Hand  genommen,  und  bei  der 
bereits  oben  S.  205  hervorgehobenen  ausserordentlich  leichten  elek- 
trischen Erregung  der  Flussspathkrystalle  durch  Reibung  könnte  man 
fürchten,  dass  Brewster  duix^h  Reibungselektricität  getäuscht  wor- 
den sei.  Indess  der  Zusatz  »rother  and  blauer«  Flussspath  scheint 
(natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  er  farblose  Krystalle,  jedoch 
ohne  Erfolg  geprüft  habe)  anzuzeigen,  dass  von  ihm  nicht  Reibungs- 
elektricität, sondern  eine  andere  gerade  diesen  farbigen  Flussspätben 
eigenthümliche  elektrische  Erregung  beobachtet  worden  ist. 

Hat  nun  aber  Brewster  in  der  That,  wie  er  angiebt,  thermo- 
elektrische  Spannungen  auf  seinen  Flussspathkrystallen  beobachtet? 
Diese  Frage  wird  wahrscheinlich  verneint  werden  müssen,  indem 
nach  meinen  vielfachen  Untersuchungen  der  Flussspäthe  die  durch 
Temperaturänderung  erzeugte  elektrische  Spannung  zu  gering  ist,  um 
durch  das  von  Brewster  angewandte  Beobachtungsverfahren  noch 
wahrgenommen  werden  zu  können,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt. 

Da  ich  gerade  keine  dünnen  Häutchen  von  Arundo  phragmites 
zur  Hand  hatte,  so  legte  ich  sehr  kleine  Stückchen  eines  äusserst 
dünnen  Seheibchens  von  Hollundermark'^)  auf  die  zur  Erde  abgeleitete 
Kupferplatte  von  73™  Durchmesser,  befestigte  an  dem  unteren  Ende 
des  0,7""  dicken  Platindrahtes  eine  Kugel  von  4  3""  Durchmesser  und 
näherte  dieselbe  mittelst  der  Hebelvorricbtung  den  kleinen  Hollunder- 
markstückchen.  Für  die  kleinste  Ladung,  welche  der  Kugel  mitzu- 
iheilen  war,  um  eine  Anziehung  ^l^s  dicht  unter  ihr  liegenden  Hol- 
lundermarks  zu  ermöglichen,   mussle  die  Kugel  mit  dem  einen  Pole 

*]  Spätere  Versuche  zeigten,  dass  Stückchen  der  dünnen  Haut  von  Anindo 
phragmites  keine  geringeren  Werthe  für  die  zur  Hebung  eben  nöthige  elektrisclie 
Spannung  gaben,  als  die  oben  benutzten  Stückchen  Hollundermark. 

45* 
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einer  Säule  aus  20  DanielTschen  Elementen,  deren  anderer  Pol  zur 
Erde  abgeleitet  war,  verbunden  werden.  Durch  die  grosse  Annähe- 
rung der  Kugel  an  die  Kupferplatte  wurde  die  Dichtigkeit  auf  dem 
untersten  Punkte  der  Kugel,  welcher  über  dem  Stltckchen  HoUunder- 
mark  lag,  beträchtlich  grösser,  als  in  der  Mitte  der  isolirten  Kupfer- 
platte  von  73™  Durchmesser,  wenn  sie  mit  derselben  Säule  verbunden 
war.  Aber  auch  selbst  wenn  eine  Spannung,  wie  sie  sich  in  der 
Mitte  dieser  Kupferplatte  durch  ihre  Verbindung  mit  der  genannten 
Säule  findet,  hingereicht  hätte,  die  Anziehung  des  kleinen  Hollunder- 
markstückchens  zu  bewirken,  so  wäre  diese  Spannung  doch  stets 
noch  grösser  gewesen,  als  ich  sie  je  auf  einer  (nach  einer  Erhitzung 
auf  100^)  erkaltenden  Fläche  eines  Flussspathes  beobachtet  habe*); 
die  grösste  Spannung  auf  den  erkaltenden  Flussspathkrystallen  ist  wohl 
höchstens  gleich  der  durch  10  DanielTsche  Elemente  in  der  Mitte 
jener  Kupferplatte  erzeugten  Spannung  zu  setzen;  eine  solche  Span- 
nung reicht  aber  nicht  aus,  um  das  Stückchen  HoUundermark  zu 
heben. 

Dagegen  kann  durch  die  Belichtung  der  Flussspathkrystalle  eine 
Spannung  erzeugt  werden,  welche  die  oben  bezeichnete  Spannung 
von  20  DanielTschen  Elementen  erreicht  und  sogar  übertrifit  Da 
nun  Brewster,  welcher  von  der  elektrischen  Erregung  der  Fluss- 
spathkrystalle durch  das  Licht  keine  Ahnung  hatte,  seine  Versuche 
jedenfalls  am  hellen  Tage  vorgenommen  hat,  was  ja  schon  durch  die 
genaue  Beobachtung  der  Anziehung  der  Häutchen  gefordert  vsrurde, 
wobei  möglicherweise  die  Krystalle  zufällig  sogar  dem  Sonnenlichte 
ausgesetzt  gewesen  sein  können,  so  ist  es  für  mich  das  Wahrschein- 
lichste, dass  die  durch  Brewster  beobachteten  Anziehungen  nicht 
sowohl  eine  Folge  der  Thermoelektricität,  als  vielmehr  der  Photoelek- 
tricität  dieser  Krystalle  gewesen  sind.  Dann  müssen  aber  unter  der 
von  Brewster  gebrauchten  Bezeichnung  »rother  und  blauer «  Fluss- 
spath  die  violblauen  Krystalle  von  Weardale  oder  Aiston  Moor  ver- 
standen werden,  denn  die  mehr  rothbraunen  sind,  wie  wir  später 
sehen  werden,  zwar  thermoelektrisch  erregbar,  haben  mir  aber  durch- 


*)  Ob  etwa  auf  frisch  aus  der  Grube  entnommenen  und  massig  stark 
erhitzten  Flussspathkrystallen  eine  viel  grössere  Spannung  erzeugt  werden  kann, 
als  auf  den  mir  vorliegenden,  vermag  ich  aus  Mangel  an  solchen  Krystallen  nicht 
zu  entscheiden. 
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aus  kein  ÄDzeichen  von  einer  durch  die  Einwirkung  des  Tages-  oder 
Sonnenlichtes  entstehenden  elektrischen  Spannung  gegeben. 

Das  Verfahren,  die  Krystallfläche  kleinen  Stückchen  eines  leich- 
ten Häutchens  zu  nähern,  hatBrewster  in  Betreff  der  EmpfindUch- 
keit  mit  Recht  den  damals  üblichen  Elektrometern  mit  doppelten 
Goldblättchen  vorgezogen,  weil  es  noch  geringere  Spannungen  auf 
diesen  Flächen  erkennen  lässt,  als  dies  durch  die  Divergenz  der  Gold- 
blättchen möglich  ist,  wenn  die  Krystallfläche  dem  oberen  Ende  des 
die  Blättchen  tragenden  Messingstäbchens  genähert  wird. 

Um  an  einem  sehr  empfindlichen  Goldblattelektrometer  eine  noch 
eben  sichtbare  Trennung  der  beiden  Blättchen  zu  erhalten,  muss  ihnen 
die  Spannung  aus  dem  einen  Pole  einer  Säule  von  25  DanielTschen 
Elementen,  deren  anderer  Pol  zur  Erde  abgeleitet  ist,  zugeführt  wer- 
den, wobei  es,  um  ein  Aneinanderhaflen  der  Blättchen  zu  vermeiden, 
sich  als  nothwendig  herausstellt,  denselben  zuvor  eine  grössere  Diver- 
genz zu  ertheilen  und  sie  dann  erst  mit  dem  Säulenpole  zu  ver- 
binden. 

Bei  den  thermoelektrischen  Versuchen  mit  Krystallen  aus  einer 
gut  isolirenden  Substanz  wird  nun  ausserdem  die  auf  der  Fläche  der- 
selben erregte  Elektricität  nicht  zu  dem  Goldblättchen  geleitet,  son- 
dern erzeugt  auf  dem  die  Blättchen  tragenden  Messingstäbchen  nur 
eine  Vertheilangswirkung. 


IL  BMbachtang  der  photo-  and  themoelektrischeii  SpanniiBgeii  auf 
den  Oberlächen  der  einzelneB  Flnssspathkrystalle. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Grösse  der  Krystalle  und  der  mehr 
oder  minder  vollständigen  Ausbildung  ihrer  Flächen  zu  geben,  bilde 
ich  die  Netze  derselben  ab,  und  zwar  stelle  ich  die  Abbildungen  der 
6  Würfelflächen  in  einigem  Abstände  neben  einander.  Sind  auf  einer 
Seite  eines  Krystalles  keine  ausgebildeten  Krystallflächen  vorhanden, 
wird  also  daselbst  die  Begrenzung  durch  unregelmässige  Bruchflächen 
oder  durch  andere  aufgewachsene  Krystalle  gebildet,  so  habe  ich  den- 
jenigen Theil  derselben,  welcher  sichtbar  bleibt,  wenn  der  Krystall 
so  in  das  Kupferfeilicht  eingesetzt  wird,  dass  die  fehlende  Fläche 
horizontal  liegen  würde,  an  Stelle  dieser  Fläche  abgebildet. 
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Alle  von  Kryslallflächen  gebildeten  Kanten  sind  durch  ausgezogene 
Linien  gekennzeichnet,  während  Kanten  oder  Ränder,  an  welchen  ein 
Bruch  oder  ein  Durchgang  Theil  hat,  durch  punktirte  Linien  darge- 
stellt sind. 

Hatte  ich  die  Netze  der  untersuchten  Krystalle  in  natürlicher 
Grösse  abgebildet,  so  würde  durch  die  beträchtliche  Ausdehnung  vieler 
derselben  die  Uebersichtlichkeit  sehr  erschwert  worden  sein.  Die 
Zeichnungen  sind  daher  sümmtlich  nur  in  halber  linearer 
Grösse  ausgeführt. 

In  die  Abbildung  jeder  einzelnen  Fläche  (oder  in  die  an  ihrer 
Stelle  gezeichnete  Projection  der  Bruchfläche  oder  der  aufgewach- 
senen Ki^ystalle)  habe  ich  nun  die  Ausschläge  des  Elektrometers  ein- 
getragen, die  bei  der  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes  an 
die  verschiedenen  Punkte  dieser  Fläche,  welche  allein  frei  aus  dem 
Kupferfeilicbt  hervorsah,  beobachtet  wurden,  und  zur  leichteren  üeber- 
sicht  sind  die  Stellen,  wo  positive  Ausschläge  sich  zeigten,  mit  bräun- 
licher, dagegen  diejenigen,  wo  negative  stattfanden,  mit  grünlicher 
Farbe  überzogen  worden. 

Der  Ausschlag  des  Goldblättchens  ist  aber  nicht  allein  von  der 
in  dem  gerade  unterhalb  der  Spitze  des  Platindrahtes  liegenden  Punkte 
vorhandenen  Elektricität  abhängig,  sondern  wird  auch  durch  die  Yer- 
theilungswirkung  seitens  der  angrenzenden  Flächenstücke  beeinflusst. 
Es  tritt  sogar,  wie  wir  später  sehen  werden,  der  Fall  ein,  dass  an 
einem  bestimmten  Punkte  einer  Krystallfläche  die  ihm  eigenthümlicbe 
elektrische  Spannung  in  ihrer  Verlheilungswirkung  auf  den  Platindrahl 
durch  die  stärkere  Wirkung  der  seitlich  liegenden  entgegengesetzt 
elektrischen  Flächenstücke  vollständig  unterdrückt  wird,  so  dass  das 
Elektrometer  bei  Annäherung  der  Platinspitze  an  jenen  Punkt  eine 
wenn  auch  nur  schwache  Polarität  angiebt,  welche  der  in  Wirklich- 
keit auf  demselben  vorhandenen  gerade  entgegengesetzt  ist.  Soll  dieser 
Einfluss  der  nebenliegenden  Flächenstücke  ausgeschlossen  werden,  so 
sind  sämmtliche  Theile  der  Fläche  mit  Ausnahme  der  auf  ihr  elek- 
trisches Verhalten  speciell  zu  untersuchenden  Stelle  mit  Kupferfeilicht 
zu  bedecken. 

In  die  Abbildungen  der  sechs  Projeclionen  sind,  wie  bereits  zuvor 
bemerkt,  die  Ausschläge  eingetragen,  welche  beobachtet  wurden,  wenn 
die  ganzen  Flächen  frei  lagen.     Die  specielle  Untersuch^ing  einzelner 
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Theile  der  Flächen  habe  ich  im  Texte  der  Abhandluag  naher  ange- 
geben, und  auch  wohl  in  einer  besondern  Zeichnung  dargestellt. 

Es  wird  öfter  nöthig  werden,  die  einzelnen  Stellen  einer  Kry- 
stallfläche  im  Texte  namhaft  zu  machen.  Um  dies  kurz 
und  doch  mit  möglichster  Bestimmtheit  ausfahren  zu 
können,  denken  wir  uns  die  Würfelfläche  oder  die  an 
ihre  Stelle  getretene  Projection  mit  den  Buchstaben  a 
bis  i  wie  in  nebenstehender  Figur  beschrieben,  und  verwenden  die 
einzelnen  Buchstaben  zur  Bezeichnung  der  von  ihnen  eingenommenen 
Flächenstacke. 

Es  wäre  sehr  wanschenswerth  gewesen,  säramtliche  in  die  Zeich- 
nungen eingetragene  Zahlen  unter  sich  vergleichen  zu  können ;  indess 
ist  eine  solche  Vergleichbarkeit  bei  den  photoelektrischen  Untersuchun- 
gen selbst  nicht  einmal  für  die  verschiedenen  Flächen  eines  und 
desselben  Krystalles  zu  erzielen.  Dieselbe  würde  erfordern,  dass 
sämmtliche  Flächen  gleichlange  einer  und  derselben  Strahlung  aus- 
gesetzt werden.  Dies  ist  aber  in  unserem  Klima  bei  dem  so  stark 
veränderlichen  Zustande  des  Himmels  absolut  unmöglich,  namentlich 
deshalb,  weil  die  Beobachtungen  auf  den  einzelnen  Flächen  nicht 
rasch  auf  einander  folgen  können,  sondern  nach  dem  Umlegen  und 
Abpinseln  des  Krystalles  eine  längere  Zeit  (häufig  bis  zum  folgenden 
Tage)  verfliessen  muss,  bis  die  neue  freiliegende  Krystallfläche  un- 
elektiisch  gemächt  und  zu  einer  Prüfung  auf  ihr  Verhalten  gegen  das 
Licht  brauchbar  ist^). 

Ich  habe  66  verschiedene  Flussspathkrystalle ,  und  zwar  jeden 
einzelnen  wenigstens  zwei  Mal,  auf  das  Verhalten  seiner  Flächen  gegen 
das  Licht  geprüft.  Zu  einer  klaren  Einsicht  in  die  betreffenden  Er- 
scheinungen wird  es  indess  genügen,  nur  die  auf  einem  Theile  dieser 
Krystalle  gemachten  Beobachtungen  mitzutheilen. 

In  die  Zeichnungen  sind  fast  überall  die  bei  der  letzten  Unter- 
suchung beobachteten  Skalentheile  eingetragen,  weil  ich  durch  die 
vorangegangenen  Prüfungen  bereits  darüber  unterrichtet  war,  welchen 
Stellen  der  Fläche  ich  meine  besondei^e  Aufmerksamkeit  zuzuwenden 
hatte.    Eben   diese   früheren  Prüfungen  hatten   mir  auch  ein  Urtheil 


*)  Mit  dem  eiektrischeo  Kohienüchte  würden,  wenn  dasselbe  mir  von  Anfang 
an  zu  Grebote  gestanden  hätte,  besser  vergleichbare  Messungen  zu  erhalten  ge- 
wesen sein. 
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über  die  Empfindlichkeit  der  Krystallfläche  beziehentlich  ihrer  elek- 
trischen Erregung  durch  das  Licht  gegeben,  so  dass  ich  je  nach  dem 
Zustande  des  Himmels  die  Zeit  abschätzen  konnte,  während  welcher 
die  Fläche  dem  Lichte  ausgesetzt  werden  musste,  um  auf  derselben 
elektrische  Spännungen  von  gewünschter,  gut  messbarer  Grösse  zu 
erlangen. 

Die  Krystalle  wurden  meistens  nur  dem  Tageslichte  (also  gegen 
die  Sonnenstrahlen  im  Schatten  stehend)  ausgesetzt;  sie  wurden  auf 
die  Fensterbank,  womöglich  bei  geöffneten  Fenstera,  in  etwas  ge- 
neigter Lage  gestellt,  so  dass  das  Licht  des  Himmels  die  freien  Flä- 
chen besser  bestrahlen  konnte,  als  bei  horizontaler  Lage  derselben. 
Der  Zustand  des  Himmels  war  aber  dabei  sehr  verschieden.  Bei 
starken  Winden  aus  Südost,  Sud  und  Südwest  und  ebenso  an  kalten 
Tagen  musste  das  Fenster  geschlossen  werden,  so  dass  erst  die  durch 
das  Glas  einer  Fensterscheibe  gegangenen  Lichtstrahlen  die  Krystall- 
fläche  trafen. 

In  einzelnen  Fällen,  wenn  der  Krystall  gegen  das  Licht  über- 
haupt wenig  empfindlich  war,  oder  wenn  besondere  Vorgänge  beob- 
achtet werden  sollten,  wurden  die  Krystalle  dem  directen  Sonnen- 
lichte, oder  später  auch  dem  elektrischen  Kohlenlichte  ausgesetzt. 
Wo  diese  letzteren  Bestrahlungen  stattgefunden  haben,  ist  es  im  Texte 
ausdrücklich  bemerkt. 

Besser  unter  einander  vergleichbar  sind  die  Beobachtungen  der 
thermoelektrischen  Spannung  nach  der  Abkühlung,  indem  die  einzelnen 
Krystalle  meistens  lange  genug  in  dem  von  siedendem  Wasser  um- 
gebenen Räume  gestanden  hatten,  um  in  ihrer  ganzen  Masse  die  Tem- 
peratur von  1 00^  C.  anzunehmen.  Nur  durch  die  mehr  oder  minder 
lange  Zeit,  welche  seit  dem  Herausnehmen  aus  dem  Ofen  bis  zum 
Zeitpunkte  der  Messung  verflossen,  sind  kleine  Unterschiede  entstan- 
den, weil  sowohl  eine  zu  kurze  als  auch  eine  zu  lange  Zwischenzeil 
die  elektrischen  Spannungen  zu  klein  erscheinen  lässt ;  erstere  wegen 
nicht  hinreichender  Erkaltung  des  Krystalles  und  letztere  wegen  der 
Zerstreuung  und  Ableitung  eines  Theiles  der  auf  der  Fläche  frei  ge- 
wordenen Elektricität. 
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A.   Grüne  Flussspäthe  von  Weardale  und  Aiston  Moor. 

Krystall  No.  1.    Fig.  1  A  und  1  B.  Taf.  I. 

Der  von  Weardale  stammende  Krystall  No.  i  gehört  der  Frei- 
berger  Sammlung.  Ausser  den  Flächen  des  Würfels  finden  sich  an 
ihm  nur  die  Flächen  eines  sehr  flachen  Pyramidenwürfels  und  sehr 
kleine  Flächen  eines  Achtundvierzigflächners.  Die  meisten  Würfel- 
flächen sind  ziemlich  gut  ausgebildet ;  nur  auf  der  Kante  der  Flächen 
2  und  6,  sowie  auf  den  dieser  Kante  benachbarten  Theilen  ist  ein 
anderer  kleinerer  Flussspathkrystall  eingewachsen.  Mit  der  Fläche  3 
war  der  Krystall  aufgewachsen  gewesen;  an  ihrer  Stelle  befindet 
sich  jetzt  eine  sehr  unebene  Bruchfläche,  die  mehr  weisslich  als  grün- 
lich aussieht,  während  sonst  der  ganze  übrige  Krystall  eine  dunkel- 
grüne Farbe  besitzt. 

Die  Substanz  des  Krystalles  ist  nur  an  einzelnen  Stellen  klar 
und  durchsichtig,  und  an  diesen  tritt  das  sapphirblaue  Fluorescenz- 
licht  sehr  schön  hervor.  Die  Krystallflächen  sind  nicht  vollkommen 
eben;  es  erscheinen  auf  ihnen  theils  kleine  hervortretende  Würfel- 
flächen, theils  zeigen  sich  glatte  Stellen,  welche  durch  breitere  ent- 
weder den  Würfelkanten  (wiederholte  Ansätze  zur  Bildung  eines  Py- 
ramidenwürfels) oder  den  Durchschnitten  der  Flächen  eines  Acht- 
undvierzigflächners mit  den  Würfelflächen  parallel  gestreifte  Bänder 
begrenzt  werden. 

a.    Pholoelektrisches  Verhalten. 

Betrachten  wir  zuerst  die  elektrische  Vertheilung,  wie  sie  nach 
kurzem  Aussetzen  an  das  Tageslicht  eintritt,  und  wie  sie  ;Fig.  1  A 
dai^estellt  ist,  so  ergibt  sich  im  Allgemeinen,  dass  die  ausgebildeten 
Krystallflächen  in  ihren  mittleren  Theilen  negativ,  dagegen  an  den 
Ecken  und  zum  Theil  auch  selbst  noch  in  der  Mitte  der  Ränder 
positiv  elektrisch  sind.  Jedoch  wird  diese  positive  Elektricität  nicht 
an  allen  Ecken  (und  Kanten)  sichtbar,  weil  sie  in  ihrer  Intensität 
und  in  ihrer  Ausdehnung  geringer  ist,  als  die  in  den  mittleren  Theilen 
auftretende  negative;  sie  lässt  sich  aber  an  allen  vier  Ecken  durch 
den  Versuch  nachweisen,  wenn  (vgl.  S.  222)  die  mittleren  negativen 
Theile  der  Fläche  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  werden. 

Wenn   die  ganze   Fläche  1    des  Krystalles  No.  1   frei  liegt,  so 
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wird,  wie  dies  Fig.  1  A  zeigt,  gewöhnlich  nur  in  der  linken  obe- 
ren'^)  Ecke  bei  a  (vergl.  Zeichnung  auf  S.  223)  die  positive  Span- 
nung beobachtet;  dass  sie  jedoch  auch  auf  den  übrigen  drei  Ecken 
vorhanden  ist,  zeigt  eine  specielle  Untersuchung  derselben  (Fig.  4  A'), 
bei  welcher,  wie  so  eben  angegeben,  durch  Bedeckung  der  mittleren 
negativen  Theile  mit  Kupferfeilicht  die  Yertheilungswirkung  dieser 
letzteren  beseitigt  ist,  und  die  auf  den  Ecken  vorhandene  positive 
Spannung  ungeschwächt  hervortreten  kann.  In  der  Fig.  1  A'  stellt 
das  weissgelassene  Flächenstuck  den  mit  Kupferfeilicht  bedeckten 
Theil  der  Fläche  dar.  Trotzdem  die  oben  rechts  (bei  c)  gelegene 
Ecke  bei  diesem  Versuche  die  stärkste  positive  Spannung  zeigt,  er- 
scheint dieselbe  doch  bei  ganzer  freier  Fläche  infolge  der  starken 
negativen  Umgebung  noch  negativ.  Die  grössere  Intensität  dieser 
Ecke  c  wird  auch  durch  die  hohe  positive  Spannung  (+  ^  ^  jS)  »uf 
dem  ihr  anliegenden  Theile  der  Fläche  2  bestätigt. 

Auf  das  mehr  oder  minder  deutliche  und  ausgedehnte  Hervor- 
treten der  positiven  Spannung  an  den  Ecken  und  Kanten  ist  aber 
auch  die  mehr  oder  weniger  tiefe  Einsetzung  des  Krystalles  in  das 
Kupferfeilicht,  und  die  Art  der  Bestrahlung,  namentlich  ob  bei  der- 
selben noch  mehr  oder  weniger  Theile  der  seitlichen  Flächen  aus 
den  Feilspähnen  herausragen  und  ebenfalls  von  den  Lichtstrahlen  ge- 
troffen werden,  von  Einfluss. 

Als  die  Fläche  1  dem  elektrischen  Kohlenlichte  in  einem  Abstände 
von  300""  ausgesetzt  wurde,  genügte  ein  Bestrahlen  von  einer  ein- 
zigen Minute,  um  schon  starke  elektrische  Erregungen  hervorzurufen. 
Fig.  1  A"  stellt  die  nach  einer  solchen  Bestrahlung  beobachteten 
elektrischen  Spannungen  dar.  Infolge  einer  etwas  anderen  Bestrah- 
lungsweise als  bei  dem  Aussetzen  ans  Tageslicht  trat  an  drei  Ecken 
die  positive  Polarität  auf. 

Im  Anschluss  an  diesen  Versuch  sei  noch  bemerkt,  dass,  als  die 
in  Fig.  1  A"  dargestellte  elektrische  Vertheilung  unmittelbar  nach 
ihrer  Beobachtung  durch  die  Alkoholflamme  hinweggenommen  wurde, 
beim  Stehen  des  Krystalles  im  dunklen  Räume  innerhalb  dreier  Stun- 
den keine  elektrische  Erregung  wieder  erschien,  namentlich  also  keine 
Umkehrung  in  die  entgegengesetzte  Polarität  eintrat. 

*]  Ich  werde  die  Bezeichnungen  rechts,  links,  oben,  unten  stets  auf  die 
Abbildungen  der  Flächen,  wie  solche  auf  dem  Papier  dargestellt  sind,  beziehen. 
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Ferner  möge  noch  ein  nach  dem  S.  213  beschriebenen  Ver- 
fahren mit  der  Fläche  1  angeslelller  Versuch  hier  eine  Stelle  finden. 
Die  Mitte  der  dem  Tageslichte  einige  Zeit  ausgesetzten  Fläche  1  er- 
zeugte, wenn  die  Platinspitze,  wie  gewöhnlich,  genähert  wurde,  einen 
Ausschlag  von  — 17  Skth.  Als  nun  das  den  Krystall  enthaltende 
kupferne  Kästchen  isolirt  und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektro- 
meters in  leitende  Verbindung  gebracht  wurde,  entstand  bei  An- 
näherung einer  kleinen  Metallscheibe  an  die  mittleren  Theile  der 
Fläche  1  ein  Ausschlag  von  -j-  50  Skth.  Wurde  eben  diese  Metall- 
scheibe der  bei  a  liegenden  Ecke  genähert,  so  entstand  ein  Aus^ 
schlag  von  —  3,5  Skth. 

Auf  der  Fläche  4  erschien  bei  ganzer  freier  Fläche  oben  rechts 
bei  c  ein  schwach  negativer  Ausschlag  —  0,3  (in  Fig.  1  A) ;  wurde 
dagegen  die  ganze  Fläche  mit  Ausnahme  dieser  Ecke  mit  Kupfer- 
feilicht bedeckt,  so  beobachtete  ich  nach  einem  13  Minuten  langen 
Aussetzen  ans  Tageslicht  bei  Annäherung  des  Platindrahtes  an  dieser 
Stelle  einen  starken  positiven  Ausschlag  (-f-  7  Skth.). 

Die  an  Stelle  der  Würfelfläche  3  getretene  sehr  unebene  Bruch- 
fläche erscheint  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv,  jedoch  im  All- 
gemeinen schwach,  jedenfalls  weil,  wie  oben  bemerkt,  der  grösste  Theil 
derselben  der  dunkelgrünen  Färbung  entbehrt  und  eine  mehr  weiss- 
liche  Masse  bildet;  nur  auf  dem  (in  der  Zeichnung)  rechten  Rande 
(bei  t),  welcher  tiefer  und  innerhalb  der  grün  gefärbten  Masse  liegt, 
wird  die  Intensität  der  positiven  Elektricität  grösser. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  specielle  Angaben  über  die 
Steigerung  der  elektrischen  Spannungen  mit  der  Dauer  der  Belich- 
tung folgen. 

Die  Fläche  1  des  vorliegenden  Krystalles  wurde  in  völlig  un- 
elektrischem Zustande  bei  trübem  Tageslichte  (bedecktem  Himmel ''^) 
auf  der  Fensterbank  in  etwas  geneigter  Lage  aufgestellt.  Nachdem 
sie  7  Minuten  daselbst  gestanden  hatte,  ward  sie  auf  ihr  elektrisches 
Verhalten  geprüft,  und  die  in  Fig.  1  A'"  eingetragene  Vertheilung 
gefunden.  In  der  Mitte  der  Fläche  betrug  hiemach  die  Spannung 
—  8,7  Skth. 

Darauf  wurde  die  Fläche  von  Neuem,  so  wie  sie  war,  an  den- 


*)  ^5.  August  Morgens  zwischen  9  bis  H   Ulir. 
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selben  Ort  ins  Tageslicht  gestellt,  und  nach  6  Minuten  langer  Be- 
lichtung abermals  geprüft.  Der  Kürze  wegen  will  ich  nur  die  in 
der  Mitte  beobachteten  S[)annungen  anführen.  Die  Mitte  zeigte  jetzt 
eine  Spannung  —  11   Skth. 

Der  Himmel  war  trüber  geworden,  und  nach  einer  neuen  Be- 
lichtung von  9  Minuten  Dauer  war  die  Spapnung  in  der  Mitte  (und 
ebenso  an  den  übrigen  Theilen  der  Fläche)  nur  wenig  gestiegen;  in 
der  Mitte  nur  bis  —  11,4  Skth. 

Nach  einer  neuen  Belichtung  von  20  Minuten  Dauer  bei  etwas 
hellerem  Himmel  zeigte  das  Elektrometer  in  der  Mitte  —  15  Skth.; 
die  jetzt  auf  der  Krystallfläche  vorhandene  elektrische  Spannung  ist 
die  in  Fig.  1  A  eingetragene. 

In  einer  anderen  Versuchsreihe  besass  der  Krystall  in  der  Mitte 
seiner  Fläche  infolge  der  Abkühlung  nach  einer  vorhergegangenen 
Erwärmung  bis  lOO^C.  noch  eine  positive  Spannung  von  -j-  5  Skth.*). 
In  diesem  Zustande,  wie  er  von  der  Abkühlung  herrührte,  dem 
Tageslichte  ausgesetzt,  ergab  sich  bei  einer  etwas  besseren  Beleuch- 
tung als  bei  der  vorhergehenden  Beobachtungsreihe  nach  4  Minuten 
langer  Belichtung  in  der  Mitte  —  3  Skth.,  noch  abermals  5  Minuten 
—  8,2  Skth.,  nach  weiteren  4  Minuten  —  1 3,  nach  ferneren  6  Mi- 
nuten —  1 5,2  und  schliesslich  nach  abermals  6  Minuten  —  19  Skth. 

Mit  dieser  elektrischen  Vertheilung  wurde  der  Krystall  ins  Dunkle 
gestellt.  Nach  1 3  Minuten  zeigte  die  Mitte  noch  —  1 7,2  Skth.,  nach 
weiteren  73  Minuten  noch  —  13,5  Skth. 

In  diesem  Zustande  wurde  der  Krystall  in  einen  bis  100^  C. 
erhitzten  Ofen  (ins  Dunkle)  gebracht.  Nachdem  er  6  Minuten  darin 
gestanden,  gab  die  Mitte  nur  noch  —  6  Skth.,  nach  weiterem  1 3  Mi- 
nuten langen  Verweilen  in  dem  heissen  Ofen  nur  noch  —  4,4  Skth. 
Ausschlag '^^).  Es  scheint  also  die  durch  die  Belichtung  entstandene 
elektrische  Spannung  durch  die  Erwärmung  des  Krystalles  rascher  zu 
verschwinden,  als  beim  Stehen  im  Dunkeln  bei  niedriger  Tempera- 
tur^*^). 

*)  Es  ist  die  in  Flg.  i  B  dargestellte. 

**)  Wie  wir  später  sehen  werden,  erzeugt  die  steigende  Temperatur  dieselbe 
Polarität  wie  die  Belichtung.  Die  Schwächung  der  vorhandenen  negativen  Span- 
nung kann  also  nicht  einfach  durch  die  infolge  der  Erwärmung  entstehende  Pola- 
rität vernichtet  werden. 

***)  Eben  dies  gilt  auch  von  der  durch  Reibung  auf  der  Oberfläche  der  Fluss- 


Digitized  by 


Google 


29]  Elektrischb  Untebsuchungen.  229 

b.    Thermoelektrisches  Verhalten. 

Die  Bemühungen,  auf  den  Flussspalhkrystallen  thermoeleklrische 
Erregungen  nachzuweisen,  gaben  wie  bereits  oben  erwähnt,  die  Ver- 
anlassung zur  Entdeckung  der  Photoelektriciiat  dieses  Minerales;  sie 
wurden  indess  durch  das  augenblickhch  grössere  Interesse,  welches 
die  photoelektrischen  Erregungen  in  Anspruch  nahmen,  zurückgedrängt. 
Nach  Feststellung  des  photoelektrischen  Verhaltens  der  Flussspäthe 
trat  dann  aber  wieder  die  Frage  heran,  welche  Bedeutung  die  bei 
jenen  ersten  Versuchen  nach  Temperaturänderungen  beobachtete  elek- 
trische Spannung  habe. 

Die  genauere  Untersuchung  zeigte  nun,  dass  in  der  That  eine 
wirkliche  thermoelektrische  Erregung  auf  den  Flussspalhkrystallen 
auftritt,  die  ganz  den  Gesetzen  folgt,  welche  bei  den  übrigen  thermo- 
elektrischen  Mineralien  Geltung  haben. 

Die  Art  der  Untersuchung  sowohl  während  steigender  als  auch 
während  sinkender  Temperatur  habe  ich  oben  S.  2H   eiläutert.    Die 


spathkrystalle  erzeugten  positiven  Elektricität.  — Theodor  v.  Grollhuss  spricht 
in  seiner  Abhandlung  über  einen  neuen  Lichtsauger  (Schweigger*s  Journal  für 
Chem.  u.  Phys.  18  4  5.  Bd.  4  4.  S.  4  33  ff.]  den  allgemeinen  Satz  aus,  dass  bei  den 
Phosphoren  Kälte  das  Lichteinsaugen,  dagegen  Wärme  das  Lichtausstrablen  begün- 
stige. Sollte  dieser  Ausspruch  sich  als  in  der  Wirklichkeit  begründet  nachweisen 
lassen,  so  könnte  man  wohl  die  Frage  stellen,  ob  sich  nicht  das  zuvor  erwähnte 
raschere  Verschwinden  der  Elektricität  in  dem  heissen  Ofen  mit  ihm  in  Beziehung 
setzen  lässt,  und  zwar  für  jede  beliebige  Art  der  elektrischen  Ladung  der  Flächen. 

Jener  neue,  von  Grotthussin  der  angeführten  Abhandlung  untersuchte  Licht- 
sauger war  ein  röthlich violetter  Flussspath  von  Nertschinsk  (Chlorophan) .  Grott- 
huss  hielt  es  (S.  4  42  der  oben  citirten  Abb.)  für  wahrscheinlich,  dass  das  Sonnen- 
licht auf  der  Oberfläche  » zwischen  den  Elementarpolen  der  ihm  ausgesetzten  Körper 
m  seine  elektrischen  Grundprincipien ,  nämlich  in  +  E  und  — E  zerlegt  werde«, 
und  dass  die  darauffolgende  Vereinigung  dieser  beiden  getrennten  Lichtelemente  der 
wahre  Grund  ihrer  Phosphorescenz  sei.  Er  hat  denn  auch  versucht,  ob  er  nicht 
an  den  dem  Sonnenlichte  ausgesetzten  Lichtsaugern  Elektricität  wahrnehmen  könne ; 
da  er  aber  hierzu  das  für  den  vorliegenden  Fall  eines  Nichtleiters  denkbar  unge- 
eignetste Mittel,  den  Volt  ansehen  Condensator,  verwandte,  so  darf  es  nicht  Wunder 
nehmen,  wenn  er  auch  nicht  die  geringste  Spur  von  Elektricität  nachzuweisen 
vermochte. 

Da  ich  mir  bis  jetzt  keinen  Chlorophan  habe  verschaffen  können,  so  bleibt 
es  zweifelhaft,  ob  derselbe  bei  seiner  derben  Beschaffen heit  durch  Belichtung  über- 
haupt elektrisch  wird.  Auf  dem  Wölsendörfer  Stinkfluss  habe  ich  wenigstens  bis 
jetzt  noch  keine  elektrischen  Spannungen  wahrgenommen. 
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thermoelektrische  Untersuchung  ist  fast  durchgängig  mit  der  Wieder- 
holung der  photoelektrischen  Prüfungen  ausgeführt,  so  dass  gewöhn- 
lich eine  Fläche  erst  nach  vorhergegangenem  längern  Erhitzen  bis 
100®  und  durch  Verweilen  in  einem  dunkeln  Räume  vollzogener  Ab- 
kühlung auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft,  sodann  nach  Entfer- 
nung der  vorhandenen  elektrischen  Spannungen  dem  Lichte  ausgesetzt 
und  abermals  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  untersucht  wurde.  Unter 
Umständen  war  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Prüfungen  auch  die 
umgekehrte. 

Gleich  bei  den  ersten  in  der  vorläußgen  Mittheilung  erwähnten 
Versuchen  zeigte  sich  ein  Gegensatz  zwischen  den  durch  Belichtung 
und  den  nach  einer  Erhitzung  bis  100®  und  darauf  folgender  Ab- 
kühlung entstehenden  elektrischen  Polaritäten ;  dieser  Gegensatz  fand 
sich  in  den  zahlreichen  weitem  Versuchen,  wo  beide  Prüfungen  mei- 
stens in  kurzen  Zeiträumen  auf  einander  folgten,  durchaus  bestätigt. 

Eben  jene  ersten  Versuche  ergaben  geringere  Spannungen  für 
die  durch  Abkühlung  (nach  einer  vorhergegangenen  Erwärmung  bis 
100®)  auftretende  Elektricität,  als  für  die  durch  Belichten  erzeugte. 
In  den  meisten  Fällen  wird  sich  auch  dieser  Satz  bestätigen,  obwohl, 
wie  wir  später  sehen  werden,  auch  einzelne  Krystalle  vorkommen, 
bei  denen  das  Verhältniss  in  der  Stärke  der  elektrischen  Spannungen 
umgekehrt  ist;  ja  wir  werden  Flussspäthe  finden,  auf  denen  durch 
das  zerstreute  Tageslicht  und  selbst  durch  die  directen  Strahlen  der 
Sonne  elektrische  Spannungen  nicht  erregt  werden  können  (wohl 
aber  noch  durch  das  elektrische  Kohlenlicht),  während  die  bei  der 
Abkühlung^)  auftretende  Elektricität  nicht  allzugering  ist. 

Schon  oben  S.  212  ist  hervorgehoben,  dass  die  Untersuchung 
der  Krystalle  bei  steigender  Temperatur  mit  Schwierigkeiten  verbun- 
den war.  Ich  habe  daher  nur  einen  Theil  der  Krystallflächen  so- 
wohl während  der  Erwärmung  als  auch  bei  der  Abkühlung  unter- 
sucht. In  allen  diesen  Fällen  bestätigte  sich  ausnahmelos  das  auch 
durch   meine   übrigen    thermoelektrischen    Untersuchungen    bewährte 


*)  Um  den  Ausdruck  abzukürzen,  verstehe  ich  im  Folgenden  unter  Abku^ 
laog  oder  Erkaltung  stets  die  nach  einer  zur  vollsiändtgen  Durchwärmung  des 
Krystalles  genügend  langen  Erhitzung  bis  100®  C.  eintretende.  Ist  der  KrystaU 
beim  Erhitzen  auf  andere  Temperaturen  gebracht  worden,  so  soll  dies  speciell  an- 
gegeben werden. 
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Gesetz,  dass  die  bei  steigender  Temperatur  auf  einer  Krystallfläche 
auftretende  ElektricitUt  gerade  die  entgegengesetzte  ist,  als  bei  der 
Abkühlung.  Es  konnte  daher  fbr  die  übrigen  Krystalle  die  Feststel- 
lung der  thermoelektrischen  Vertheilung  bei  der  Abkühlung  genügen. 

Bei  diesem  vollständigen  Gegensalze  zwischen  den  bei  steigen- 
der und  den  bei  abnehmender  Temperatur  auftretenden  elektrischen 
Spannungen  habe  ich,  ebenso  wie  in  meinen  früheren  Abhandlungen 
über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der  Krystalle,  in  die  auf 
den  Tafeln  gegebenen  Abbildungen  nur  die  bei  der  Abkühlung  beob- 
achteten Polaritäten  eingetragen. 

Aach  aus  einem  andern  Grunde  wären  die  Abbildungen  der  bei 
steigender  Temperatur  erregten  Polaritäten  überflüssig  gewesen.  Ich 
habe  schon  erwähnt,  dass  die  nach  der  Belichtung  und  die  bei 
der  Abkühlung  beobachteten  elektrischen  Polaritäten  einander  ent- 
g^engesetzt  sind.  Da  nun  aber  die  bei  steigender  Temperatur  auf- 
tretenden elektrischen  Spannungen  den  bei  der  Abkühlung  auftreten- 
den ebenfalls  genau  entgegengesetzt  sind,  so  folgt,  was  auch  die 
weiterhin  anzuftihrenden  Beobachtungen  direct  erweisen,  dass  der 
Eintritt  einer  höheren  Temperatur  gerade  dieselbe  Polarität  an  den 
einzelnen  Stellen  der  Krystallflächen  erzeugt,  wie  die  Belichtung. 
Sonach  würde  also  das  Eintragen  der  bei  der  Erwärmung  gemach- 
ten Beobachtungen  in  die  Abbildungen  (abgesehen  natürlich  von  der 
Intensität)  dasselbe  Farbenbild  (d.  h.  dieselbe  Vertheilung  der  bräun- 
lichen und  grünlichen  Farbe)  gegeben  haben,  wie  solches  die  photo- 
elektrischen Messungen  darbieten. 

Die  Flächen  des  Krystalles  No.  1  sind,  mit  Ausnahme  der  Fläche 
1,  nicht  während  der  Erwärmung,  sondern  nur  während  der  Ab- 
kühlung untersucht,  und  die  dabei  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen in  die  Abbildung  der  einzelnen  Flächen  Fig.  1  B  eingetragen 
worden.  Nach  dem  Herausnehmen  ans  dem  heissen  Ofen  wurde  der 
Krystall  zur  Abkühlung  in  ein  vollkommen  gegen  das  Licht  abge- 
schlossenes metallisches  GefUss  gestellt,  und  nach  einem  Verweilen 
von  30  bis  80  Minuten  in  diesem  dunkeln  Räume  auf  sein  elektri- 
sches Verhalten  geprüft. 

Eine  Vergleichung  der  Fig.  1  A  und  Fig.  1  B  zeigt  nun  in  der 
That,  dass  die  Polaritäten  bei  der  Abkühlung  die  entgegengesetzten 
sind,  als  nach  dem  Belichten.     Wenn  in  den  Grenzen  der  positiven 
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und  negativen  Regionen  kleine  Abweichungen  auftreten,  so  findet  dies 
in  dem  Umstände  seine  Begründung,  dass  die  Vorgänge  der  Aus- 
strahlung und  Abkühlung  nicht  absolut  genau  in  derselben  Weise 
wie  die  Vorgänge  bei  der  Belichtung  verlaufen,  wie  ich  ja  auch  schon 
solche  Verschiebungen  in  den  Grenzen  der  beiden  Elektricitäten  bei 
der  Belichtung  selbst  hervorgehoben  habe,  welche  durch  das  mehr 
oder  weniger  tiefe  Einsetzen  des  Krystalles  in  das  Kupferfeilicht  und 
etwas  andere  Stellung  gegen  die  Lichtstrahlen  eintreten. 

So  erscheint  bei  der  Abkühlung  auf  der  Fläche  1  die  negative 
Eleklricität  an  zwei  Ecken  (a  und  g)  in  Fig.  i  B,  während  bei  der 
in  Fig.  1  A  abgebildeten  Beobachtungsreihe  nach  dem  Aussetzen  ans 
Tageslicht  die  jener  negativen  entsprechende  positive  Polarität  nur 
an  einer  Ecke  a  sich  zeigt,  dagegen  aber  bei  der  Prüfung  nach  Be- 
strahlung mittelst  des  elektrischen  Kohlenlichtes  an  drei  Ecken  (a,  g,  t) 
Fig.  1  A"  auftritt.  In  Wirklichkeit  existirt  aber  die  positive  Polarität 
nach  der  Belichtung  an  allen  vier  Ecken  (Fig.  1  A'). 

Ebenso  ist  nun  beim  Abkühlen  auf  allen  vier  Ecken  die  ent- 
sprechende negative  Elektricität  vorhanden;  sie  wird  jedoch  bei  gan- 
zer freier  Fläche  durch  die  benachbarte  stärkere  positive  Spannung 
verdeckt.  Dass  es  sich  in  der  That  so  verhält,  zeigt  der  Fig.  i  B' 
abgebildete  Versuch,  bei  welchem  der  mittlere  (in  der  Zeichnung 
weiss  gelassene)  Theil  der  Fläche  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  war, 
so  dass  nur  die  Ecken  frei  lagen ;  sämmtliche  vier  Ecken  erscheinen 
jetzt  negativ. 

Der  nahe  Zusammenhang  zwischen  der  durch  Belichtung  und 
durch  Temperaturänderung  erregten  Elektricität  spricht  sich  auch  in 
dem  Umstände  aus,  dass  in  beiden  Fällen  (Fig.  i  A'  und  Fig.  1  B') 
die  beiden  oberen  Ecken  (a,  c)  eine  grössere  elektrische  Intensität 
besitzen  als  die  beiden  unleren  {g,  i). 

Ueber  die  Zunahme  der  elektrischen  Spannungen  mit  der  Dauer 
der  Abkühlung  mögen  hier  einige  Beobachtungen  und  zwai'  der  Kürze 
wegen  nur  auf  der  Mitte  der  Fläche  i   angeführt  werden. 

Als  die  Fläche  1  den  in  Fig.  1  A  dargestellten  elektrischen  Zu- 
stand infolge  der  Belichtung  angenommen  hatte,  wo  also  die  Mitte 
die  Spannung —  15  Skth.  zeigte,  wurde  der  Krystall  in  diesem  Zu- 
stande in  den  bis  iOO^  C.  erhitzten  Ofon  gebracht.  Nachdem  er 
M   Minuten  darin    gestanden,   zeigte  die  Mitte  der  Fläche  nur  noch 
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—  8  Skth.*).  Der  Krystall  wurde  dann  weitere  30  Minuten  in  dem 
Ofen  erhitzt.  Nach  dem  Heraustragen  in  das  andere  Zimmer  und 
dem  Aufstellen  neben  dem  Elektrometer,  wobei  ein  Zeitraum  von  fast 
2  Minuten  verflossen  war,  zeigte  die  Mitte  des  Krystalles  -\-  3,2  Skth.; 
nach  weiteren  21  Minuten  Abkühlung  betrug  die  elektrische  Span- 
nung in  der  Mitte  -\-  4,7,  und  nach  nochmaligen  5  Minuten  -[-  5  Skth. 

Schon  oben  wurde  angedeutet,  dass  die  Fläche  1  dieses  Kry- 
stalles auch  bei  steigender  Temperatur  untersucht  worden  ist. 

Der  Krystall  wurde  zuerst  in  Kupferfeilicht,  welches  auf  der 
schüsseiförmigen  Vertiefung  des  kleinen  S.  211  erwähnten  Ofens  lag, 
so  eingesetzt,  dass  nur  die  Fläche  1  frei  blieb.  Die  Empfindlichkeit 
des  Elektrometers  musste  hiebei  (vgl.  S.  212)  so  weit  verringert  wer- 
den ,  dass  ein  Element  Zinn  -  Kupfer  -  Wasser  einen  Ausschlag  von 
nur  30  Skth.  gab,  während  derselbe  sonst  40  bis  50  Skth.  und  selbst 
noch  mehr  betrug.  Um  die  Lichteinwirkung  auszuschliessen,  wurde 
die  Beleuchtung  (S.  212)  so  weit  geschwächt,  dass  die  Beobachtun- 
gen überhaupt  nur  eben  noch  möglich  waren. 

Sehr  bald  nachdem  die  Lampe  im  Innern  des  Ofens  angezündet 
worden,  begann  an  den  Ecken  positive  und  in  der  Mitte  der  Fläche 
negative  Elektricität  aufzutreten.  Als  das  neben  dem  Krystall  in  dem 
Kupferfeilicht  stehende  Thermometer  95®  C.  zeigte  (ungefähr  10  Mi- 
nuten nach  dem  Beginn  des  Erhitzens),  wurde  die  Lampe  ausgelöscht 
und  unmittelbar  darauf  die  Spannungen  beobachtet,  welche  in  Fig.  1  B" 
eingetragen  sind.  Die  Yertheilung  ist  also  im  Allgemeinen  dieselbe 
wie  beim  Belichten;  das  Hervortreten  der  positiven  Elektricität  an 
drei  Ecken  wurde  jedenfalls  durch  den  Umstand  begünstigt,  dass  die 
äusseren  Schichten  des  Krystalles  heisser  waren  als  die  inneren. 
Ebenso  wie  beim  Belichten  sind  auch  jetzt  die  Intensitäten  der  posi- 
tiven Elektricität  in  den  oberen  Ecken  a  und  c  grösser  als  in  den 
unteren  (s.  S.  232). 

Durch  diese  nur  kurze  Zeit  dauernde  Erhitzung  war  die  Tem- 
peratur des  ganzen  Krystalles  nicht  so  hoch  gestiegen,  wie  nach  län- 
gerem  Verweilen  in  dem  bis  1 00®  C.  erhitzten  Ofen.     Beim  Erkalten 


*)   Auch  in  diesem  Versuche  tritt  also  eiü  rascheres  Verschwinden  der  Elek- 
tricität durch  Verweilen  in  dem  heissen  Räume  auf  (s.  S.  228). 

Abbandl.  d.  K.  S.  üesellsch.  d.  Wissensch.  XX.  1 6 
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kehrten  sich  die  zuvor  beobachteten  Eleklricitäten  um,  erieichten  aber, 
eben  wegen  der  geringeren  Erhitzung,  nicht  den  Werth,  wie  er  nach 
voller  Durchwärniung  bis  100®  erscheint.  In  der  Mitte  stieg  die  Span- 
nung nur  bis  -{-  1,9,  an  den  Ecken  höchstens  bis  —  0,6  Skth.  Aucb 
wurde  die  Intensität  der  beim  Erkalten  auftretenden  Eleklriciläten 
noch  dadurch  geschwächt,  dass  die  vom  Erwärmen  herrührende 
Elektricität  nicht  entfernt  worden  war.  Es  lag  mir  eben  daran,  den 
Krystall  vom  Anfang  der  Erhitzung  bis  zum  Ende  der  Erkaltung  völlig 
unberührt  und  unbeeinflusst  zu  lassen. 

Sodann  wurde  auch  noch  ein  Versuch  mit  dieser  Fläche  1  nach 
dem  oben  S.  212  beschriebenen  zweiten  Verfahren  angestellt.  Der 
Krystall  wurde  wie  gewöhnlich  in  ein  mit  Kupferfeilicht  gefülltes 
Kästchen  eingesetzt,  so  dass  nur  die  Fläche  1  frei  blieb.  Nachdem 
er  völlig  unelektrisch  geworden,  wuitie  er  in  den  bis  100*  erhitzten 
Ofen  gebracht,  und  nach  10  Minuten  langem  Verweilen  darin  sofort 
auf  sein  elektrisches  Verhalten  geprüft,  wobei  die  Mitte  die  elektri- 
sche Spannung  —  0,5  Skth.  zeigte. 

Die  ausführliche  Angabe  der  auf  dem  Krystall  No.  1  unter  den 
verschiedensten  Umständen  ausgeführten  Beobachtungen  wird  eine 
klare  Einsicht  in  das  Beobachtungsverfahren  gegeben  haben,  so  da^ 
es  bei  den  folgenden  Krystallen  meistens  genügen  dürfte,  die  Resul- 
tate der  Beobachtungen  anzuführen.  Nur  wenn  dieselben  besonderen 
Bedingungen  unterworfen  wurden,  sollen  die  beobachteten  Vorgänge 
noch  speciell  hervorgehoben  werden. 

Krystall  No.  2.    Fig.  2  A  und  2  B.    Taf.  1. 

Der  ebenfalls  aus  Weardale  stammende  Krystall  No.  2  gehört 
der  hiesigen  Universilätssammlung;  seine  Farbe  ist  im  Allgemeinen 
dunkelgrün;  nur  auf  den  Bruchflächen  (namentlich  in  den  mittleren 
und  unteren  Theilen  der  Fläche  2)  erscheint  die  Masse  wcisslicher. 
Er  stellt  ein  Bruchstück  eines  einzigen  Individuums  dar.  Von  seinen 
Flächen  ist  nur  die  Fläche  4  ziemlich  vollständig,  aber  nicht  voll- 
kommen ausgebildet;  von  den  Flächen  1  und  5  sind  grössere,  von 
den  Flächen  3  und  6  kleinere  Theile  vorhanden,  während  an  Stelle 
der  Fläche  2  sich  eine  unregelmässig  verlaufende  Bruchfläche  findet. 

Der  vorhandene  Theil  der  Fläche  1  ist  ziemlich  gut  ausgebildet. 
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Während  auf  der  Fläche  5,  besonders  aber  auf  der  Fläche  4,  zahl- 
reiche kleine  Würfelflächen  hervortreten.  Auf  den  glatten  Stellen 
finden  sich  Streifungen,  welche  wie  beim  Krystall  No.  1  theils  der) 
Würfelkanten,  theils  den  Durchschnitten  der  Flächen  eines  Achtund- 
vierzigflächners  mit  den  Flächen  des  Würfels  parallel  laufen. 

Fig.  2  A  stellt  die  nach  dem  Aussetzen  ans  Tageslicht,  Fig.  2  B 
die  bei  dem  Erkalten  auf  den  einzelnen  Flächen  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  dar.  Aus  einem  gleich  anzuführenden  Grunde 
bilde  ich  in  Fig.  2  A'  auch  noch  die  elektrische  Vertheilung  ab,  wie 
sie  auf  der  Fläche  1  gefunden  wurde,  nachdem  die  betreffende 
Fläche  1  Minute  lang  dem  elektrischen  Kohlenlichte  in  einem  Ab- 
stände von  300"*"  ausgesetzt  gewesen  war. 

Schon  bei  dem  Krystalle  No.  1  habe  ich  darauf  aufmerksam 
gefliacht,  dass  je  nach  der  mehr  oder  weniger  tiefen  Einsetzung  des 
Krystalles  in  das  Kupferfeilicht  und  der  Art  der  Bestrahlung  die 
Grenzen  und  die  Verhältnisse  der  negativen  Intensität  in  der  Mitte 
und  der  positiven  an  den  Ecken  (und  Rändern)  sich  änderen  kön- 
nen. Eben  solche  Aenderungen  habe  ich  nun  auch  bei  dem  vor- 
liegenden Krystalle  No.  2  beobachtet;  die  Fläche  1  desselben  ist  mehr 
als  30  Mal  unter  den  verschiedensten  Bedingungen  nach  Bestrahlung 
sowohl  durch  das  Tageslicht  als  auch  durch  das  Sonnen-  und  das 
elektrische  Kohlenlicht  untersucht  worden. 

Es  schien  anfangs,  als  ob  die  positive  Eiektricität  an  den  Ecken 
beim  Beginne  der  Belichtung  rascher  anwüchse,  als  die  negative  der 
MiUe;  indess  ergab  eine  genauere  Untersuchung,  dass  die  beobach- 
teien  Unterschiede  nur  durch  Abweichungen  im  Einsetzen  in  iJie 
Feilspähne  und  in  der  Bestrahlungsweise  hervorgerufen  wurden. 

Um  zu  zeigen,  welche  Unterschiede  in  den  relativen  Stärken 
der  beiden  Polaritäten  auf  dieser  Fläche  eintreten  können,  habe  ich 
in  Fig.  2  A'  eine  nach  der  Bestrahlung  mit  elektrischem  Kohlenlichte 
be(d>Ächtete  elektrische  Vertheilung  abgebildet.  Während  in  Fig.  2  A 
(Bestrahlung  durch  Tageslicht)  die  positive  Elektricität  in  der  Ecke  a 
stärker  ist  als  die  negative  in  der  Mitte,  verhalten  sich  die  Intensi- 
täten an  diesen  Stellen  in  Fig.  2  A'  (Bestrahlung  durch  das  elektri- 
sche Kohienlicht)  umgekehrt.  Dies  ist  jedoch  keineswegs  durch  die 
Verschiedenheit  der  Lichtquellen  hervorgebiacht;  ich  besitze  auch  für 
die  Bestrahlung  d.urch  das  Tageslicht  BeobachtungsrejJieo,  in  weJchen 
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ebenso  wie  bei  Bestrahlung  durch  das  Kohlenlicht  die  negative  Elek- 
tricitat  in  der  Mille  starker  ist,  als  die  positive  in  der  Ecke  a.  Es 
möge  hier  genügon  auf  die  Figur  4  derjenigen  Tafel  zu  verweisen, 
welche  ich  n^einer  vorlaufigen  Mitlheilung  in  den  Berichten  für  1877 
beigefügt  habe;  der  daselbst  unter  No.  IV  aufgeführte  und  in  Fig.  4 
jener  Tafel  abgebildete  Krystall  ist  derselbe,  welchen  ich  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  mit  No.  2  bezeichnet  habe.  In  der  eben  citir- 
ten  Zeichnung  findet  sich  in  der  Ecke  a  die  Spannung  -|-  8,  in  der 
Mitte  der  Flache  dagegen  die  Spannung  — 12  Skth. 

Nachdem  die  Fig.  2  A'  abgebildete,  durch  Bestrahlung  mit  dem 
elektrischen  Kohlenlichte  erzeugte  elektrische  Vertheilung  beobachtet 
war,  wurde  die  Flache  1  mit  einer  Alkoholflamme  überstrichen  und 
der  Krystall  sodann  ins  Dunkle  gestellt.  Nach  3  bis  4  Stunden  zeigte 
die  Mitte  — 2,  die  Ecke  a  -[-2,5;  es  war  also  keine  Umkehrung, 
wie  solche  nach  dem  Erwarmen  bei  der  Abkühlung  sich  zeigt,  einge- 
treten; die  vorhandenen  Spannungen  bestanden  nur  in  Resten  der 
früher  vorhanden  gewesenen. 

Als  die  Flache  1  dieses  Krystalles  dem  durch  rothes  (mit  Kupfer- 
oxydul gefärbtes)  Glas  hindurchgegangenen  Lichte  des  blauen  Himmels 
25  Minuten  ausgesetzt  worden,  zeigte  sie  keine  elektrischen  Span- 
nungen ;  dieselben  traten  aber  ein,  als  das  rothe  Glas  durch  ein  dunkel- 
violettes ersetzt  wurde. 

Auf  der  durch  Bruch  entstandenen  Flache  2  trat  im  Tageslichte 
eine  starke  positive  Spannung  auf;  es  schien  mir  nicht  überflussig, 
nachzuweisen,  dass  das  Licht  des  elektrischen  Funkens  auf  diese 
Bruchflache  eben  so  wirkt,  wie  das  Tageshcht.  Jeder  der  beiden  Con- 
ductoren  einer  Hol  tz' sehen  Elektrisirmaschine  wurde  mit  dem  innern 
Belege  einer  massig  grossen  Leydener  Flasche,  deren  äusseres  Beleg 
zur  Erde  abgeleitet  war,  verbunden,  und  die  an  den  Enden  der  Con- 
ductoren  befindlichen  Kugeln  einander  im  Abstände  von  18"°  gegen- 
über gestellt.  Der  Krystall  No.  2  wurde  dann  mit  seiner  Fläche  i 
unterhalb  dieser  Kugeln  aufgestellt,  jedoch  nicht  frei,  sondern  (ebenso 
wie  sonst  in  Kupferfeilicht  eingesetzt)  in  einem  metallischen  zur  Erde 
abgeleiteten  Cylinder,  dessen  Deckel  eine  mit  einer  Bergkrystallplatte 
verschlossene  Oefiiiung  besass,  unterhalb  deren  die  Flache  2  lag. 
Der  Abstand  dieser  Flache  von  den  Kugeln,  zwischen  welchen  die 
Funken    übersprangen,   betrug   40  bis  50™.     Nachdem  die  Holtz- 
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sehe  Maschine  5  [Minuten  lang  gedreht  worden,  und  eine  Anzahl 
Funkenentladungen  zwischen  den  Kugeln  stattgefunden  hatte,  zeigte 
sich  auf  der  Fläche  2  bereits  eine  positive  Spannung  von  -|-  2  Skth. 

Dagegen  wollte  es  nicht  gelingen,  eben  diese  Fläche  durch  die 
Belichtung  mit  einer  G ei ssle raschen  Röhre  elektrisch  zu  machen. 
Um  die  Bestrahlung  mit  diesem  elektrischen  Lichte  möglichst  stark 
herzustellen,  hatte  ich  eine  spiralförmig  gewundene  möglichst  luftleere 
Röhre  anfertigen  lassen;  die  Windungen  (acht  an  der  Zahl)  lagen 
dicht  neben  einander  in  einer  Ebene,  und  unter  der  Mitte  der  Spirale 
wurde  der  Krystall  ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden  Versuche 
aufgestellt.  Den  elektrischen  Strom  lieferte  ein  grosser  Ruh  mkorff- 
scher  Inductionsapparat.  Stand  die  Fläche  des  Krystalles  gar  zu  nahe 
unter  der  Spirale,  so  trat  eine  directe  Elektrisirung  ein;  bei  etwas 
grösseren  Abständen  blieb  aber  die  Fläche  unelektrisch,  obwohl  die 
durch  die  Bergkryslallplatte  verschlossene  Oeffnung  im  Deckel  des 
Cylinders  beträchtlich  grösser  war,  als  in  dem  vorhergehemlen  Ver- 
suche. 

Krystall  xNo.  3.    Fig.  3A  und  3  B.   Taf.  I. 

Der  aus  Weardale  in  Durham  stammende  Krystall  No.  3  bestand 
wesentlich  aus  zwei  verwachsenen  Individuen  von  nahe  gleicher 
Grösse,  von  denen  eines  in  der  Zeichnung  als  Hauplkrystall  betrach- 
tet werden  musste.  Die  Flächen  des  letzteren  oder  die  an  ihre  Stelle 
getretenen  Bruchflächen  sind  mit  den  Zahlen  1  bis  6  bezeichnet  wor- 
den. In  die  Zeichnung  habe  ich  vorzugsweise  die  auf  diesen  Flächen 
gemachten  Messungen  eingetragen;  die  auf  den  anderen  Krystall  be- 
züglichen haben  nur  Aufnahme  gefunden,  wenn  dessen  Flächen  sich 
in  der  Abbildung  in  hinreichender  Grösse  darstellten. 

Der  Krystall  No.  3  ist  derselbe,  welcher  in  der  vorläufigen  Mit- 
theilung unter  No.  II  beschrieben,  und  von  welchem  auf  der  jener  An- 
zeige beigefügten  Tafel  vier  Flächen  abgebildet  worden  sind.     Seine 
Masse  erscheint  tief  dunkelgrün  gefärbt. 

An  dem  als  Hauptkrystall  betrachteten  Individuum  sind  die  Flä- 
chen 1  ,  4  und  6  in  grösseren,  die  Flächen  5  und  2  in  kleineren 
Theilen  ausgebildet,  während  an  die  Stelle  der  Fläche  3  Brnchflächen, 
welche  in  der  Masse  des  zweiten  Individuums  liegen,  getreten  sind. 
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Auf  den  Wüifelflächen  finden  sich  die  Flächen  eines  flachen  Pyra- 
midenwUrfels,  oder  es  sind  vielmehr  die  zuvor  als  in  einiger  Grösse 
ausgebildet  bezeichneten  Flächen  keine  Wurfelflächen ,  sondern  die 
sehr  ungleich  ausgebildeten  Flächen  eines  sehr  flachen  Pyramiden- 
Würfels.  Manche  dieser  Flächen  sind  so  an  eine  Ecke  gedrängt,  dass 
man  sie  bei  flüchtigem  Ansehen  für  eine  auf  die  Ecke  aufgesetzte 
flache  Absturapfungsfläche  halten  könnte.  An  manchen  Würfelkanten 
tritt  infolge  der  Flächen  des  Pyramidenvvürfels  die  Abweichung  vom 
rechten  Winkel  sehr  auffällig  hervor. 

Fig.  3  A  stellt  die  nach  der  Belichtung,  Fig.  3B  die  beim  Er- 
kalten beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Wenn  die  ganze  Fläche  1  frei  liegt,  so  lässt  sich  nach  der  Be- 
lichtung in  der  linken  oberen  Ecke  a,  welche  vollkommen  scharf  aus- 
gebildet ist,  die  positive  Spannung  nicht  wahrnehmen;  dieselbe  Iritl 
aber,  wie  Fig.  3  A'  zeigt,  daselbst  auf,  wenn  alle  übrigen  Theile  der 
Fläche  mit  Ausnahme  der  in  Rede  stehenden  Ecke  mit  Kupferfei- 
licht überdeckt  werden. 

In  der  Mitte  der  Fläche  6  wird  beim  Erkalten  (Fig.  3  B)  die 
positive  Elektricitäl  infolge  der  Wirkung  der  umliegenden  negativen 
Regionen  nicht  sichtbar;  sie  ist  aber  durch  die  Abnahme  der  nega- 
tiven vom  Rande  ( — 4)  nach  der  Mitte  hin  ( — 1,5)  deutlich  ange- 
zeigt. Die  Gestaltung  der  Fläche  macht  es  jedoch  unmöglich,  diese 
Stelle  allein  frei  zu  lassen  und  alle  übrigen  Theile  mit  Kupferfeilichl 
zu  bedecken. 

SchliessHch  mögen  hier  noch  einige  bereits  in  der  vorläuGgen 
Mittheilung  angeführte  Beobachtungen  eine  Stelle  finden. 

Als  das  Licht  des  Himmels  nach  dem-  Durchgange  durch  eine 
Lösung  von  schwefelsaurem  Chinin  in  Wasser  die  Fläche  1  traf,  zeigte 
sich  nach  10  Minuten  langer  Belichtung  in  der  Mitte  dieser  Fläche 
nur  eine  Spannung  von  — 0,9  Skth.,  nach  weiteren  15  Minuten  stieg 
dieselbe  auf  —1,5  und  nach  abermals  10  Minuten  auf  — 2,3  Skth. 

Nachdem  die  Chininlösung  durch  eine  Alaunlösung  ersetzt  wor- 
den, erlangte  in  10  Minuten  die  Mitte  der  Fläche  die  Spannung 
—  7  Skth.;  nach  Ersetzung  dieser  letzteren  Lösung  durch  ein  tief 
dunkelblaues  Kobaltglas  stieg  dieselbe  in  18  Minuten  bis  — 11  Skth. 
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Krystall  No.  4.    Fig.  4  A  und  4  B.    Taf.  I. 

Der  Krystall  No.  4  besteht,  wie  der  vorhergehende,  aus  zwei 
fast  gleichgrossen  Individuen,  und  gleicht  demselben  auch  in  der 
Beschaffenheit  seiner  Flächen  und  seiner  Masse.  Der  Krystall  ist  be- 
reits in  der  vorläufigen  Mittheilung  unter  No.  Ili   aulgefuhrt  worden. 

An  dem  in  der  Zeichnung  als  Hauptkrystall  behandelten  Indivi- 
duum sind  grössere  Theile  der  Flächen  1,  4  und  6  vorhanden;  von 
der  Fläche  5  ist  dagegen  nur  ein  kleiner  Theil  sichtbar.  Die  Fläche  2 
ist  mangelhaft  ausgebildet  und  zum  Theil  durch  Bruch  ersetzt;  an 
Stelle  der  Fläche  3  finden  sich  nur  Bruchflächen. 

Die  neben  den  Flächen  3  und  4  des  Hauptkrystalles  gezeichnete 
Fläche  ß  ist  eine  und  dieselbe  Fläche  des  zweiten  Individuums,  welche 
io  beiden  Lagen  sichtbar  ist.  In  die  neben  3  abgebildete  Fläche  ß 
sind  die  Beobachtungen  eingetragen  worden,  welche  in  der  als  3  ge- 
zeichneten Lage  gemacht  wurden.  Dagegen  habe  ich  die  neben  4 
gesetzte  Abbildung  eben  dieser  Fläche  ß  benutzt,  um  diejenigen  Be- 
obachtungen einzuschreiben,  welche  in  einem  speciellen  Versuche, 
bei  welchem  die  Fläche  ß  horizontal  lag  und  alle  übrigen  Theile  des 
Krystalles  mit  Kupferfei  licht  bedeckt  waren,  gemacht  wurden.  Bei 
der  Belichtung  war  an  dem  rechten  Rande  der  neben  4  gezeichneten 
Fläche  ß  infolge  der  stark  negativen  Mitte  die  positive  Elektricilät 
nicht  wahrzunehmen,  wenn,  wie  bei  dem  zuletzt  erwähnten  Versuche, 
die  ganze  Fläche  ß  frei  lag.  Diese  positive  Spannung  trat  dagegen 
in  einem  zweiten  Versuche,  bei  welchem  nur  der  rechte  Rand  der 
Fläche  ß  frei,  alle  übrigen  Theile  aber  bedeckt  waren,  sofort  hervor. 
Bei  der  Abkühlung  (Fig.  4  B)  erschien  die  entsprechende  negative 
Polarität  an  dem  rechten  Rande  auch  schon  bei  ganzer  freier  Fläche  ß, 

Krystall  No.  5.    Fig.  5  A  und  5  B.    Taf.  L 

Der  Krystall  No.  5  bildete  ursprünglich  mit  dem  Krystalle  No.  3 
eine  grössere  Druse,  und  war  von  mir  durch  Abbrechen  getrennt 
worden*) ;  er  gleicht  also  demselben  völlig  in  Bezug  auf  die  Farbe 
seiner  Masse  und  die  Beschaffenheit  seiner  Flächen  und  Kanten. 


*)  AuffaJlend  ist  die  Leichtigkeit,   mit  welcher  sich  meistens  die  aneinander- 
gewacliseneo  Fiussspathkrystalle  von  einander  trennen  lassen. 
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Fig.  5  A  stein  die  nach  dem  Belichten,  und  Fig.  5B  die  beim 
Erkalten  beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Die  elektrischen  Spannungen  nach  dem  Belichten  zeigen  im  All- 
gemeinen gerade  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  als  beim  Erkalten; 
nur  auf  dem  mittleren  und  unteren  Theile  des  linken  Randes  der 
Fläche  2  vermochte  nach  dem  Belichten  die  negative  Elektricität 
nicht  hervorzutreten,  während  die  ihr  entsprechende  positive  beim 
Erkalten  erschien. 

Bei  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes  an  die  rechte  obere 
Ecke  der  Fläche  4  (an  c)  zeigte  sich  nach  dem  Belichten  bei  ganzer 
freier  Fläche  infolge  der  slark  negativen  Umgebung  noch  ein  schwa- 
cher negativer  Ausschlag;  als  dagegen  die  ganze  Fläche  mit  Aus- 
nahme dieser  Ecke  bedeckt  war,  trat  auf  dieser  Ecke  nach  einem 
16  Minuten  langen  Aussetzen  ans  Tageslicht  bereits  eine  positive 
Spannung  von  -j-  4  Skth.  auf. 

Die  Fläche  1  dieses  Krystalles  wurde  noch  zu  einer  Reihe  spe- 
cieller  Versuche  benutzt. 

Als  in  einem  Versuche  die  Mitte  derselben  durch  Belichtung  die 
elektrische  Spannung  — 11  Skth.  zeigte,  wurde  die  Fläche  mehrere  Male 
angehaucht,  um  durch  den  Beschlag  die  Elektricität  zu  beseitigen, 
und  dann  ins  Dunkle  gestellt.  Aber  auch  nach  längerer  Zeit  zeigte 
sich  kein  Uebergang  ins  Positive. 

Sodann  wurde  dieselbe  Fläche  benutzt,  um  die  bei  steigender 
Erwärmung  auftretenden  Elektricitlilen  direct  zu  beobachten.  Der 
Krystall  wurde  in  Kupferfeilicht,  welches  auf  dem  kleinen  neben  dem 
Elektrometer  befindlichen  Ofen  lag,  so  eingesetzt,  dass  nur  die  Fläche 
1  frei  blieb.  Beim  Erhitzen  erschien  in  der  Mitte  dieser  Fläche  nega- 
tive Elektricität,  welche  nach  1 5  Minuten  dauernder  Erhitzung,  wobei 
aber  wohl  in  keinem  Theile  des  Krystalles  die  Temperatur  über  100* 
gestiegen  war,  die  Intensität  —  2,7  Skth.  erreichte.  Nachdem  diese 
Elektricität  durch  eine  Alkoholflamme  beseitigt,  wurde  der  Krystall 
im  Dunkeln  der  Abkühlung  überlassen;  nach  einer  Stunde  zeigte  die 
Mitte  der  Fläche  +  5  Skth. 

Bei  einer  (nach  Entfernung  der  eben  bezeichneten  Elektricität) 
neuen,  etwas  stärkeren  Erhitzung  stieg  in  der  Mitte  der  Fläche  die 
Spannung  auf  —  4  Skth. 
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Analoge  Resultate  wurden  am  folgenden  Tage  bei  Wiederholung 
der  vorstehend  beschriebenen  Versuche  erhalten. 

Die  Fläche  i  wurde  ferner  dem  Lichte  der  zwischen  den  beiden 
mit  Leydener  Flasche  verbundenen  Conductoren  der  Hol tz' sehen 
Maschine  (s.  S.  236)  überschlagenden  Funken  ausgesetzt;  nach  einer 
7  Minuten  langen  Drehung  der  Maschine  zeigte  die  Mitte  der  Flache 
—  1,9  Skth. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  Mittheilungen  über  das  An- 
haften und  Eindringen  der  Elektricität  an  den  Flussspathkrystallen 
folgen. 

Die  Fläche  1  des  in  Kupferfeilicht  eingesetzten  Krystalles  wurde 
mit  einem  feinen  Haarpinsel  überstrichen,  wodurch  sie  positive  Elek- 
tricitat  annahm,  sodann  in  diesem  Zustande  ins  Dunkle  gestellt  und 
bis  zum  anderen  Tage  daiin  gelassen.  Es  fand  sich  nun  an  diesem 
Tage  auf  der  Fläche  1  noch  eine  elektrische  Ladung,  welche  das 
Goldblättchen  des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  trieb. 
Nach  dem  Bestreichen  und  Abblasen  mit  einer  Alkoholflamme  ent- 
wickelte sich  wieder  eine  positive  Spannung,  die  sehr  bald  auf  -|-  9 
und  nach  20  Minuten  bis  -|-  36  Skth.  stieg. 

Eine  20  Minuten  dauernde  Einsetzung  in  den  100^  heissen  Ofen 
verringerte,  weil  sich  stets  noch  neue  Reste  der  früheren  positiven 
Elektricität  frei  machten,  die  Spannung  in  der  Mitte  der  Fläche  nur 
auf  -f-  28  Skth.,  die  dann  wieder  auf  +  34  Skth.  stieg.  Nach  12 
Minuten  langem  Aussetzen  an  trübes  Tageslicht,  wodurch  also  nega- 
tive Elektricität  entwickelt  wurde,  sank  jener  positive  Ausschlag  auf 
-f-  11,5  Skth.,  und  stieg  nach  12  Minuten  langem  Stehen  im  Dunkeln 
wieder  bis  -[-  ''2,5  Skth.  Eine  neue,  10  Minuten  dauernde  Belichtung 
erzeugte  jetzt  in  der  Mitte  der  Fläche  die  Spannung  von  —  6  Skth., 
die  nach  dem  Verweilen  von  1  Stunde  20  Minuten  im  Dunkeln,  in- 
folge des  immer  noch  hervortretenden  Restes  der  ursprünglichen 
starken  positiven  Elektrisfrung ,  bis  — 0,9  abnahm  und  beim  Stehen 
im  Dunkeln  bis  zum  folgenden  Tage  wieder  auf  -[-  3  Skth.  gestiegen 
war. 

Krystall  No.  6.    Fig.  6  A  und  6  B.  Taf.  i. 

Den  aus  Weardale  stammenden  Krystall  habe  ich  von  einer  schönen 
Druse,  die  ich  von  meinem  Collegen  Herrn  Professor  A.  Mayer  er- 
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hallen,  abgelöst.  Er  besteht  fast  aus  einem  einzigen  Individuum. 
Die  Flächen  1  und  5  sind  vollständig,  die  Flächen  2,  4  und  6  fast 
vollständig  vorhanden,  während  von  der  Fläche  3  nur  der  obere 
Theil  gut  ausgebildet  ist. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  weniger  dunkel  gefiirbt  als  bei  deo 
vorhergehenden  Krystallen ;  sie  sieht  durch  die  Beimengung  des  bUuen 
Fluorescenzlichtes  etwas  schmutzig  grünblau. 

Fig.  6  A  gibt  die  Beobachtungen  nach  dem  Belichten,  Fig.  6  B 
die  Beobachtungen  bei  dem  nach  einer  vorhergegangenen  Erhitzung 
bis  100^  eingetretenen  Erkalten. 

Krystall  No.  7.    Fig.  7  A  und  7  B.    Tafel  IL 

Die  Masse  des  Krystalles  No.  7  ist  dunkler  grün  geförbt  als  die 
des  vorhergehenden,  aber  nicht  klar,  sondern  etwas  trübe.  Der 
Gesammtkrystall  besteht  aus  mehreren  in  paralleler  Stellung  verwach- 
senen Individuen ;  auf  den  Flächen  3,  4  und  6  finden  sich  ausserdem 
andere  kleinere  Krystalle  in  verschiedenen  Stellungen  aufgewachsen. 

Fig.  7  A  enthält  die  nach  dem  Belichten,  Fig.  7  B  die  nach  dem 
Erkalten  gemachten  Beobachtungen. 

Die  Fläche  i  dieses  Krystalles  wurde  zu  Versuchen  mit  der  Be- 
strahlung durch  das  elektrische  Kohlenlicht  benutzt.  Der  Kürze  wegen 
führe  ich  im  Folgenden  nur  die  in  der  Mitte  derselben  beobachteten 
Ausschläge  an. 

Nachdem  die  Krystallfläche  1  eine  Minute  lang  in  einem  Abstände 
von  ungefähr  300""  von  den  Kohlenspitzen  der  Strahlung  des  elek- 
trischen Lichtes  ausgesetzt  worden,  zeigte  die  Mitte  derselben  die 
Spannung  —  7 ;  nach  nochmaligem  gleich  langem  Bestrahlen  stieg 
dieselbe  auf  —  11,5  Skth.  Ich  bemerke,  dass  die  in  Fig.  7  A  etwas 
oberhalb  der  Mitte  eingetragene  Spannung  —  4  Skth.  durch  ein 
13  Minuten  langes  Aussetzen  an  das  Himmelslicht  bei  bedeckter 
Sonne  (25.  August  Morgens  zwischen  8 — ^  Uhr)  erhalten  wurde. 

Als  die  Krystallfläche  bei  Wiederholung  des  Versuchs  mit  dem 
elektrischen  Kohlenlichte  in  gleichem  Abstände  von  den  Kohlenspitzen 
an  eine  etwas  stärker  beleuchtete  Stelle '^)  gebracht  wurde,  erzeugte 
die  Bestrahlung  von  1   Minute  schon  die  Spannung  —  1 1  Skth. 

^j  Durch  die  Aushöhlung  der  obereu  positiven  Kohle  geht  die  stärkste  Strah- 
lung etwas  abwärts. 
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Die  anelektrisch  gemachte  Fläche  1  wurde  wieder  an  dieselbe 
Stelle  gebracht  wie  zuvor,  aber  zwischen  sie  und  die  Kohlenspitzen 
eine  parallelepipedische  mit  einer  Lösung  von  schwefelsaurem  Chinin 
in  Wasser  gefüllte  Glasflasche  gestellt,  so  dass  das  Licht,  ehe  es  den 
Krystall  traf,  eine  Schicht  dieser  Lösung  von  40™  Dicke  zu  durch- 
dringen hatte.  Nach  einer  Bestrahlung  von  2  Minuten  Dauer  zeigte 
die  Mitte  nur  die  Spannung  —  1,3  Skth.  Dagegen  stieg  dieselbe, 
als  die  Lösung  des  schwefelsauren  Chinins  durch  destillirtes  Wasser 
ersetzt  wurde,  nach  einer  Bestrahlung  von  2i  Minuten  Dauer  auf 
—  10  Skth. 

Bei  diesem  letzten  Versuche  hatte  der  Krystall  eine  etwas  an- 
dere ijage  als  bei  den  früheren;  das  Kästchen,  in  welchem  er  ein- 
gesetzt ruhte,  war  um  90®  gedreht  worden.  Infolge  dieser  Aende- 
rung  in  der  Bestrahlungsweise  trat  in  der  rechten  oberen  Ecke  der 
Fläche  1    (bei  c)  eine  positive  Spannung  von  -j-  1  Skth.  auf. 

Die  Fläche  4  zeigte  im  oberen  gut  ausgebildeten  Theile  des 
rechten  Randes  positive  Spannung.  Links  neben  der  in  Fig.  7  A  mit 
«  ß  bezeichneten  Linie  lag  eine  ziemlich  grosse,  sehr  ebene  Durch- 
gangsfläche.  Bei  specieller  Prüfung  fand  sich  auf  derselben,  nach- 
dem sie  1  Minute  dem  elektrischen  Kohlenlichte  ausgesetzt  war, 
überall  negative  Polarität,  deren  Spannung  von  der  Linie  a  ß  nach 
links  hin  zunahm. 

Nachdem  ich  die  Prüfung  der  Flussspathkrystalle  auf  ihr  tfaermo- 
elektrisches  Verhalten  fast  beendet,  und  dabei  jede  Steigerung  der 
Temperatur  über  100^  C.  sorgfältig  vermieden  hatte,  um  nicht  durch 
eine  zu  starke  Erhitzung  die  photoelektrische  Erregung  derselben  zu 
schädigen,  beschloss  ich,  doch  wenigstens  einen  der  Krystalle,  auch 
auf  die  Gefahr  hin,  ihn  für  fernere  Untersuchungen  unbrauchbar  zu 
machen,  höheren  Wärmegraden  ^luszusetzen,  um  den  Einfluss  der^ 
selben  auf  die  thermo-  und  photoelektrischen  Vorgänge  zu  erforschen, 
und  ich  wählte  dazu  den  Krystall  No.  7,  dessen  Verlust  um  so  leichter 
zu  ertragen  gewesen  wäre,  weil  er  bei  den  vorhergehenden  Beob- 
achtungen nur  eine  massige  photoelektrische  Erregung  gezeigt  hatte. 

Der  Krystall  No.  7  wurde  in  Kupferfeilicht  eingesetzt,  so  dass 
die  Fläche  1  frei  blieb ,  darauf  so  lange  bis  1 70^  C.  erhitzt ,  dass 
man  die  Temperatur  in  allen  seinen  Theilen  als  nahe  gleich  betrach- 
ten konnte,    und  dann  im  Dunkeln   der  Abkühlung   überlassen.     Die 
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therraoelektrische  SpannuDg  zeigte  sich  etwas  grösser  als  früher,  wo 
er  nur  bis  1 00®  C.  erhitzt  worden  war.  Etwas  unterhalb  der  Mitte 
der  Fläche  1,  wo  in  Fig.  7  B  die  Spannung  +1,4  Skth.  steht,  wurde 
jetzt  ein  Ausschlag  von  -j-  2,0  Skth.  beobachtet. 

Bei  dem  Belichten  stellte  sich  aber  ein  ganz  unerwartetes  Re- 
sultat heraus.  Ich  hatte  den  Kry stall,  nachdem  er  von  der  zuvor 
erwähnten  Erhitzung  bis  170®  abgekühlt  war,  durch  Abblasen  mit 
einer  Alkoholflamme  unelektrisch  gemacht,  sodann  mit  der  Treien 
Fläche  1  dem  trüben  Tageslichte  ausgesetzt,  und  1  Stunde  20  Minu- 
ten darin  stehen  lassen.  Zu  meinem  Erstaunen  fand  ich  eine  ganz 
ausserordentlich  starke  photoelektrische  Erregung;  ich  habe  dieselbe 
in  Fig.  7  A'  eingetragen. 

Die  in  Fläche  1  dei*  Fig.  7  A  eingezeichneten  elektrischen  Span- 
nungen waren  durch  ein  Aussetzen  von  1 3  Minuten  an  trübes  Tages- 
licht erzeugt  worden.  Als  ich  jetzt,  also  nach  der  Erhitzung  bis  170^ 
und  der  vorhin  beschriebenen  starken  photoelektrischen  Erregung, 
den  völlig  unelektrisch  gemachten  Krystall  ebenfalls  13  Minuten  ins 
Tageslicht*)  stellte,  erhielt  ich  die  in  Fig.  7  A"  eingetragene  elektrische 
Erregung.  Ein  ähnliches  Resultat  ergab  nach  einigen  Tagen  ein 
neues  14  Minuten  dauerndes  Aussetzen  ans  Tageslicht;  anstatt 
—  15  Skth.  (Fig.  7  A")  erhielt  ich  in  der  Mitte  der  Fläche  die  Span- 
nung —  18  Skth.,  und  ebenso  waren  auf  den  übrigen  Theilen  der 
Fläche  1   die  Spannungen  entsprechend  gestiegen. 

Die  Eigenschaft  der  Fläche  1  ,  durch  den  Einfluss  des  Lichtes 
elektrisch  zu  werden,  war  also  durch  die  vorhergegangene  Erhitzung 
bis  170^  wesentlich  erhöht  worden. 

Bei  der  eben  erwähnten  Erhitzung  hatte  die  Fläche  1  frei  an 
der  Luft  gelegen;  dagegen  waren  die  übrigen  Flächen  des  Krystalles 
mit  Kupferfeilicht  bedeckt  gewesen.  Eine  Untersuchung  dieser  letz- 
teren Flächen  auf  ihr  photoelektrisches  Verhalten  zeigte  keine  so  be- 
trächtliche Zunahme  der  Erregbarkeit  durch  das  Licht,  wie  sie  auf 
der  Fläche  1  beobachtet  worden ;  hat  überhaupt  eine  Zunahme  der- 
selben stattgefunden,  so  ist  dieselbe  nicht  bedeutend  gewesen. 

Ich  wage  für  jetzt  nicht  zu  entscheiden,  durch  welchen  Umstand 

*)  Der  Himmel  war  während  dieser  Zeit  ziemlich  wolkig;  doch  brach  auch 
wohl  auf  einige  Augenblicke  die  Sonne  durch ;  der  Krystall  stand  aber  gegen  die 
Sonnenstrahlen  im  Schatten. 
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dieser  Unterschied  in  den  Aenderungen  der  Erregbarkeit  auf  der 
Fläche  1  und  den  übrigen  Flächen  hervorgerufen  worden.  Er  könnte 
erzeugt  sein  dadurch,  dass  die  Fläche  1  beim  Erhitzen  oben  gele- 
gen, oder  dadurch,  dass  sie  von  der  Luft  berührt  wurde,  während 
die  übrigen  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  waren ;  es  könnte  aber  auch 
auf  der  Fläche  1  infolge  von  früherer  Lichleinwirkung  die  photo- 
elektrische Erregbarkeit  in  stärkerem  Grade  als  auf  den  benachbar- 
ten Flächen  geschwächt  gewesen  und  durch  die  Erhitzung  nur  eine 
Annäherung  an  den  früheren  Zustand  wieder  hergestellt  worden  sein. 

Krystall  No.  8.     Fig.  8  A  und  8  B.  Taf.  II. 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige  Krystall  No.  8  ist  in  seiner 
Masse  nicht  ganz  so  dunkelgrün  wie  die  Krystalle  No.  1  bis  5.  Von 
allen  sechs  Würfelflächen  sind  mehr  oder  weniger  grosse  Theile  vor- 
banden ;  jedoch  sind  die  in  Fig.  8  A  und  B  gezeichneten  Flächen 
keine  Würfelflächen,  sondern  diese  letzteren  werden  vielmehr  durch 
die  Flächen  eines  sehr  stumpfen  Pyramidenwürfels  vertreten.  Auf 
den  Kanten  liegen  ausserdem  noch  sehr  schmale  Flächen  eines  we- 
niger stumpfen  Pyramidenwürfels.  Die  Streifungen  der  Würfelflächen 
(Flächen  des  stumpfen  Pyramidenwürfels)  gehen  (oft  etwas  gebogen) 
den  Würfelkanten  parallel.  Der  Krystall  war  mit  dem  Theile  der 
Fläche  3  aufgewachsen  gewesen,  wo  in  Fig.  8  A  -f-  16,5,  -f-  21  und 
+  13  steht. 

Fig.  8  A  stellt  die  nach  dem  Belichten ,  Fig.  8  B  die  nach  dem 
Erkalten  gemachten  Beobachtungen  dar.  Die  Fläche  1  hatte  30  Mi- 
nuten*), die  Fläche  2  20  Min.,  die  Fläche  3  15  Min.,  die  Fläche  4 
30  Min.,  die  Fläche  5  17  Min.  und  die  Fläche  6  22  Min.  im  Tages- 
lichte gestanden;  an  den  verschiedenen  Tagen,  an  welchen  die  Ver- 
suche ausgeführt  wurden,  war  aber  die  Intensität  des  TagesUchtes 
nicht  gleich;  bei  Prüfung  der  Fläche  5  war  der  Himmel  zum  Theil 
trübe,  und  d^s  Licht  musste  erst  das  Glas  einer  Fensterscheibe 
durchdringen. 

Aufl^llig  ist  der  grosse  Unterschied  in  der  Stärke  der  negativen 
Polarität   auf  der  Fläche  4  und  auf  der  Fläche  1  ;   indess  lässt  sich 


*)  Bei  diesem  Versuche  war  der  Himrael  trübe ;  doch  waren  aber  auch 
zeitweilig  die  Sonnenstrahlen  durch  die  Wolicenlücken  gedrungen  und  hatten  die 
Fräche   I   getroffen. 
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gegenwärtig  der  Grund  davon  nicht  mit  Bestimmtheit  angeben,  da 
der  Krystall  nicht  frisch  aus  der  Grube  genommen  untersucht  wor- 
den ist.  Bereits  in  der  vorläufigen  Mittheilung  habe  ich  nämlich 
hervorgehoben,  dass  durch  starke  Bestrahlung  die  Eigenschaft,  durch 
das  Licht  elektrisch  zu  werden,  geschwächt  wird.  Es  wäre  daher 
wohl  möglich,  dass  die  Fläche  1  des  Krystalls  No.  ß  vielleicht  wäh- 
rend seiner  Aufstellung  in  einem  Glaskasten  dem  Lichte  mehr  aus- 
gesetzt gewesen  als  die  Fläche  4 ;  denn  jedenfalls  wird  der  Krystall 
in  das  Pappkästchen  so  gelegt  worden  sein,  dass  seine  vollkommenste 
Fläche  1  sichtbar  geworden.  Durch  solchen  Umstand  würde  die 
Schwäche  der  negativen  Elektricität  auf  dieser  Fläche  1  erklärlich 
sein.  Die  Schwächung  könnte  jedoch  auch  von  der  Einwacbsung 
des  zweiten  kleineren  Krystalles  herrühren. 

Die  an  dem  unteren  Rande  verbrochene  Fläche  6  erscheint, 
wenn  der  ganze  noch  vorhandene  Theil  frei  liegt,  beim  Belichten 
überall  positiv,  und  beim  Erkalten  negativ.  Eine  genaue  Durchsicht 
der  Zahlen werthe  lässt  aber  schon  erkennen,  dass  beide  Polaritäten 
am  oberen  Rande  stärker  sind  als  am  unteren.  Dieser  untere  Theil 
stösst  an  die  Anwachsungsstelle  auf  der  Fläche  3«  und  ^  stellt  der 
vorhandene  Theil  der  Fläche  6  gewissermassen  nur  den  Rand  der- 
selben dar.  Es  ist  daher  nicht  unwahrscheinlich,  das$  die  am  uQr 
teren  Rande  der  Fläche  6  z«  erwartende  Polarität  (negativ  n^ch  dem 
Belichten,  und  positiv  nach  dem  Erkalten)  nur  durch  die  sehr  starke 
entgegengesetzte  des  oberen  Randes  verdeckt  worden  ist.  Und  in 
der  That,  als  in  einem  speciellen  Versuche  die  Fläche  6  mit  Aus- 
nahme eines  schmalen  Streifen  an  dem  unteren  verbrochenen  Rande 
mit  KupferfeiUcht  bedeckt  wurde,  zeigte  dieser  allein  frei  liegende 
Streifen,  nachdem  er  eine  Minute  lang  dem  elektrischen  Kohlenlichta 
ausgesetzt  gewesen,  eine  negative  Spannung  bis  zu  —  2  Sktb. 

Ich  habe  oben  auf  den  betiächtJicben  Unterschied  in  der  IiMten- 
sität  dei*  auf  den  Flächen  1  und  4  durch  das  Ucht  hervorgerufenen 
Elektricitäten  aufmerksam  gemacht  und  dabei  angedeutet,  dass  iBög- 
licherweise  die  schwache  Erregung  der  Fläche  1  die  Folge  eines 
längeren  Ausselzens  an  das  Licht  sein  könne.  Es  stand  daher  zu 
hoffen,  dass,  da  eine  Erhitzung  bis  über  150®  C.  bei  dem  früher 
untersuchten  Krystalle  No.  7  sich  für  die  Verstärkung  der  photoelektri- 
schen Eigenschaft  vortheilhaft  erwiesen  hatte,  auch  auf  der  Fläche  1 
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des  vorliegenden  Krystalles  eine  ahnliche  Erhöhung   ihrer  Erregbar- 
keit durch  das  Licht  sich  werde  gewinnen  lassen. 

Der  Krystall  No.  8  wurde  bis  auf  die  Fläche  1  in  der  gewöhn- 
lichen Weise  in  Kupferfeilicht  eingehüllt,  und  ungefähr  1  Stunde  bis 
1 57*  erhitzt.  Nach  dem  Erkalten  und  dem  Entfernen  der  dabei  her- 
vorgetretenen Elektricität  wurde  er  32  xMinuten  hindurch  dem  Tages- 
lichte ausgesetzt;  der  Himmel  erschien  dabei  grauweiss,  bisweilen 
brachen  die  Sonnenstrahlen  durch  die  Lücken  zwischen  den  Wolken, 
trafen  jedoch  die  Fläche  \  nicht,  die  vielmehr  gegen  sie  im  Schat- 
ten stand.  Bei  der  Prüfung  beobachtete  ich  dann  die  in  Fig.  8  A' 
eingetragenen  Spannungen,  die  sehr  beträchtlich  grösser  sind  als  die 
früher  beobachteten  und  in  Fig.  8  A  verzeichneten. 

Krystall  No.  9.     Fig.  9  A  und  9  B.    Taf.  U. 

Der  Krystall  No.  9  gleicht  in  der  Beschaffenheit  seiner  Masse 
dem  Krystalle  No.  7,  neben  welchem  er  auch  ürsprüngUch  angewach- 
s-en  war.  Von  Krystallflächen  ist  nur  die  Fläche  1  ziemlich  voll- 
ständig, wenn  auch  mangelhaft  ausgebildet,  vorhanden;  von  den 
Flachen  5  und  4  finden  sich  etwas  grössere,  von  den  Flächen  6 
und  2  etwas  kleinere  Theile.  Von  der  Krystallfläche  3  ist  nur  ein 
sehr  geringer  Rest  sichtbar;  die  übrige  Begi^nzung  auf  dieser  Seite 
wird  durch  eine  Bruchfläche  gebildet,  in  deren  Mitte  die  grüne  Farbe 
der  Substanz  ins  Weissliche*  übergeht. 

Da  es  mir  von  grossem  Interesse  erschien,  die  thermoelektri- 
schen  Eigenschaften  der  Flassspathkrystalle  mit  den  photoelektrischen 
unmittelbar  zu  vergleichen,  so  hatte  ich  sämmtliche  möglichst  voll- 
kommen ausgebildete  Krystalle,  um  ihr  thermoelektrisches  Verhalten 
kennen  zu  lernen,  bis  lOO^C.  erhitzt;  und  zwar  war  dies  gesdie- 
hen,  bevor  ich  auf  den  meikwürdigen  Einfluss  aufmerksam  gewor- 
den war ,  welchen  eine  Erhitzung  bis  1 50  und  1 80®  €.  auf  die 
photoeSektrische  Erregbarkeit  der  Fl ussspathkry stalle  ausübt. 

Es  lag  nun  aber  die  Frage  nahe,  ob  nicht  auch  bereits  eine 
geringere  Erhitzung  als  die  eben  angegebene  einen  begünstigendai 
Ernftuss  ausüben  könne.  Pdr  die  Beantwortung  dieser  Frage  besass 
ich  infolge  <äer  zuvor  erwähnten  tJiermoelektrischen  Prüfungen  der 
besseren  Krystalle  nur  noch  geringes  Material,  welches  wenigstens 
dixxrch  mich,  tind  wahrscheinlich  auch  früher,  keiner  böheren  Terape- 
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raliir  ausgesetzt  worden  war.  Zu  den  wenigen,  wegen  der  mangel- 
haften Ausbildung  ihrer  Flächen  zurückgestellten,  und  also  nicht  er- 
hitzten Krystallen  gehörte  der  vorliegende  Krystall  No.  9. 

Die  Fläche  1  dieses  Krystalles  wurde  10  Minuten  lang  dem 
Tageslichte  ausgesetzt  (um  3  Uhr  30  Min.  Nachmittags) ;  am  Himmel 
standen  sehr  zahlreiche  grauweisse  Wolken ,  durch  deren  Lucken 
bisweilen  die  Sonne  hindurchschien;  der  Krystall  befand  sich  jedoch 
im  Schatten  gegen  die  Sonnenstrahlen.  Durch  die  10  Minuten  dau- 
ernde Belichtung  wurden  diejenigen  elektrischen  Spannungen  er- 
zeugt, welche  ich  in  Fig.  9  A'  in  die  Abbildung  der  Fläche  1  ein- 
getragen habe. 

Darauf  wurde  der  Krystall  in  KupferfeiUcht  so  eingesetzt,  dass 
die  Fläche  1  frei  blieb,  und  nur  bis  80*^  C.  erwärmt.  Nach  15  Mi- 
nuten Abkühlung  untersucht,  gab  er  die  in  Fig.  9  B  eingeschriebe- 
nen thermoelektrischen  Spannungen. 

Unmittelbar  darauf  (4  Uhr  40  Min.)  wurde  der  Krystall,  nach- 
dem die  durch  die  Erkaltung  erzeugte  Elektricität  mittelst  der  Al- 
koholflammme  entfernt  war,  wieder  10  Minuten  an  demselben  Orte, 
wie  zuvor,  dem  Tageslichte  ausgesetzt.  Der  Himmel  war  etwas 
grauer  geworden  und  die  Sonne  brach  nicht  durch  die  Wolken ;  auch 
war  ihre  Wirkung  überhaupt  durch  ihre  geringere  Höhe  über  dem 
Horizonte  etwas  vermindert  worden.  Trotzdem  zeigte  die  Fläche  1 
eine  wesentlich  erhöhte  Erregbarkeit;  ich  fand  die  in  Fig.  9  A 
(Fläche  1)  eingetragenen  elektrischen  Spannungen.  In  der  Mitte  der 
Fläche  1   war  also  die  Intensität  von  — 7  auf  — 13  Skth.  gestiegen. 

Es  wäre  nicht  unmöglich  gewesen,  dass  diese  Verstärkung  der 
elektrischen  Spannungen  dadurch  hervorgerufen  worden,  dass  der 
Krystall  bei  dem  zweiten  Aussetzen  ans  Tageslicht  1 0  bis  1 5®  C. 
wärmer  war  als  bei  dem  ersten.  Um  zu  entscheiden,  ob  dieser  Um- 
stand (eine  10  bis  15®  höhere  Temperatur)  für  sich  im  Stande  sei, 
einen  Einfluss  auf  die  Stärke  der  durch  Belichtung  erzeugten  elek- 
trischen Spannungen  auszuüben,  wurde  der  Krystall  am  andern  Mor- 
gen (8  Uhr  40  Min.)  wieder  10  Minuten  dem  Tageslichte  ausgesetzt, 
und  in  der  Mitte  der  Fläche  1  die  Spannung  —  10,7  Skth.  beob- 
achtet. Darauf  wurde  der  Krystall  eine  Stunde  lang  in  das  bis 
39®  C.  erwärmte  kupferne  Gefäss  gestellt,  und  sodann  (10  Uhr)  von 
Neuem  ins  Tageslicht  gebracht ;  es  wurde  jetzt  in  der  Mitte  die  Span- 
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niing  — 11,5  Skth.  gefunden.  Der  Himmel  war  seit  dem  ersten  Ver- 
suche ziemlich  unverändert  geblieben;  der  höhere  Stand  der  Sonne 
erklart  jedoch  hinreichend  die  geringe  Zunahme  um  1.5  Skth. 

Die  nach  dem  Erhitzen  bis  80^  C.  beobachtete  nicht  unbeträcht- 
liche Zunahme  der  photoelektrischen  Spannungen  ist  also  offenbar  eine 
Folge  dieser  Erhitzung  gewesen. 

Bei  dem  Zustande  des  Krystalles,  wie  er  nach  der  eben  er- 
wähnten Erhitzung  bis  80®  C.  bestand,  sind  die  in  Fig.  9  A  eingetrage- 
nen Beobachtungen  ausgeführt  worden.  Die  Flächen  1 ,  4  und  5  sind 
10  Minuten,  die  Flächen  3  und  6  11  Minuten  und  die  Fläche  2 
12  Minuten  dem  Tageslichte  ausgesetzt  gewesen.  Ich  erinnere  daran, 
dass  bei  der  obigen  Erhitzung  nur  die  obere  Fläche  1  frei  die  Luft 
berührte,  während  die  übrigen  Flächen  von  Kupferfeilichl  bedeckt 
waren. 

In  Bezug  auf  die  thermoelektrischen  Vorgänge  ist  nur  die  Fläche  1 
nach  der  Erhitzung  bis  80**  C.   untersucht  worden;   die  bei  der  Ab- 
kühlung nach  dieser  Erhitzung  beobachteten  Spannungen   sind,   wie 
bereits  erwähnt,  in  Fig.  9  B  eingetragen  worden. 

Krystall  No.  10.    Fig.  10  A  und  10  B.  Taf.  11. 

Der  Fig.  10  abgebildete  Krystall  besteht  hauptsächlich  aus  drei 
verwachsenen  Individuen;  die  Masse  derselben  ist  hellgrün  gefärbt, 
ziemlich  klar  und  durchsichtig.  An  dem  in  der  Fig.  1 0  als  Hauptkry- 
stall  behandelten  Individuum  sind  etwas  grössere  Theile  der  Würfel- 
nächen  1  ,  4  und  5  sichtbar ,  während  von  der  Fläche  6  nur  ein 
äusserst  geringer  Rest  vorhanden  ist.  Alle  übrigen  Begrenzungen,  so- 
weit sie  nicht  Flächen  der  anderen  beiden  Individuen  sind,  werden 
von  Bruchflächen  gebildet. 

Da  der  Krystall  zum  grössten  Theile  von  Bruchflächen  begrenzt 
wird,  und  auch  von  den  Flächen  4  und  5  blos  die  Ränder  erscheinen, 
so  waltet  auf  seiner  Oberfläche  nach  dem  Belichten  (Fig.  10  A)  die 
positive ,  und  nach  dem  Erkalten  (Fig.  1 0  B)  die  negative  Polarität 
vor.  Nur  auf  der  Würfelfläche  1  erscheint  nach  dem  Belichten  die 
negative  und  nach  dem  Erkalten  die  positive  Spannung;  dagegen 
tritt  auf  dem  rechts  von  dieser  Fläche  liegenden  angeschlagenen 
Durchgange  des  zweiten  Individuums  nach  der  Belichtung  die  posi- 
tive Elektricität  auf.     Auf  der  an  die  Stelle  der  Würfelfläche  3  ge- 

Abhandl.  d.  K.  S.  aesellsoli.  d.  Wissenscb.  XX.  17  - 
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tretenen  ßruchnache  ist  die  Substanz  nur  weisslichgrün  und  ausser- 
dem liegt  in  der  Mitte  der  Bruchflache  noch  eine  kleine  Bleiglaaz- 
masse ;  dies  erklärt  die  daselbst  beobachtete  geringe  Störke  der  Elek- 
tricitdt. 

Die  früher  an  den  Krystallen  No.  i  und  5  über  die  elektrischeo 
Vorgänge  bei  steigender  Temperatur  angestellten  Versuche  bezogen 
sich  nur  auf  Kryslallflächen ;  es  schien  mir  nöthig,  durch  die  Beob- 
achtung den  Beweis  zu  liefern,  dass  die  Bruchflächen  ebenfalls  das 
entsprechende  Verhalten  zeigen,  ich  wählte  zu  einer  solchen  die 
Fläche  2  des  vorhegenden  Krystalles,  die  sich  durch  ihre  nicht  zu 
geringe  elektrische  Erregung  empfahl. 

Der  Krystall  wurde  auf  dem  kleinen  neben  dem  Elektrometer 
befindlichen  Ofen  (S.  211)  so  in  Kupferfeilicht  eingesetzt,  dass  nur 
die  Bruchfläche  2  frei  lag;  beim  Erhitzen  zeigte  die  Mitte  dieser 
Fläche  positive  Elektricität,  die  bis  -f-  1,5  Skth.  stieg  und  beim  Er- 
kalten in  die  negative  überging. 

Darauf  wurde  der  Krystall  in  eine  kupferne  Schale  in  Kupfer- 
feilicht eingesetzt,  so  dass  ebenfalls  die  Fläche  2  frei  blieb.  Als  nun 
diese  Schale  mit  dem  Krystall  3  Minuten  in  einem  bis  170®  C.  er- 
hitzten Ofen  gestanden  hatte,  zeigte  die  Mitte  der  Fläche  sogleich  nach 
dem  Herausnehmen  die  positive  Spannung  von  -f-  1  Skth. 

B.  Im  refleotirten  Lichte  violblau  erscheinende  Flassspäthe 
von  Weardale  and  Aiston  Moor. 

Die  im  reflectirten  Lichte  violblauen  Flussspathkrystalle  von  Wear- 
dale und  Alslon  Moor  erscheinen  im  durchgehenden  Lichte  grünlich 
gefärbt.  Diese  grünliche  Färbung  ist  meistens  nur  schwach  und  geht 
öfter  ins  Grauliche  über.  Bisweilen  wechseln  auch  grüne  Schichten 
mit  rothen  ab. 

Krystall  No.  11.    Fig.  11  A  und  11  B.    Taf.  II. 

Der  Krystall  No.  11  stammt  von  Aiston  Moor.  Die  im  reflec- 
tirten Lichte  violblaue  Färbung  seiner  Masse  ist  nicht  sehr  tief;  an 
den  verletzten  Stellen  auf  der  Fläche  4  erscheint  die  Farbe  sogar 
fast  weisslich ;  Flecken  von  weisslichem  Aussehen  umgeben  auch  den 
kleinen  auf  den  Flächen  1    und  4  eingewachsenen  Krystafl.   Im  durch- 
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gehenden  Lichte  erscheint  der  Krystall  grünlich.  Die  Fläche  1  ist 
fast  ganz  vollständig  vorhanden;  von  den  Flächen  2,  5  und  6  finden 
sich  grössere  gut  ausgebildete  Stücke;  dagegen  ist  von  der  Krystall- 
fläche  4  nur  ein  sehr  schraaler  Rest  zu  sehen,  und  der  übrige  Theil 
der  Fläche  4,  ebenso  wie  die  Fläche  3 ,  wird  von  Bruchflächen  ge- 
bildet. 

Die  nach  dem  Belichten  beobachteten  Spannungen  sind  in  die 
Zeichnung  IIA  und  die  nach  dem  Erkalten  gemessenen  in  die  Zeich- 
nung HB  eingetragen.  Bei  der  Belichtung  hatte  die  Fläche  1 
46  Minuten  und  die  Fläche  3  47  Minuten  in  trübem  Tageslichte  ge- 
standen ;  die  Fläche  2  hatte  sich  22  Minuten  lang  der  durch  Wolken 
bedeckten  Sonne  gegenüber  befunden ;  die  Fläche  5  war  20  Minuten 
und  die  Fläche  6  29  Minuten  dem  hellen  Tageslichte  ausgesetzt  ge- 
wesen. 

Die  Krystallflächen  erscheinen  nach  dem  Belichten  negativ,  nach 
dem  Erkalten  positiv;  die  Bruchflächen  zeigen  ein  entgegengesetztes 
Verhalten. 

Wir  haben  schon  früher  gesehen,  dass  auf  manchen  Bruchflächen 
nach  dem  Belichten  eine  starke  positive  Spannung  auftritt,  z.  B.  auf 
Fläche  2  des  Kryst.  No.  2,  auf  den  Flächen  2  und  3  des  Kryst.  No.  5, 
auf  Fläche  3  des  Kryst.  No.  8.  Auf  der  Fläche  3  des  vorliegenden 
Krystalles  No.  11  ist  die  positive  Elektricität  sogar  beträchtlich  grösser 
als  die  negative  auf  den  ausgebildeten  Krystallflächen,  und  doch  hatten 
die  Flächen  1  und  3  fast  gleich  lange  im  trüben  Tageslichte  ge- 
standen. 

Der  Krystall  sass  ursprünglich  mit  anderen  kleineren  Krystallen 
auf  einer  grösseren  Gesteinsmasse,  und  wurde  von  mir  losgebrochen, 
um  ihn  bequemer  auf  sein  photo-  und  Ihermoelektrisches  Verhalten 
prüfen  zu  können.  Die  als  Projeclion  der  Fläche  3  gezeichnete  Bruch- 
fläche ist  also  eine  frische  Fläche,  welche  zuvor  noch  nicht  dem 
Lichte  ausgesetzt  gewesen  war;  dagegen  könnten  die  eigentlichen 
Krystallflächen  allerdings  mehr  oder  weniger  Lichteinwirkungen  em- 
pfangen haben,  bevor  das  betrefl^ende  Handslück  von  mir  erworben 
wurde,  und  dadurch  ihre  Empfindlichkeit  gegen  die  Belichtung  ver- 
ringert worden  sein.  Nach  vielen  Beziehungen  hin  würde  es  über- 
haupt grosses  Interesse  haben,  ganz   frisch   aus  der  Grube   entnom- 
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raene  und  vor  dem  Einflüsse  jedes  Lichtes  sorgfältig  geschützte  Fluss- 
spathkrystalle  zu  untersuchen. 

Krystall  No.  12.     Fig.  12  A  und  12  B.   Taf.  IL 

Der  von  Weardale  stammende  Krystall  No.  12  ist  derselbe,  welchen 
ich  in  meiner  vorlaufigen  Mittheilung  unter  No.  I  aufgeführt  habe.  Er 
besteht  wesentlich  aus  zwei  durchwachsenen  Individuen,  von  denen 
in  der  Zeichnung  das  eine  als  Hauptkrystall  behandelt  ist.  Die  Farbe 
ist  im  reflectirten  Lichte  ziemlich  tief  violblau,  nur  an  den  verbroche- 
nen Stellen  wird  sie  fast  weiss.  Im  durchgehenden  Lichte  erscheint 
der  mittlere  Thoil  grünlich ;  ihn  umgiebt  eine  röthliche  Schicht. 

Die  Würfelflächen  sind,  wie  bei  mehreren  der  früheren  Krystalle, 
durch  sehr  ungleich  grosse  Flächen  eines  sehr  stumpfen  Pyramiden- 
würfels ersetzt;  auf  den  Kanten  liegen  sehr  schmale  Flächen  eines 
weniger  stumpfen  Pyramidenwürfels. 

Die  Fläche  1  ist  fast  ganz  vorhanden;  massig  grosse  Theile  er- 
scheinen von  den  Flächen  4  imd  5;  von  der  Fläche  2  ist  nur  ein 
kleiner  Theil  übrig;  an  die  Stelle  des  grössten  Theiles  dieser  Fläche, 
sowie  an  die  Steile  der  Flächen  3  und  6  sind  Bruchflächen  getreten. 

Auf  der  Fläche  1  dieses  Krystalles  wurde  zuerst  von  mir,  nach- 
dem der  Krystall  bis  1 00^  erhitzt  und  dann  erkaltet  war,  eine  posi- 
tive Spannung  von  -f-  2  Skth.  wahrgenommen.  Gestützt  auf  diese 
Beobachtung  und  auf  die  im  Eingange  dieser  Abhandlung  dargelegten 
Betrachtungen  versuchte  ich  dann  die  Wirkung  des  Sonnenlichtes  und 
erhielt  in  der  That  sehr  beträchtliche  elektrische  Spannungen.  In 
der  Mitte  der  Fläche  1  stieg  die  negative  Spannung,  nachdem  der 
Krystall  einige  Zeit  dem  Sonnenlichte  ausgesetzt  gewesen,  bis  —23 
Skth.  Am  folgenden  Tage  wurde  der  zuvor  uneleklrisch  gemachte 
Krystall  von  Neuem  dem  Lichte  der  etwas  verschleierten  Sonne  aus- 
gesetzt, und  von  Zeit  zu  Zeit  die  elektrische  Spannung  auf  den  ver- 
schiedenen Punkten  der  Fläche  1  gemessen.  Diese  Spannungen  wuch- 
sen mit  der  Dauer  der  Bestrahlung,  und  das  Verhältniss  der  auf  den 
verschiedenen  Punkten  gemessenen  Spannungen  blieb  nahe  dasselbe. 
Nach  i{  Stunde  hatte  sich  die  Fig.  12  A'  dargesteüte  elektrische  Ver- 
theilung  auf  der  Fläche  ausgebildet.  Als  unmittelbar  darauf  die  in 
diesem  Zustande  befindliche  Fläche  noch  einer  kurzen  Bestrahlung 
durch  das  mittelst  einer  kleineren  Linse  concentrirte  Sonnenlicht  aus- 
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gesetzt  wurde,  zeigten  die  elektrischen  Spannungen  die  in  Fig.  1 2  A" 
eingetragenen  Grössen. 

Nachdem  bisher  ausschliesshch  das  Sonnenlicht  zur  Erregung  der 
elektrischen  Spannungen  verwandt  worden,  versuchte  ich  am  dritten 
Tage  die  Wirkung  des  zerstreuten  Tageslichtes;  ich  Hess  den  Krystall 
2  Stunden  in  demselben  (geschützt  gegen  die  Stiahlen  der  Sonne) 
stehen  und  fand  dann  die  in  Fig.  \2  A"'  eingetragenen  Werthe. 

Am  vierten  Tage  wünschte  ich  die  starke  elektrische  Spannung, 
wie  ich  sie  an  den  vorhergehenden  Tagen  bereits  durch  das  Sonnen- 
licht erhalten  hatte,  noch  weiter  zu  erhöhen,  und  setzte  die  Fläche  1 
30  Minuten  lang  den  Strahlen  des  durch  eine  ziemlich  grosse  Linse 
concentrirten  Sonnenlichtes  aus.  Die  kleine  kupferne  Schale,  in  wel- 
cher der  Krystall  in  Kupferfeilicht  eingebettet  lag,  war  dabei  so  heiss 
geworden,  dass  ich  sie  kaum  mit  der  Hand  halten  konnte.  Bei  der 
Prüfung  nach  dieser  Bestrahlung  zeigte  der  Krystall  fast  gar  keine 
elektrische  Spannung  mehr;  die  durch  die  Belichtung  noch  erzeugte 
schwache  negative  Spannung  wurde  durch  die  infolge  der  Abkühlung 
des  Krystalles  entstehende  positive  neutralisirt. 

Der  Krystall  war  an  den  vorhergehenden  Tagen  gewöhnlich  nach 
dem  Belichten  bis  100"  erhitzt  und  längere  Zeit  auf  dieser  Tempe- 
ratur erhalten  worden,  ohne  dass  eine  merklich  schwächende  Wir- 
kung auf  die  Entstehung  der  Elektricität  durch  Belichtung  wahrge- 
nommen wurde.  Die  in  dem  vorhergehenden  Versuche  mit  concen- 
centrirtem  Sonnenlichte  erfolgte  ungemein  grosse  Schwächung  der 
photoelektrischen  Eigenschaft  konnte  also  nicht  durch  die  infolge  der 
starken  Bestrahlung  entstandene  Erhöhung  der  Temperatur  hervor- 
gerufen worden  sein,  sie  musste  eine  Folge  der  Einwirkung  der  leuch- 
tenden und  der  chemisch  wirkenden  Strahlen  sein.  Auch  die  oben 
S.  244  und  247  mitgetheilten  Versuche  mit  den  Krystallen  No.  7  und 
No.  8  beweisen,  dass  selbst  eine  Temperatur  von  i  70"  die  photoelek- 
trische Erregung  nicht  schwächt,  sondern  sie  vielmehr  erhöht. 

Seit  jener  Zeit  habe  ich  die  Fläche  1  des  vorliegenden  Krystalles 
wiederholt  geprüft  und  dieselbe  mannichfachen  Behandlungen  ausge- 
setzt; es  ist  mir  aber  bis  jetzt  durch  kein  Mittel  gelungen,  die  frühere, 
für  einen  violblauen  Krystall  ausserordentlich  hohe  photoelektrische 
Erregbarkeit  wieder  herzustellen. 

In    Fig.  12  A    sind    in    die   Zeichnung    der    Fläche  1    diejenigen 
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Werthe  eingetragen,  wie  sie  bei  dem  infolge  der  vorher  erwähnten 
Behandlung  eingetretenen  Zustande  der  Krystallfläche  nach  48  Minuten 
langem  Aussetzen  an  das  Tageslicht  gefunden  wurden^).  Ais  un- 
mittelbar darauf  die  Fläche  1  in  diesem  Zustande  noch  10  Minuten 
lang  den  directen  Strahlen  der  Sonne  ausgesetzt  wurde,  stiegen  die 
negativen  Spannungen  noch  etwas;  die  nach  dieser  Bestrahtung  ge- 
messenen Werthe  sind  in  Fig.  A^^  eingezeichnet  worden.  Man  sieht, 
dass  trotz  der  gegenwärtig  viel  grösseren  Empfindlichkeit  des  Elek- 
trometers keine  elektrischen  Spannungen  von  dem  Betrage  der  früher 
(Fig.  1 2  A'  und  A")  beobachteten  erhalten  werden  konnt43n. 

Ja  selbst  durch  eine  Bestrahlung  mittelst  des  elektrischen  Lichtes 
liess  sich  die  frühere  Intensität  der  elektrischen  Spannungen  nicht  wieder 
hervorrufen.  Als  die  Fläche  1  den  Strahlen  dieses  Lichtes  4  Minuten 
lang  ausgesetzt  wurde,  fanden  sich  bei  hoher  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  nur  die  in  Fig.  12  A^  verzeichneten  Werthe. 

Die  in  Fig.  1 2  A  eingetragenen  photoelektrischen  Beobachtungen 
sind  nach  dem  Aussetzen  des  Krystalles  an  das  Tageslicht  leider  bei 
sehr  verschiedenen  Zuständen  desselben  und  nach  verschiedener  Dauer 
gemacht  worden.  Die  Fläche  1  hatte  48  Minuten,  die  Fläche  5 
33  Minuten,  die  Fläche  2  25  Minuten,  die  Fläche  3  33  Minuten,  die 
Fläche  4  38  Minuten  und  die  Fläche  6  36  Minuten  lang  im  Tageslicht 
gestanden,  das  aber  bei  Fläche  4  und  6  sehr  trübe  war. 

Die  positive  Spannung,  welche  bei  anderen  Krystallen  meist 
durch  die  Belichtung  gerade  auf  den  Bruchflächen  in  ziemlicher  Stärke 
auftritt,  erscheint  auf  den  Bruchflächen  3  und  6  dieses  Krystalles 
nur  schwach ;  es  hat  dies  seinen  Grund  in  dem  Umstände,  dass,  wie 
schon  oben  hervorgehoben,  diese  Bruchflächen  fast  weisslich  erschei- 
nen, also  des  Farbstoffes  entbehren. 

Da  bei  der  Entstehung  der  Elektricität  auf  der  Oberfläche  der 
Flussspathkrystalle  der  Farbstoff*  eine  wichtige  Rolle  spielt,  so  ver- 
suchte ich  schliesslich,  ob  sich  die  auf  der  Fläche  1  des  vorliegenden 
Krystalles  früher  beobachtete  hohe  Erregbarkeit  durch  Einlegen  in 
eine  fluorescirende  Flüssigkeit  wiederherstellen  würde.  Nun  zeigen 
aber  die  Flächen  der  Flussspäthe  ein  eigenthümliches  Verhalten  g^en 


*)  Die  in  Fig.  \t  A  (Fräche  t)  eingetragenen  Werthe  sind  bei  einer  viel 
höheren  Empfindlicbi^eit  des  Eiektronieters  erhalten  worden,  als  die  in  Fig.  i  t  A*^ 
eingeschriebenen. 
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Wasser;  sie  werden  von  demselben  nicht  benetzt*).  Selbst  wenn 
man  die  Fläche  mit  einer  concentrirlen  Lösung  von  kohlensaurem 
Natron,  welche  dieselbe  benetzt,  behandelt  hat,  so  hört  nach  dem 
Abspülen  dieser  Lösung  mit  Wasser  sofort  die  Benetzbarkeit  durch 
letzteres  auf.  Alkohol  und  käufliches  Benzol  benetzen  jedoch  die 
JFlächen. 

Von  Herrn  Dr.  Sachsse  hatte  ich  eine  Lösung  von  Chlorophyll 
in  käuflichem  Benzol  erhalten ;  in  dieser  Hess  ich  1 4  Tage  den  Kry- 
stall  No.  12  Hegen.  Bei  der  Unsicherheit  der  Abschätzung  der  Licht- 
wirkung vermag  ich  aber  nur  zu  constatiren ,  dass  nach  dieser  Be- 
handlung wesentliche  Aenderungen  in  dem  Grade  der  Erregbarkeit 
durch  das  Licht  auf  der  Fläche  i   nicht  beobachtet  werden  konnten. 

Die  Versuche  an  dem  Krystall  No.  7  und  No.  9  haben  darauf 
hingewiesen,  dass  bei  einer  Erhitzung  bis  1 70*^  C.  nur  die  frei  an  der 
Lufl  liegende  Fläche  eine  wesentliche  Erhöhung  ihrer  Erregbarkeit 
durch  das  Licht  gewann,  dagegen  die  bedeckten  Flächen  eine  gleich 
starke  Erhöhung  derselben  nicht  erfahren  hatten.  Um  nun  die  Ver- 
hältnisse noch  weiter  zu  ändern,  hüllte  ich  den  Krystall  No.  12  voll- 
ständig (also  ringsum)  in  Kupferfeilicht  ein  und  erhitzte  ihn  so  bis 
180®.  Nach  dem  Erkalten  fand  sich  die  Erregbarkeit  noch  weiter  ge- 
schwächt. 

Der  Krystall  ward  jetzt  wieder  9  Tage  in  die  obenerwähnte 
Chlorophylllösung  gelegt;  die  Fläche  1  erschien  aber  selbst  nach  einer 
40  Minuten  langen  Bestrahlung  durch  die  Sonne  unelektrisch. 

Der  Krystall  wurde  dann,  wie  gewöhnlich,  in  Kupferfeilicht  ein- 
gesetzt, so  dass  die  Fläche  1  frei  blieb,  und  bis  195^  C.  erhitzt.  Nach 
dem  Erkalten  zeigte  die  Mitte  der  Fläche  die  Spannung  -}-  1,2.  Dar- 
auf stellte  ich  den  Krystall  18  Minuten  der  Sonne,  die  aber  von 
Wolken  bedeckt  war,  gegenüber  und  fand  dann  die  in  Fig.  12  A^^ 
eingetragenen  Spannungen.    Die  Erhitzung  der  freiliegenden  Fläche  1 

hatte  also  wieder  eine  massige  Erregbarkeit  auf  derselben  hervor- 
gerufen. 

Die  in  Fig.  12  B  eingetragenen  Beobachtungen  sind  nach  einem 

Erkalten  ausgeführt  worden,  welchem   eine  zur  vollständigen  Durch- 


*)  Mit  diesem  Umstände  hängt  wohl  auch  die   ganz   ausgezeichnete  Isolation 
des  Flussspathes  zusammen. 
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dringuDg  des  Kryslalles  ausreichend  lange  Erhitzung  bis  1 00*^  vorher- 
gegangen war. 

Krystall  No.  13.    Fig.  ISA  und  13  B.    Taf.  11. 

Der  aus  zwei  durchwachsenen  Individuen  bestehende  Krystall 
No.  13  gleicht  in  der  Beschaffenheit  seiner  Krystallfllichen  dem  Kry- 
stall No.  1 1  und  stammt  ebenso  wie  dieser  von  Aiston  Moor.  Wäh- 
rend er  im  reflectirten  Lichte  eine  ziemlich  dunkelblauviolette  Farbe 
zeigt,  erscheint  er  im  durchgehenden  Lichte  im  Allgemeinen  grau- 
grünlich; jedoch  liegt  ungefähr  3""  unterhalb  der  Fläche  1  und  zwar 
mit  ihr  parallel  eine  schön  grüngefärble  Schicht,  durch  deren  Mitte 
sich,  ebenfalls  parallel  zur  Flache  1,  ein  dunklerer  Streifen  hindurch- 
zieht. Oberhalb  dieser  grünen  Schicht,  nach  der  Fläche  1  hin,  sieht 
die  Substanz  des  Krystalles  röthlich  aus. 

Die  Fläche  1  des  als  Hauptkrystall  betrachteten  Individuums  ist 
ziemlich  vollständig  vorhanden;  von  den  Flächen  2,  4  und  5  finden 
sich  grössere  Theile,  von  der  Fläche  6  nur  ein  geringer  Rest;  die 
an  Stelle  der  Fläche  3  gezeichnete  Projection  stellt  eine  Bruchfläche 
dar,  welche  von  der  Substanz  des  zweiten  Individuums  gebildet  wird. 
Von  diesem  zweiten  Individuum  sind  drei  KrystallHächen  zum  Theil 
vorhanden;  die  grösste  derselben  ist  die  mit  a  bezeichnete  Fläche, 
welche  infolge  ihrer  Lage  gleichzeitig  in  den  Projectionen  der  Flä- 
chen 4  und  5  sichtbar  wird. 

Fig.  1 3  A  stellt  die  elektrischen  Spannungen  nach  der  Belich- 
tung und  Fig.  1 3  B  bei  der  Erkaltung  dar. 

Die  nach  der  Belichtung  auftretenden  Spannungen  erreichen  auf 
den  Flächen  1,  2  und  3  eine  ziemliche  Stärke.  Die  in  die  Zeich- 
nung der  Fläche  1  aufgenommenen  Spannungen  wurden  beobachtet, 
nachdem  die  Fläche  1  20  Minuten  lang  im  Tageslichte  gestanden  hatte. 
Die  Fläche  2  war  25  Minuten  und  vielleicht  eben  so  lange  auch  die 
Fläche  3  dem  trüben  Lichte  eines  mit  grauen  Schneewolken  bedeck- 
ten Himmels,  das  aber  zeitweise  durch  etwas  schwachen  Sonnen- 
schein unterbrochen  wurde,  ausgesetzt  gewesen. 

Die  beim  Erkalten  beobachteten  elektrischen  Spannungen  zeigen 
nur  eine  geringe  Stärke. 
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Krystall  No.    14.     Fig.  14  A  und  14  B.    Taf.  11. 

Der  Krystall  No.  1 4  slimmt  in  deo  ao  ihm  auftretenden  Krystall- 
formen  mit  den  vorhergehenden  überein;  er  besteht  hauptsächlich  aus 
zwei  grösseren  durchwachsenen  Individuen,  an  welche  sich  auf  den 
unteren  Theilen   zahlreiche   kleine  Flussspathwürfel   angesetzt   haben. 

Von  dem  in  den  Zeichnungen  Fig.  1 4  A  und  B  vorzugsweise 
abgebildeten  Hauptkrystalle  sind  grössere  Theile  der  Krystallflächen 
4  und  5,  und  kleinere  Theile  der  Flächen  1,  2  und  3  vorhanden. 
An  Stelle  der  Fläche  6  finden  sich  kleine  aufgewachsene  Krystalle 
und  Bruchflächen  derselben,  weshalb  dieselbe  in  die  Zeichnungen 
gar  nicht  aufgenommen  worden  ist. 

Auf  den  Flächen  3,  4  und  5  tritt  die  Photoelektricität  in  ziem- 
licher Stärke  auf.  Auf  der  Fläche  1  erscheint  beim  Erkalten  (Fig.  1 4  B) 
nur  negative  Elektricität ;  nach  dem  Belichten  wurde  dem  entspre- 
chend entweder  auch  blos  positive  Spannung,  oder  unter  etwas  ab- 
geänderten Verhältnissen  die  in  Fig.  1 4  A  eingetragene  Vertheilung, 
bei  welcher  nur  der  Rand  positiv  erscheint,  beobachtet.  Aus  diesen 
Beobachtungen  ergiebt  sich,  dass  die  beim  Erkalten  auf  Fläche  1 
auftretende  negative  Spannung  nur  die  dem  Rande  angehörige  ist; 
dies  wird  auch  durch  den  Umstand  bekräftigt,  dass  diese  negative 
Spannung  nach  unten  hin  nicht  so  stark  zunimmt,  wie  dieses  statt- 
haben würde,  wenn  die  negative  Elektricität  der  Mitte  der  Fläche  1 
und  nicht  blos  ihrem  Rande  entspräche. 

Krystall  No.  15.     Fig.  15  A  und  15  B.    Taf.  III. 

Der  aus  Weardale  stammende  Krystall  gehört  der  Freiberger 
Sammlung  und  besteht  vorzugsweise  aus  zwei  durchwachsenen  In- 
dividuen, von  denen  das  grössere,  in  seinen  Flächen  am  meisten  aus- 
gebildete, in  Fig.  1 5  A  und  B  dargestellt  ist. 

Im  reflectirten  Lichte  zeigt  der  Krystall  keine  sehr  tief  violblaue 
Färbung;  im  durchgehenden  Lichte,  das  jedoch  nur  an  einigen  klei- 
nen Stellen  beobachtet  werden  kann,  erscheint  die  Substanz  im  All- 
gemeinen schwach  graulich,  nach  aussen  hin  umgeben  von  einer 
röthlichen  Schicht. 

Die  Fläche  1   ist  vollständig  vorhanden;  von  den  Flächen  4,  5 
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und  6  finden  sich  grössere  Stücke.  Von  der.  Flache  2  ist  allerdings 
ein  grosser  Theil  vorhanden,  jedoch  mit  kleinen  Krystallen  von  Blei- 
glanz belegt.  Die  Stelle  der  Fläche  3  wird  von  Durchgangs-  uod 
Bruchflächen  eingenommen;  nur  unten  rechts  erscheint  der  Rest  einer 
Würfelfläche,  welche  einer  Fortsetzung  des  grösseren  Hauptkrystalles 
oder  einem  kleineren  mit  ihm  in  paralleler  Stellung  befindlichen 
angehört. 

Fig.  i  5  A  stellt  die  nach  der  Belichtung,  Fig.  i  5  B  die  bei  Er- 
kaltung beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Auf  der  sehr  vollkommen  ausgebildeten  und  auch  vollständig 
vorhandenen  Fläche  1  konnte  auffälliger  Weise  weder  durch  das 
Tageslicht  noch  durch  das  directe  Sonnenlicht,  selbst  als  diese  Fläche 
42  Minuten  lang  in  schwachem  Sonnenschein  gestanden  hatt«,  eine 
wahrnehmbare  Spur  von  Elektricität  erzeugt  werden;  erst  durch  die 
starke  Strahlung  des  elektrischen  Kohlenlichtes,  das  durch  eine  40"" 
dicke  Schicht  einer  Alaunlösung  gegangen  war,  entstand  eine  schwache 
negative  Spannung;  nach  1  Minute  langer  Bestrahlung  durch  dieses 
Licht  zeigte  die  Mitte  der  Fläche  —  1,3;  nach  einer  7  Miauten 
langen  gleichen  Bestrahlung  war  die  Spannung  daselbst  nur  bis 
—  2  Skth.  gestiegen.  Die  nach  dieser  letzten  Bestrahlung  auf  ver- 
schiedenen Punkten  der  Fläche  1  beobachteten  Ausschläge  des  Elek- 
trometers habe  ich  in  Fig.  15  A'  eingetragen. 

Während  nun  diese  Fläche  i  in  dem  vorliegenden  Zustande 
gegen  das  Sonnen-  und  Tageslicht  gar  nicht  empfindlich  war,  zeigte 
sie,  wie  die  in  Fig.  15  B  eingetragenen  Zahlenwerthe  darthun,  bei 
dem  Erkalten,  welches  einer  bis  100®  gesteigerten  Erhitzung  folgte, 
elektrische  Spannungen  in  einer  Grösse,  welche  den  auf  den  übri- 
gen violblauen  Krystallen  beobachteten  Spannungen  gleichkommen. 

Da  der  Krystall  überhaupt  nur  schwach  durch  das  Licht  elek- 
trisch erregt  wurde,  habe  ich  seine  Flächen  dem  directen  Sonnen- 
lichte aussetzen  müssen.  Auf  den  Flächen  3,  5  und  6  wurde  in- 
folge dieser  Bestrahlung  eine  elektrische  Vertheilung  beobachtet,  wie 
solche  Fig.  15  A  nachweist.  Auf  der  Fläche  4  konnten  elektrische 
Spannungen  mit  Sicherheit  nicht  ermittelt  werden;  dagegen  traten 
auf  dieser  Fläche  4,  ebenso  wie  auf  der  Fläche  1,  nach  dem  Er- 
kalten die  therraoelektrischen  Spannungen  in  der  gewöhnlichen  Grösse 
auf.      Meistentheils    übertreffen    die    thermoelektrischen    Spannungen 
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(Fig.   15  B)    die   durch    das  Soopenlicht  erzeugten  photoelektrischen 
(Fig.  15A). 

Auffallig  ist  das  thermoelektrische  Yerballen  der  Fläche  4 ;  nicht 
nur  die  der  Flache  1  anliegenden  Theile  dieser  Flache  4,  sondern 
auch  die  weiter  links  liegende  Flache  einer  heraustretenden  Verlänge- 
rung des  Hauptkrystalles  (oder  eines  andern  mit  ihm  parallel  liegen- 
den Individuums),  sowie  die  dazwischen  liegende  Flache  eines  zwei- 
ten Flussspathkrystalles  zeigen  beim  Erkalten  negative  Spannung  von 
einer  ziemlichen  Starke ;  und  es  trat  diese  Verlheilung  bei  oft  wieder- 
hotten Versuchen  hervor. 

Auf  der  Flache  2  konnten  wegen  ihrer  Bedeckung  mit  kleinen 
Bleiglanzkrystallen  photoelektrische  und  thermoelektrische  Beobach- 
tungen nicht  ausgeführt  werden. 

Die  Nichterregbarkeit  der  so  vollkommen  ausgebildeten  Flache  1 
durch  das  Sonnenlicht  rief  die  Frage  hervor,  ob  diese  schöne  Flache 
des  immerhin  ziemlich  violblauen  gefärbten  Krystalles  überhaupt  von 
Ursprung  an  keine  photoelektrische  Eigenschaft  besessen,  oder  ob 
sie  dieselbe  erst  durch  längeres  Aussetzen  an  das  Licht,  oder  durch 
andere  Umstände  verloren  habe.  Allerdings  zeigen  die  übrigen 
Krystallflächen  auch  nur  eine  sehr  massige  elektrische  Spannung, 
welcher  Umstand  wohl  zu  der  Ansicht  führen  könnte,  dass  der  Kry- 
stall  trotz  seiner  violblauen  Färbung  jene  Eigenschaft  auf  der  Flache  1 
nur  in  sehr  geringem  Grade  besessen  habe.  Der  Umstand  jedoch, 
dass  die  stärkste  photoelektrische  Spannung  (-[-  3)  auf  der  Flache  6 
gerade  auf  einer  Stelle  beobachtet  wird,  wo  ein  Durchgang  hervor- 
tritt, der  möglicher  Weise  erst  spater  angeschlagen  worden  sein  kann 
und  seine  Erregbarkeit  also  noch  langer  behalten  hat,  dürfte  wohl 
auf  eine  früher  vorhanden  gewesene  stärkere  photoelektrische  Erreg- 
barkeit der  Krystallflache  \  hinweisen.  Dabei  bleibt  aber  freilich  un- 
erklärt, durch  welche  Einflüsse  die  Flache  1  die  Eigenschaft,  durch 
die  Bestrahlung  mittelst  des  Sonnenlichtes  elektrisch  zu  werden,  so 
vollständig  eingebüsst  hat;  denn  das  wiederholte  Bestrahlen  der  Flache  4 
des  Krystalls  No.  1 2,  sowie  eine  noch  viel  stärkere  und  langer  dauernde 
Behchtung  des  nächstfolgenden  Bruchstückes  eines  violblauen  Fluss- 
spathkrystalles No.  \  6  hat  jene  Eigenschaft  zwar  sehr  zu  vemngern, 
jedoch  nicht  völlig  zu  vernichten  vermocht. 

Nachdem   ich   dann  aber  gefunden,   dass  durch  eine  Erhöhung 
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der  Temperatur  bis  170®  C.  die  photoelektrische  Eigenschaft  der 
Flussspathkrystalle  erhöht  werden  konnte^  setzte  ich  auch  den  vor- 
hegenden Krystall  No.  15  drei  Viertelstunden  lang  einer  Temperatur 
von  1 80®  C.  aus.  Der  Krystall  war  dabei  so  in  das  Kupferreilicht 
eingehüllt,  dass  nur  die  Fläche  1    frei  blieb. 

Als  der  Krystall  1  Stunde  lang  im  Dunkeln  erkaltet,  beobachtete 
ich  auf  der  Fläche  1  die  Fig.  15'B'  dargestellte  thermoelektrische 
Vertheilung.  Die  bei  dem  Erkalten  jetzt  hervortretende  Spannung 
war  grösser,  als  die  früher  nach  dem  Erhitzen  bis  100®  beobachtete 
und  in  Fig.  15  B  eingetragene. 

Darauf  wurde  die  völlig  unelektrische  Krystallfläche  1  1 7  Mi- 
nuten lang  dem  Sonnenlichte  ausgesetzt,  und  entsprechend  meiner 
Erwartung  zeigte  jetzt  die  Fläche  1 ,  welche  früher  selbst  nach  einer 
42  Minuten  dauernden  Bestrahlung  durch  schwaches  Sonnenlicht 
nicht  die  geringsten  Anzeichen  von  Elektricität  gegeben  halte,  nicht 
unbeträchtliche  elektrische  Spannungen.  Dieselben  sind  in  Fig.  15  A" 
eingetragen  worden.  Ja  selbst  das  blosse  Tageslicht  rief  jetzt,  wenn 
auch  nur  schwache  Photoelektricität  hervor.  Als  die  uneleklrisch 
gemachte  Fläche  1  dem  zerstreuten  Tageslichte  I  Stunde  50  Minuten 
lang  ausgesetzt  worden,  erhielt  ich  auf  derselben  die  in  Fig.  15A'" 
eingeschriebenen  Spannungen. 

Darauf  wurde  der  Krystall  von  Neuem  während  des  Zeitraumes 
von  einer  Stunde  einer  Temperatur  von  180®  ausgesetzt.  Als  dann 
der  abgekühlte  und  unelektrisch  gemachte  Krystall  abermals  17  Mi- 
nuten ins  Sonnenlicht  gestellt  wurde,  zeigte  die  Fläche  1  wieder 
nahe  dieselben  elektrischen  Spannungen,  die  ich  nach  dem  ersten 
starken  Erhitzen  beobachtet  hatte ;  die  Mitte  derselben  besass  ebenso 
wie  in  Fig.  1 5  A"  die  Spannung  von  —  3  Skth. 

Durch  diese  Versuche  dürfte  die  Ansicht,  dass  die  Fläche  1  des 
Krystalles  No.  15  ursprünglich  eine,  wenn  auch  vielleicht'' nicht  grosse, 
photoelektrische  Erregbarkeit  besessen  habe,  eine  weitere  Stütze 
erhalten. 

Krystall  No.  16.     Fig.  16  A  und  16  B.    Taf.  U. 

Das  kleine,  ziemlich  stark  sapphirblau  fluorescirende  Bruchstück 
No.  1 6  stammt  von  Aiston  Moor ;  es  ist  mit  Ausnahme  zweier  Seilen, 
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welche  Reste  von  Kryslallflächen  zeigen,  von  sehr  unebenen  Bruch- 
flächen begrenzt;  in  Fig.  16  A  und  B  bilde  ich  nur  den  grösseren 
Rest  der  einen  Krystallflache  ab. 

Das  vorhegende  Krystallbruchstilck  ist  zahlreichen  Prüfungen 
unterworfen  worden ;  namenthch  ist  es  dem  einfachen  und  den  durch 
Linsen  concentrirten  Sonnenlichte  ausgesetzt  worden,  um  nachzu- 
weisen, dass  auch  bei  ihm,  ebenso  wie  bei  dem  Krystall  No.  12  durch 
starke  Belichtung  die  photoelektrische  Erregbarkeit  geschwächt  wird. 

Die  Fläche  1  hatte  9  Minuten  in  dem  SonnenHchte  gestanden 
und  zeigte  die  in  Fig.  16  A  eingetragene  elektrische  Vertheilung.  In 
diesem  Zustande  noch  fernere  13  Minuten  ins  Sonnenlicht  gestellt 
gab  sie  die  Fig.  16  A'  eingetragenen  Spannungen. 

Am  anderen  Tage  wurde  die  Flache  I  im  Ganzen  40  Minuten 
dem  Sonnenlichte  ausgesetzt  und  dabei  anfangs  von  2  zu  2,  später 
von  4  zu  4  Minuten  die  elektrischen  Spannungen  gemessen.  Diesel- 
ben stiegen  allmählich,  und  nach  40  Minuten  wurde  in  der  Mitte 
ein  Ausschlag  von  —  12  Skth.  beobachtet. 

Nachdem  die  Fläche  1  dann  noch  mehrere  Stunden  von  den 
Strahlen  der  Sonne  beschienen  worden,  gab  sie  nicht  mehr  so  grosse 
Ausschläge  wie  früher;  noch  mehr  geschwächt  wurde  aber  ihre  Er- 
regbarkeit, als  sie  dem  durch  eine  grosse  Linse  concentrirten  Sonnen- 
lichte längere  Zeit  ausgesetzt  gewesen  war.  Jetzt  erzeugte  ein  mehr 
als  anderthalb  Stunden  langes  Bestrahlen  durch  die  Sonne,  die  je- 
doch etwas  verschleiert  war,  in  der  Mitte  der  Fläche  nur  die  Span- 
nung —  2,6,  und  selbst  ein  1  Minute  dauerndes  Bestrahlen  durch  das 
elektrische  Licht  brachte  nur  einen  Ausschlag  —  0,6  hervor. 

Eine  Erhitzung  bis  180^  erhöhte  auch  auf  der  in  dem  eben 
beschriebenen  Zustande  befindlichen  Krystallfläche  die  Erregbarkeit 
wieder.  Nach  dieser  Erhitzung  erzeugte  ein  Aussetzen  von  12  Mi- 
auten an  das  Tageslicht  in  der  Mitte  derselben  die  Spannung  von 
—  1,6;  nachdem  der  mit  dieser  Vertheilung  versehene  Krystall  noch 
weitere  7  Minuten  im  schwachen  Sonnenlichte  gestanden  hatte,  fand 
sich  in  der  Mitte  die  Spannung  —  3  Skth. 

Die  beim  Erkalten  nach  jener  Erhitzung  bis  180®  beobachtete 
Spannung  stellt  Fig.  1 6  B  dar. 
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0.  Blauer  Flassspath  von  Freiberg. 

Krystall  No.  17.     Fig.  17  A  und  17  B.    Taf.  III. 

Der  Güte  des  Herrn  Bergrath  Weisbach  verdanke  ich  die  schöne, 
der  Freiberger  Sammlung  gehörige,  aus  drei  würfelförmigen  Krystal- 
len  bestehende  Druse  No.  1 7  vom  Churprinz  bei  Freiberg.  Der  grössle 
der  drei  Kryslalle  ist  in  der  Abbildung  als  Hauptkrystall  behandelt. 
Einzelne  Flächen  der  anderen  Krystalle,  welche  in  zwei  Projectionen 
erscheinen,  sind  mit  denselben  Buchstaben  (a,  6,  c,  d)  bezeichnet 
worden. 

Die  Krystallflächen,  soweit  sie  frei  liegen,  sind  ausgebildet  vor- 
handen bis  auf  geringe  Theile,  an  welchen  eine  Anwachsung  stalt- 
gefunden hatte.  Die  Stellen,  welche  angewachsen  gewesen,  liegen 
1)  auf  der  von  den  Flächen  3,  4  und  6  des  Hauptkryslalles  gebil- 
deten Ecke,  2)  an  der  mit  «  bezeichnete  Ecke,  und  3)  auf  der  mit 
/?,  y,  d\  e  umschriebenen  Hälfte  der  Fläche  6. 

Die  Farbe  aller  drei  KrystaUindividuen  ist  eine  ziemlich  tiefblaue 
(entenblaue),  trägt  aber  einen  anderen  Charakter  als  bei  den  Kry- 
stallen  von  Aiston  Moor  und  Weardale.  Die  Substanz  der  Krystalle 
ist  nicht  durchsichtig,  vielmehr  meistens  so  trübe,  dass  sie  fast  un- 
durchsichtig wird  und  nur  an  reineren  Stellen  sich  durchscheinend 
zeigt.  Das  durchgehende  Licht  erscheint  hellblau,  während  das  re- 
flectirte  eine  viel  dunklerblaue  Nuance  darbietet.  Als  Krystallfonn  tritt 
nur  der  Würfel  ohne  irgend  eine  Spur  von  Pyramidenwürfeln  auf. 

Die  nach  dem  Belichten  erhaltenen  elektrischen  Vertheilungen 
sind  in  Fig.  17  A,  die  bei  dem  nach  einer  Erhitzung  bis  100*C. 
folgenden  Erkalten  beobachteten  in  Fig.  1 7  B  eingetragen  worden. 
Die  photoelektrische  Erregung  zeigt  auf  den  Flächen  1  und  2,  na: 
mentlicb  aber  auf  der  letzteren  eine  ziemliche  Stärke;  ebendies  gilt 
auch  von  der  thermoelektrischen  Spannung  auf  der  Fläche  2.  Die 
so  beträchtliche  Grösse  der  auf  dieser  Fläche  2  beobachteten  Aus- 
schläge des  Goldblättchens  im  Elektrometer  hat  übrigens  zum  Theil 
ihren  Grund  in  dem  Umstände,  dass  bei  der  Annäherung  der  Spitze 
des  Platindrahtes  an  die  Mitte  der  Fläche  2  die  Vertheilungswirkung 
der  auf  dieser  Fläche  vorhandenen  Elektricität  auf  jenen  Draht  durch 
die  Einwirkung  der  gleichnamigen  Elektricität  der  zwei  sich  von  der 
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Flache  2  erhebenden  Flächen  der  beiden  anderen  Kryslallindividuen 
unterstutzt  wird. 

Die  ausgebildeten  Krystallflächen  erscheinen  im  Allgemeinen 
negativ  nach  dem  Belichten,  positiv  nach  dem  Erkalten.  Positive 
Spannung  nach  dem  Belichten  und  negative  nach  dem  Erkalten  wurde 
an  dem  grösseren  Hauptkrystalle  nur  an  dem  freiliegenden  Theile  der 
Flache  3,  welcher  an  die  Anwachsungsstelle  (an  der  Ecke  3,  4,  6) 
grenzl ,  beobachtet.  Ebenso  zeigte  die  verbrochene  Hälfte  ß  y  d  e 
der  Flache  b  des  Krystalles  von  mittlerer  Grösse  nach  dem  Belichten 
positive  und  nach  dem  Erkalten  negative  Spannungen,  wahrend  die 
andere  als  Krystallfläche  ausgebildete  Hälfte  dieser  Flache  b  die  den 
übrigen  Krystallflachen  eigenthümliche  Polarität  besitzt,  die  jedoch 
nach  a  hin,  wo  ein  dritter  Ansatzpunkt  gelegen  hat,  auf  Null  her- 
absinkt. 

D.   Im  reflectirten  Lichte  schwach  bräunlichviolette  Flussspathkrystalle. 

Krystall  No.  18.    Fig.  18  A  und  18  B,  Taf.  III. 

Der  grosse  schöne  Krystall  stammt  von  Weardale  und  gehört  der 
Freiberger  Sammlung,  im  durchgehenden  Lichte  erscheint  er  im  All- 
gemeinen graulich  gefärbt  mit  einem  schwachen  braunlichen  Anfluge; 
bei  genauerer  Betrachtung  erkennt  man  zahlreiche  sehr  dünne,  ein- 
ander einhüllende,  theils  graulich,  theils  grünlich  und  röthlich  gefärbte 
Lagen.  Die  Oberflache,  welche  vollkommen  durchsichtig  ist,  macht 
bei  schief  einfallendem  Lichte  den  Eindruck,  als  wäre  sie  mit  einem 
undurchsichtigen  Hautchen  belegt.  Die  im  reflectirten  Tageslichte  er- 
scheinende Fluorescenzfarbe  ist  ein  Violett,  das  aber  hie  und  da  je 
nach  der  Stellung  des  Krystalles  und  der  Spiegelung  der  in  ihm  auf- 
tretenden Durchgangsflachen  ins  Weissliche  oder  Schmutzigbraunliche 
übergeht.  Im  elektrischen  Lichte  dagegen  fluorescirt  der  Krystall 
prachtig  sapphirblau. 

Die  ausgebildeten  Krystallflachen  werden  nur  von  reinen  Würfel- 
flachen gebildet;  sie  sind  nicht  sehr  glänzend,  erscheinen  vielmehr 
etwas  matt.  Mit  der  Loupe  erkennt  man  theils  kleine  rundliche  Ver- 
tiefungen, theils  Streifungen,  welche  auf  Durchschnitte  der  Würfel- 
flachen mit  einem  Pyramidenwürfel  und  einem  Achtundvierzigflachner 
hinweisen. 
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Auf  den  Flächen  5  und  3  findet  sich,  wie  die  Abbildung  zeigt, 
ein  anderer  grösserer  Krystall  eingewachsen.  Von  der  Krystallfläcbe  6 
ist  keine  Spur  vorhanden ;  an  ihre  Stelle  ist  theils  ein  unregelmässiger 
Bruch  getreten,  theils  liegt  daselbst  ein  Aggregat  kleinerer  Flussspath- 
krystalle.  In  die  Abbildung  ist  deshalb  die  Fläche  6  nicht  aufge- 
nommen worden. 

Als  der  Kryslall  ins  Tageslicht  und  selbst  in  die  directen  Strahlen 
der  Sonne  gestellt  wurde,  zeigte  er  auch  nach  längerer  Bestrahlung 
keine  photoelektrische  Spannung.  Dagegen  konnte  eine  solche  noch 
mittelst  einer  10  bis  15  Minuten  dauernden  Bestrahlung  durch  das 
elektrische  Kohlenlicht  erhalten  werden.  Um  bei  dieser  letzteren 
Belichtung  die  von  der  glühenden  Kohle  ausgesandten  Wärmestrahlen 
möglichst  zu  vernichten,  war  ein  mit  einer  Alaunlösung  gefülltes  paral- 
lelepipedisches  Gefäss  zwischen  den  Kryslall  und  die  Kohlenspilzen 
eingeschaltet  worden. 

Während  nun  der  Krystall  für  die  Einwirkung  des  Tages-  und 
des  directen  Sonnenlichtes  nicht  empfänglich  war,  vermochte  die  Er- 
wärmung bis  lOO^G.  nicht  unbeträchtliche  elektrische  Spannungen 
hervorzurufen. 

Fig.  1 8  A  stellt  die  nach  der  Bestrahlung  durch  das  elektrische 
Kohlenlicht,  und  Fig.  18  B  die  durch  das  einer  Erwärmung  bis  100® 
folgende  Erkalten  erzeugten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Dass  die  nach  der  Bestrahlung  durch  das  elektrische  Licht  be- 
obachteten elektrischen  Spannungen  in  der  That  durch  die  leuchten- 
den und  übervioletten  Strahlen  hervorgerufen  waren,  und  nicht  etwa 
einer  durch  jenes  Licht  bewirkten  Temperaturerhöhung  ihre  Entstehung 
verdanken,  Hess  sich  leicht  nachweisen.  Wäre  nämlich  die  negative 
Elektricität  nach  dem  Belichten  durch  die  Erwärmung  hervorgerufen 
worden,  so  hätte  nach  der  Hinwegnahme  derselben  mittelst  einer 
Alkoholflamme  durch  Stehen  und  Abkühlen  in  einem  dunkeln  Räume 
die  der  Erkaltung  entsprechende  positive  Spannung  auftreten  müssen. 
Dies  geschah  aber  nicht. 

Uebrigens  wird,  wie  nicht  anders  zu  erwarten,  in  der  That 
durch  die  Erwärmung  ebenso  wie  durch  die  Bestrahlung  mit  dem 
elektrischen  Lichte  negative  Elektricität  erzeugt.  Der  Krystall  wurde, 
während  die  Fläche  5  frei  lag,  25  Minuten  in  den  bis  100®  erhitzten 
Ofen  gestellt,  und  dann  sofort  nach   dem  Herausnehmen   untersucht. 
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Da  die  Temperatur  des  sehr  grossen  Krystalles  während  der  ange- 
gebenen Zeit  noch  fortwährend  im  Steigen  begriffen  war,  so  zeigte 
die  Mitte  der  Fläche  5  die  Spannung  —  1,4  Skth.  Bei  dem  Erkalten 
kehrte  sich  diese  negative  Spannung  in  die  entgegengesetzte  posi- 
tive um. 

Einer  Temperatur  von  180®  wagte  ich  den  Krystall  nicht  aus- 
zusetzen, da  bei  seiner  beträchtlichen  Grösse  durch  die  ein-  und  an- 
gewachsenen Krystalle  ein  Zersprengen  zu  befürchten  war.  Es  bleibt 
also  unentschieden,  ob  bei  ihm  durch  eine  solche  Erhitzung  eine  Er- 
regbarkeit durch  Sonnen-  und  Tageslicht  hervorgerufen  werden  kann. 

Der  Krystall  No.  18  isolirte  sehr  gut  und  hielt  daher  eine  auf 
seinen  Flächen  durch  Reibung  erzeugte  Elektricität  so  hartnäckig  fest, 
dass  es  z.  B.  erst  nach  wochenlangem  Bemühen  möglich  wurde,  die 
Fläche  5  völlig  unelektrisch  zu  machen.  Gewöhnlich  zeigte  die  Mitte 
dieser  Fläche  eine  Spannung  von  -j-  0,2  bis  -f-  0,5  Skth. 

E.  Braonweisser  Flussspath  aus  England. 

Krystall  No.  19.    Fig.  19  A  und  19  B.  Taf.  III. 

Die  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  prächtige 
Krystalldruse,  von  welcher  der  Krystall  No.  19  einen  Theil  bildet, 
besteht  aus  drei  grossen  und  mehreren  etwas  kleineren  verwachsenen 
Individuen.  Die  Gestalt  der  einzelnen  Krystalle  ist  der  Würfel.  Sämmt- 
liche  Würfelflächen  zeigen  ein  breites,  durch  zahlreiche  Sprünge  in 
der  Masse  etwa  halbdurchsichtiges  weisses  Kreuz,  wie  es  auf  der 
Fläche  1  der  Fig.  19  A  und  B  durch  die  punktirten  Linien  ange- 
deutet ist.  An  den  Ecken  erscheint  die  Masse  braun  und  durch- 
sichtig, mit  einer  ins  Braunviolette  spielenden  Fluorescenz.  Jedoch 
liegt  auf  der  Fig.  19  A  und  B  gezeichneten  Fläche  1  der  braune 
Farbstoff  unmittelbar  nur  an  zwei  Ecken  (a  und  c) ;  an  den  Ecken 
g  und  i  findet  sich  derselbe  tiefer  gelegen,  da  wo  der  Krystall,  dessen 
obere  Fläche  in  Fig.  19  abgebildet  ist,  sich  auf  zwei  andere  aufsetzt. 
Die  Farbe  des  durchgegangenen  Lichtes  lässt  sich  wegen  der  weiss- 
lichen  undurchsichtigen  inneren  Partien  nirgends  erkennen. 

Bei  der  Grösse  dieser  Krystalldruse  und  bei  der  Art  der  Ver- 
wachsung  der  einzelnen  Individuen   derselben  eignete   sich    nur  die 
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Fig.  19  A  und  B,  ebenso  wie  bei  den  übrigen  Krystallen,  in  halber 
linearer  Dimension  abgebildete  Fläche  1  des  grössten  Krystalles  zu 
einer  Prüfung  mittelst  der  vorhandenen  Vorrichtungen. 

Im  Tageslichte  und  selbst  im  schwachen  Sonnenlichte  wurde 
anfänglich  die  Fig.  19  A  gezeichnete  Würfelfläche  1  nicht  elektrisch; 
durch  1  Minute  langes  Bestrahlen  mittelst  des  elektrischen  Kohlen- 
lichtes  entstand  aber  in  der  Mitte  die  Spannung  von  —  1   Skth. 

Nachdem  jedoch  der  Krystall  bis  150®  C.  erhitzt  worden  war, 
zeigte  sich  die  Fläche  1  auch  gegen  das  Tageslicht  empfindlich. 
Fig.  1 9  A  stellt  die  elektrischen  Spannungen  dar,  wie  sie  nach  einem 
2  Stunden  langen  Aussetzen  ans  Tageslicht  beobachtet  wurden. 

Durch  die  steigende  Temperatur  wird  die  Fläche  1 ,  ebenso  wie 
durch  die  Belichtung  negativ  elektrisch ;  und  zwar  zeigte  die  Fläche 
diese  Erregbarkeit  bereits,  bevor  der  Krystall  bis  150®  erhitzt  wor- 
den. Bei  diesem  Versuche  wurde  die  grosse  Druse,  soweit  es  mög- 
lich war,  in  Kupferfeilicht  eingesetzt,  und  dann  25  Minuten  in  einen 
bis  100®  erhitzten  Ofen  gestellt.  Unmittelbar  nach  dem  Herausnehmen 
zeigte  die  Fläche  1  überall  negative  Polarität;  in  der  Mitte  der  Fläche 
betrug  dieselbe  — 1,7  Skth. 

Nach  dem  Abkühlen  besitzt  die  Fläche  1  nicht  unerhebliche  posi- 
tiv elektrische  Spannungen  und  es  steigen  dieselben  mit  der  Höhe 
des  Temperaturgrades,  bis  zu  welchem  der  Krystall  erhitzt  worden 
ist.  Fig.  19  B  stellt  die  nach  einem  Erhitzen  bis  150®  bei  der  Ab- 
kühlung beobachteten  Spannungen  dar.  Als  unmittelbar  nach  der 
eben  genannten  Erhitzung  der  Krystall  nur  bis  100®  erhitzt  wurde, 
zeigte  die  Mitte  der  Fläche  1  nur  die  Spannung  -(-  5,  und  nach  einer 
neuen  Erhitzung  blos  bis  60®  eine  Spannung  -j-  2,6  Skth. 


F.   öränlichweisser  Flussspath  aus  Gomwall. 

Krystall  No.  20.   Fig.  20  A  und  20  B.  Taf.  HI. 

An  einer  grossen,  schönen,,  aus  ungefähr  neun  Krystallen  be- 
stehenden, dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen,  aus  Gom- 
wall stammenden  Druse  trugen  sämmtliche  Individuen  ausser  den 
Flächen  des  Würfels  auch  die  Flächen  des  Octaeders.  Die  Würfel- 
flächen sind  aber  nicht  eben ;  aus  ihnen  erheben  sich  zahlreiche  kleine 
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Würfelflächen,  sämmtlich  mit  abgestumpften  Ecken;  an  einigen  weni- 
gen zeigen  sich  auch  kleine  Rhorabendodekaederflächen. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  weiss  mit  grünlichem  Schein.  An 
den  Anwachsungsstellen  kaum  durchscheinend,  geht  sie  in  den  Kry- 
stallen  selbst  ins  Durchsichtige  über.  Indess  wird  die  Durchsichtig- 
keit gar  sehr  durch  die  zahh eichen,  den  Octaederflächen  parallel 
laufenden  Sprünge  beeinträchtigt. 

Ebenso  wie  bei  der  vorhergehenden  Druse  liess  sich  auch  bei 
der  vorliegenden  nur  die  in  Fig.  20  A  und  B  abgebildete  und  mit  1 
bezeichnete  Fläche  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  prüfen.  An  dem  lin- 
ken Rande  dieser  Fläche  sass  eine  aus  Spatheisenstein  und  Kupferkies 
bestehende  Masse. 

Das  Tageslicht  und  selbst  das  directe  Sonnenlicht  erregten  keine 
Elektricität ;  dies  erfolgte  aber  nach  dem  Bestrahlen  mit  dem  elektri- 
schen Lichte.  Nachdem  die  Krystallfläche  1  17  Minuten  lang  dem 
elektrischen  Lichte  ausgesetzt  worden,  zeigte  sie  die  in  Fig.  20  A  ein- 
getragene elektrische  Vertheilung.  Die  Wärmestrahlung  war  während 
dieser  Belichtung  durch  eine  zwischen  das  Kohlenlicht  und  die  Kry- 
stallfläche gestellte  Alaunlösung  möglichst  abgehalten. 

Die  nach  einer  Erhitzung  bis  4  00^  und  dem  darauf  folgenden  Er- 
kalten beobachteten  elektrischen  Spannungen  erreichten  nur  eine  ge- 
ringe Grösse;  Fig.  20  B  giebt  dieselben  wieder. 


&.  Fast  farblose  Erystalle  von  Stolberg  am  Harz. 

Krystall  No.  21.    Fig.  21  A  und  21  B.    Taf.  IlL 

An  dem  schönen  grossen  Krystall  No.  21  ist  nur  die  Fig.  21  A 
und  B  mit  1  bezeichnete  Fläche  fast  vollständig  ausgebildet;  ziemlich 
grosse  Theile  sind  von  den  Flächen  4  und  5  vorhanden,  dagegen  nur 
sehr  kleine  Reste  von  den  Flächen  2  und  6 ;  an  die  Stelle  der  Fläche 
3  ist  ein  sehr  unebener  Bruch  getreten.  Auf  den  Kanten  des  Wür- 
fels erscheinen  keine  Zuschärfungen ;  dagegen  sind  die  Ecken  durch 
kleine  matte  Octaederflächen  abgestumpft. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  fast  ganz  farblos;  sie  zeigt  höch- 
stens einen  sehr  schwachen  Stich  ins  GraugrUnlicbe.  Nach  der  Ecke 
(1,  4,  6)  hin  erscheint  sie  durchsichtig   und   hier  erkennt  man  im 
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Innern  3 — 5""™  dicke,  durch  etwas  dunklere  Streifen  getrennte  Schieb- 
ten. Die  übrigen  Theile,  namentlich  nach  der  (auf  der  Flache  3  ge- 
legenen) Anwachsungsstelle  hin,  sind  trübe  und  kaum  durchscheinend. 
Auf  der  Flache  5  liegen  einige  Rhomboeder  von  Spalheisenstein,  so- 
wie kleinere  Massen  von  Kupferkies. 

Die  Masse  des  Krystalles  isolirt  sehr  gut;  es  ist  mir  nicht  ge- 
lungen z.  B.  die  Flache  1  desselben  in  völlig  unelektrischen  Zustand 
zu  versetzen;  stets  bleibt  auf  ihr  ein,  wenn  auch  nur  sehr  geringer 
Rest  von  positiver  Elektricitat,  der  jedoch  höchstens  bis  4*  0>5  Sklh. 
steigt. 

In  Fig.  21  A  und  21  B  sind  nur  die  am  meisten  ausgebildeten 
Flachen  1,  4  und  5  abgebildet  worden. 

In  photoelektrischer  Hinsicht  zeigte  der  Krystall  ein  eigenthüm- 
liches  Verhalten,  und  zwar  trat  dasselbe  bei  allen  zu  sehr  verschie- 
denen Zeiten  vorgenommenen  Prüfungen  stets  in  derselben  Weise  auf. 

Da  der  Krystall  gegen  die  Einwirkung  des  Lichtes  nur  wenig 
empßndlich  ist,  habe  ich  ihn  dem  directen  Sonnenlichte  aussetzen 
müssen. 

Nach  einer  Erhitzung  bis  100^  hatte  der  Krystall  24  Stunden 
im  Dunkeln  gestanden  und  zeigte  dann  in  der  Mitte  der  Flache  1  die 
Spannung  -f-  0,6  und  in  der  linken  oberen  Ecke  (bei  a)  die  Span- 
nung -\-  0,4  Skth.  In  diesem  Zustande  wurde  die  Flache  1  1  Slunde 
15  Minuten*)  den  directen  Sonnenstrahlen  ausgesetzt.  Die  Beobach- 
tung ergab  nun  die  in  die  Flache  1  Fig.  21  A  eingetragenen  Ausschläge. 
Die  elektrischen  Spannungen  hatten  sich  sonach  voraehmlich  an  der 
linken  oberen  Ecke  (bei  a)  bis  -f-  3,6  Skth.  gesteigert,  und  ebenso 
hatten  sie  an  dem  oberen  Rande  (bei  b)  und  an  dem  linken  Rande 
(bei  d)  deutlich  zugenommen,  wahrend  die  Spannung  in  der  Mitte  der 
Flache  sich  nur  sehr  wenig  und  weiterhin  nach  rechts  und  unten  gar 
nicht  geändert  hatte. 

Nachdem  der  Krystall  neun  Tage  im  Dunkeln  gestanden,  zeigte 
die  Mitte  der  Flache  1  noch  die  Spannung  -j-  0,7;  an  der  linken 
oberen  Ecke  (bei  a)  und  am  linken  Rande  (bei  d  und  g)  betrug  sie 
noch  0,4  Skth.    Nachdem  der  Krystall  dann  bis  100*^  erhitzt  worden, 


*)   Die  kupferne  Schale,   in  welcher  der  Krystall  in  Kupferfeilicht  der  Sonne 
ausgesetzt  worden,   war  durch  diese  Bestrahlung  kaum  lauwarm  geworden. 
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zeigten  sich  nach  dem  Erkalten  die  in  Fig.  21  B  eingetragenen  Werthe. 
Die  zuvor  durch  das  Belichten  in  a  erzeugte  Spannung  von  -\-  3,6 
Skth.  konnte  also  nicht  die  Folge  einer  Erwärmung  durch  die  Sonnen- 
strahlen sein.  Als  unmittelbar  nach  jener  Erhitzung  und  Erkaltung 
die  Fläche  1  abermals  40  Minuten  den  directen  Strahlen  der  Sonne 
ausgesetzt  wurde,  traten  nahe  die  in  Fig.  21  A  eingetragenen  Span- 
nungen wieder  ein. 

Es  ist  auffällig,  dass  an  der  linken  obern  Ecke  (bei  a),  wo  nach 
dem  Belichten  die  positive  Spannung  (-)-  3,6  Skth.)  am  stärksten  er- 
scheint, bei  dem  einer  Erhitzung  von  100"  folgenden  Erkalten  die 
negative  Polarität  nicht  hervorzutreten  vermag,  w^ährend  doch  auf 
dem  anliegenden  Theile  der  Fläche  4  in  der  That  die  negative  Pola- 
rität beim  Erkalten  wahrgenommen  wurde;  der  an  dieser  Ecke  an- 
liegende Theil  der  Fläche  5  zeigte  keine  elektrische  Spannung. 

Als  die  Fläche  1  10  Minuten  mittelst  des  durch  eine  Schicht 
Alaunlösung  hindurchgegangenen  elektrischen  Kohlenlichles  bestrahlt 
worden,  zeigten  sich  die  in  Fig.  21  A'  eingetragenen  Spannungen. 
Sie  gleichen  den  durch  das  Sonnenlicht  erzeugten ;  negative  Polarität 
tritt  auch  jetzt  nirgends  auf. 

Eine  nur  oberflächliche  Vergleichung  der  in  Fig.  21  A  und  21  B 
eingetragenen  Beobachtungen  könnte  wohl  zu  der  Annahme  verleiten, 
dass  dieser  Kry stall  in  seinem  Verhalten  von  den  früher  geprüften 
Flussspäthen  vollständig  abweiche,  indem  seine  Flächen  sowohl  nach 
der  Belichtung,  als  auch  beim  Erkalten  positiv  erscheinen.  Eine  ge- 
nauere Betrachtung  der  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche 
gemessenen  Intensitäten  zeigt  jedoch,  dass  die  ganze  Abweichung  dieses 
Krystalles  von  den  früheren  nur  darin  besteht,  dass  bei  ihm  nach 
dem  Belichten  die  der  Mitte  der  Fläche  angehörige  negative  Polarität  ^^) 
nicht  hervorzutreten  vermag,  während  die  den  Ecken  und  Rändern 
entsprechende  positiv  elektrische  Spannung  rings  um  die  von  den 
Flächen  1 ,  4  und  5  gebildete  Ecke  in  deutlicher  Weise  erscheint. 
Von  dieser  Ecke  (1,  4,  5)  aus  nimmt  die  positive  Spannung  dann 
nach  allen  Seiten  hin,  auf  der  Fläche  1    besonders  nach  rechts  und 


*)  Dass  sich  jedoch  diese  negative  Polarität  auf  den  Stoiberger  Mussspälhen 
ebenso^  wie  auf  den  von  Weardale  und  Aiston  Moor  stammenden,  wenn  auch  in  ge- 
ringerer Stärke  fmdet^   werden  die  beiden  folgenden  Krystalle  nachweisen. 
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unten  hin,  also  nach  dem  wenig  durchscheinenden  Tbeile  hin  ab, 
um  in  der  Mitte  und  am  rechten  und  unteren  Rande  dieser  Fläche  \ 
zu  verschwinden. 

Denn  die  an  den  eben  genannten  Stellen  beobachteten  und  in 
die  Zeichnung  eingetragenen  schwachen  positiven  Spannungen  ver- 
danken nicht  dem  Einflüsse  des  Lichtes  ihre  Entstehung,  sondern  sind 
hervorgerufen  durch  die  auf  dieser  Fläche  stets  vorhandene  sehr 
schwache  positive  Spannung  (s.  oben),  die  noch  durch  die  Einwirkung 
der  seitlich  auf  der  Ecke  (i,  4,  5)  liegenden  stärkeren  positiven  Elek- 
tricität  auf  den  der  Fläche  genäherten  Platindraht  und  zwar  nament- 
lich in  der  Mitte  etwas  erhöht  wird.  Auf  der  Fläche  5  wirken  die 
aufgewachsenen  Krystalle  störend  ein. 

Bei  dem  einer  Erhitzung  bis  \  00^  folgenden  Erkalten  zeigt  sich 
dagegen  die  normale  positive  Polarität  in  der  Mitte  und  nimoit  nach 
den  Ecken  hin  an  Stärke  ab.  Auf  der  Fläche  4  erscheint  neben  der 
Ecke  (1,  4,  5)  sogar  die  dieser  Ecke  entsprechende  negative  Span- 
nung. 

Krystall  No.  22.    Fig.  22  A  und  22  B.   Taf.  III. 

Die  fast  farblose,  nur  einen  Stich  ins  GraugrUnliche  besitzende 
Masse  des  Krystalles  No.  22  ist  kaum  mehr  als  durchscheinend.  Im 
reflectirten  Lichte  lässt  sich  eine  sehr  schwache  bläuliche  Fluorescenz- 
farbe  wahrnehmen.  Die  an  ihm  vorhandenen  Reste  der  Würfelflächen 
zeigen  einen  nur  matten  Glanz. 

In  Fig.  22  A  und  22  B  habe  ich  nur  eine  Fläche  dieses  Kry- 
stalles in  halben  linearen  Dimensionen  abgebildet  und  in  Fig.  22  A 
die  nach  dem  Belichten  beobachteten  Spannungen  eingetragen.  Wie 
man  sieht,  tritt  auf  dieser  Fläche  beim  Belichten  die  negative  Elek- 
tricität  auf.  Die  in  Fig.  22  A  eingeschriebenen  elektrischen  Spannungen 
waren  durch  ein  drei  Stunden  langes  Aussetzen  an  das  Tageslicht  und 
in  kurzen  Zeiträumen  auch  an  das  directe  Sonnenlicht  erzeugt.  Die 
in  Fig.  22  B  eingetragenen  Spannungen  wurden  bei  dem  auf  eine  Er- 
hitzung bis  1 00®  folgenden  Erkalten  gemessen;  sie  übertreflfen  an  Stärke 
die  durch  das  Licht  hervorgerufenen. 
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Krystall  No.  23.    Fig.  23  A  und  23  B.    Taf.  III. 

Der  Krystall  No.  23  gleicht  hinsichtlich  der  Beschaffenheit  seiner 
Masse  dem  vorhergehenden,  mit  welchem  er  auch  ursprünglich  zu 
derselben  Druse  gehörte.  Ich  bilde  ebenfalls  nur  eine  Fläche  ab. 
Fig.  23  A  enthalt  die  durch  eine  gleiche  Belichtung  wie  bei  No.  22 
erzeugten,  und  Fig.  23  B  die  beim  Erkalten  aufgetretenen  elektrischen 
Spannungen. 

H.  Bingsam  von  Durchgangs-  und  Bruchflächen  begrenzte  Flussspathstücke 

unbekannten  Ursprungs. 

Ich  habe  auch  eine  Anzahl  grün  und  gelblichgrün  geförbte 
Bruchstücke  von  Flussspathkrystallen ,  die  seit  langen  Jahren  in  die- 
sem Zustande  gelegen  hatten,  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft. 
Dieselben  zeigten  öfter  nach  der  Belichtung  nicht  unbeträchtliche 
Spannungen.  Da  jedoch  ihre  Lage  in  dem  ursprünglichen  Krystalle 
nicht  ermittelt  werden  kann,  so  mag  es  genügen,  die  auf  einem  der- 
selben beobachteten  photoelektrischen  Spannungen  naher  anzugeben. 

Krystall  No.  24.     Fig.  24.     Taf.  III. 

Das  Bruchstück  No.  24  bildet  im  Allgemeinen  eine  vierseitige 
Pyramide,  deren  Seitenflächen  von  den  mit  den  Octaederflächen  pa- 
rallel gehenden,  oft  in  AbsSitzen  auftretenden  Durchgängen  gebildet 
werden.  Diese  vier  Flächen  sind  in  Fig.  24  mit  den  Zahlen  i,  2, 
3  und  4  bezeichnet  worden.  Die  unterhalb  1  dargestellte  Grund- 
fläche wird  durch  sehr  unebene  Bruchflächen  gebildet,  mit  Aus- 
nahme des  unterhalb  der  Fläche  1  liegenden  und  mit  a  bezeichneten 
Theiles,  welcher  dem  mit  der  Fläche  3  parallel  gehenden  Durchgange 
angehört. 

Die  grüne  und  theilweise  auch  gelblichgrüne,  an  sich  durchsich- 
tige Substanz  ist  durch  Beimengung  undurchsichtiger  Massen  unklar 
und  stellenweise  nur  durchscheinend. 

Die  durch  die  Belichtung  erzeugten  elektrischen  Spannungen 
habe  ich  in  die  Abbildung  Fig.  24  eingetragen,  und  zwar  hatte  die 
Fläche  1    30  Minuten  in  schwacher  Sonne,  die  Fläche  2  73  Minu- 
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loD,  die  Flache  3  26  iMinulen,  die  Fläche  4  56  Minuten  und  die 
Grundfläche  120  Minuten  in  den  Strahlen  der  öher  durch  Wolken 
bedeckten  Sonne  gestanden. 


IIL  Allgemeiie  Resultate  aas  dei  Torsteheiden  BeobachtvHgei. 

Auf  der  Oberfläche  der  Flussspathkrystalle  entstehen  bei  sonst 
geeigneter  Beschaff'enheit  sowohl  durch  die  Einwirkung  des  Lichtes, 
als  auch  durch  Temperaturänderungen  elektrische  Spannungen. 

Photoelektricitai. 

Die  Mitten  der  Würfelflächen  der  Flussspathkrystalle  werden 
durch  die  Belichtung  negativ;  die  Intensität  dieser  negativen  Span- 
nung nimmt  nach  den  Rändern  und  besonders  nach  den  Ecken  hin 
ab;  auf  manchen  Krystallen  erstreckt  sich  dieselbe  bis  zu  den  Rän- 
dern und  Ecken. 

Bei  den  meisten,  namentlich  grösseren  Krystallen  zeigen  jedoch 
die  Ecken  und  zum  Theil  auch  die  seitlichen  Ränder  der  Flächen 
die  entgegengesetzte,  also  positive  Polarität.  Gewöhnlich  ist  dieselbe 
aber  auf  einen  kleineren  Flächenraum  beschränkt,  als  die  in  dem 
mittleren  Theile  herrschende  negative.  Liegt  daher  die  ganze  Würfel- 
fläche (oder  die  an  ihrer  Stelle  befindlichen  Flächen  des  sehr  stum- 
pfen Pyramidenvvürfels)  frei,  so  wird  die  positive  Elektricität  der 
Ecken  und  Ränder  in  ihrer  Vertheilungsvvirkung  auf  den  zur  Prüfung 
angenäherten  Plalindraht  leicht  durch  die  stärkere  negative  Elektrici- 
tät der  mittleren  Theile  unterdrückt  und  kommt  nicht  zur  Erschei- 
nung; sie  lässt  sich  aber  durch  Bedeckung  der  mittleren  Theile  mit  zur 
Erde  abgeleitetem  Kupferfeilicht  in  ihrer  Wirkung  sichtbar  machen. 

Die  Grenzen  zwischen  dem  positiven  und  negativen  Bereiche 
einer  Krystallfläche ,  und  ebenso  die  Verhältnisse  der  Intensitäten, 
welche  die  beiden  Elektricitäten  zeigen,  lassen  sich  durch  die  Art 
der  Bestrahlung,  namentlich  wenn  auch  noch  mehr  oder  weniger 
grosse  Stucke  der  seitlich  anliegenden  Würfelflächen  dem  Lichle 
gleichzeitig  mit  ausgesetzt  werden,  etwas  verschieben  und  ändern. 

Auf  das  Hervortreten  der  positiven  Polarität  an  den  Ecken  und 
besonders   auch   an  den  Rändern   ist  ferner  die  Art,    wie   die  Kry- 
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stalle  gewachsen  sind ,  von  Einfluss.  Reicht  der  vorhandeDe  aus- 
gebildete Theil  einer  Krystallfläche  bis  zur  Anwachsungsstelle  und 
ist  daselbst  abgebrochen,  so  stellt  dieser  vorhandene  Theil  gewisser- 
massen  nur  den  Rand  einer  solchen  Fläche  dar,  und  zeigt  dann  stär- 
kere und  ausgedehntere  positive  Spannungen,  deren  Intensität  jedoch 
von  dem  Rande  nach  den  mittleren  Theilen  hin  abnimmt.  Dagegen 
erscheint  auf  der  der  Anwachsungsstelle  gerade  gegenüberliegenden 
Würfelfläche  vorzugsweise  die  negative  Elektricität. 

Die  Bruchfläcben,  welche  durch  das  Abbrechen  des  Krystalles 
von  anderen  Krystallen  oder  von  fremdem  Gesteine  entstanden  sind, 
und  also  an  und  in  der  Umgebung  der  ehemaligen  Anwachsungs- 
stelle liegen,  werden  durch  Belichten  positiv. 

Diese  positive  Polarität  der  Bruchflächen  besitzt  meistens  eine 
nicht  unbeträchtliche  Stärke;  bei  vielen  Krystallen  übertriflfl  sie,  na- 
mentlich wenn  den  Bruchflächen  der  FarbstoflF  nicht  fehlt,  in  ihrer 
Intensität  die  auf  der  Mitte  der  vorhandenen  Krystallflächen  erregte 
negative  Spannung. 

Eben  dies  gilt  auch  von  den  Stücken  der  ebenen  Durchgangs- 
flächen,  welche  zwischen  und  neben  den  Bruchflächen  an  dem  ver- 
brochenen Ende  auftreten. 

Das  Verhalten  von  Durchgangsflächen,  welche  an  dem  frei  aus- 
gebildeten Ende  der  Würfel  durch  Anschlagen  entstehen,  habe  ich 
wegen  Mangels  an  geeignetem  Material  noch  nicht  ermitteln  können. 

Die  im  Vorstehenden  charakterisirte  Wirkung  des  Lichtes  auf 
die  Flussspathkrystalle  geht  hauptsächlich  von  den  chemisch  wirken- 
den Strahlen  aus;  sowohl  hinter  einem  mit  Kupferoxydul  roth  ge- 
färbten Glase,  als  auch  hinter  einer  Schicht  einer  klaren  Lösung  von 
schwefelsaurem  Chinin  ist  die  Erregung  der  Elektricität  nur  äusserst 
gering,  während  sie  durch  Einschaltung  einer  Schicht  Wasser  oder 
Alaunlösung  in  den  Weg  der  Strahlen  nicht  wesentlich  vermindert  wird. 

Bei  sehr  empfindlichen  Krystallen  genügt  schon  ein  kurzes  Aus- 
setzen an  das  Tageslicht,  um  merkliche  elektrische  Spannungen  zu 
erhalten;  durch  längeres  Belichten  steigt  die  Intensität  derselben. 

Die  directen  Strahlen  der  Sonne  wirken  viel  kräftiger  als  das 
zerstreute  Tageslicht. 

Noch  stärker  erregend  als  das  Sonnenlicht  zeigt  sich  das  elek- 
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irische  Kohlenlicht,  so  dass  durch  letzteres  selbst  auf  Krystallen, 
welche  durch  längeres  Aussetzen  an  das  zerstreute  oder  directe 
Sonnenlicht  keine  merklichen  elektrischen  Spannungen  annehmen, 
solche,  bisweilen  sogar  in  ziemlicher  Stärke,  hervorgerufen  werden 
können. 

Auch  durch  das  Licht  der  Entladungsfunken  zwischen  zwei 
Leydener  Flaschen  lassen  sich  photoelektrische  Spannungen  auf  den 
Flussspathkrystallen  erzeugen,  während  das  Licht  einer  Geisler*schen 
Röhre  ungenügend  erscheint. 

Am  stärksten  photoelektrisch  erregbar  sind  die  grünen  Krystalle 
von  Weardale,  und  es  nimmt  die  Intensität  der  durch  eine  gleiche 
Bestrahlung  erregten  elektrischen  Spannungen  im  Allgemeinen  mit 
der  Tiefe  der  Färbung  zu.  Weniger  erregbar  sind  die  in  ihrer  Masse 
schwachgrünlich  oder  graugrünlich  gefärbten,  aber  durch  Fluores- 
cenz  prächtig  sapphirblau  erscheinenden  Flussspäthe  von  Weardale 
und  Aiston  Moor,  sowie  die  entenblauen  vom  Churprinz  bei  Freiberg. 
Die  durchsichtigen  braunroth  fluorescirenden  Fl ussspath krystalle  von 
Weardale  werden  meistens  durch  das  Tageslicht,  und  zum  Theil  selbst 
durch,  das  Sonnenlicht  nicht  elektrisch,  wohl  aber  durch  das  elek- 
trische Kohlenlicht.  Die  weisslichgrünen  Flussspäthe  von  Corowall 
zeigen  sich  nur  schwach  elektrisch ;  eben  dies  gilt  auch  von  den  fast 
farblosen  Krystallen  von  Stolberg  am  Harz,  bei  denen  der  eigenthüm- 
liche  Fall  vorkam,  dass  auf  einem  sehr  schönen  grossen  Krystalle 
beim  Belichten  blos  die  der  am  reinsten  ausgebildeten  Ecke  ent- 
sprechende positive  Polarität  auftrat,  während  die  negative  auf  den 
Mitten  der  Flächen  sich  nicht  hervorrufen  liess,  selbst  nicht  durch  das 
elektrische  Kohlenlicht.  Auf  den  gelben  Annaberger  Krystallen  konnte 
weder  durch  Tages-  und  Sonnenlicht,  noch  auch  durch  das  elektri- 
sche Licht  eine  elektrische  Spannung  erzeugt  werden. 

Die  auf  den  Flussspathkrystallen  durch  Belichtung  hervorgerufe- 
nen Spannungen  haben  das  Eigen thümliche,  dass  sie  beim  Stehen  im 
Dunkeln  nicht  in  die  ihnen  polar  entgegengesetzten  übergehen.  Wird 
die  Fläche  eines  durch  Belichtung  stark  elektrisirten  Flussspathes 
mittelst  Ueberstreichens  mit  einer  Alkoholflamme  von  der  auf  ihr  vor- 
handenen Elektricität  befreit,  so  bleibt  sie,  ins  Dunkle  gestellt,  un- 
elektrisch, oder  es  erscheint  noch  ein  kleiner  Rest  der  vorherigen 
Ladung,  die  also  nicht  vollständig  hinweggenommen  war. 
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Die  Erregung  der  Elektricitöt  durch  das  Licht  erfolgt  durch 
einen  Vorgang,  bei  welchem  der  Farbstoff  der  Krystalle  betheiligt 
ist.  Durch  sehr  langes  und  starkes  Belichten  lässt  sich  die  Erregbar- 
keit der  Flachen  beträchtlich  schwächen,  und  die  geringen  Spannun- 
gen, welche  öfter  gerade  auf  den  am  vollkommensten  ausgebildeten 
Flächen  mancher  Krystalle  auftreten ,  während  die  umliegenden  Flä- 
chen stärkere  Spannungen  zeigen,  ist  wohl  meist  eine  Folge  davon, 
dass  diese  Krystalle  im  Schaukasten  so  gelegen  haben,  dass  eben 
jene  vollkommenen  Flächen  dem  Beschauer  und  somit  dem  Lichte  zu- 
gekehrt gewesen  und  in  ihrer  Erregbarkeit  geschwächt  worden  sind. 
Auf  einer  absichtlich  durch  zu  langes  und  starkes  Licht  geschwächten 
Fläche  stellt  sich  selbst  durch  jahrelanges  Aufbewahren  im  Dunkeln 
die  frühere  Empfindlichkeit  nicht  wieder  her. 

Mit  der  Betheiligung  des  Farbstoffes  bei  der  Erregung  der  Elek- 
tricität  steht  auch  der  vorhin  angeführte  Umstand,  dass  nach  dem 
Entfernen  der  durch  Belichtung  erzeugten  Elektricität  beim  Stehen 
im  Dunkeln  keine  Umkehrung  in  die  entgegensetzte  Polarität  eintritt, 
in  Verbindung. 

Durch  eine  massige  Erhitzung  der  Flussspathkrystalle  wird  die 
photoelektrische  Erregbarkeit  derselben  erhöht.  Bereits  eine  Erhitz- 
ung bis  80^  C.  wirkt  in  dieser  Beziehung  günstig,  noch  mehr  eine 
Erhitzung  bis  130  oder  150®C.  Eine  sehr  viel  höhere  Temperatur 
muss  selbstverständlich  die  photoelektrische  Eigenschaft  zerstören; 
es  wäre  selbst  möglich,  dass  schon  bei  der  öfter  angewandten  Tem- 
peratur von  180®  C.  die  Grenze,  bei  welcher  die  Erregbarkeit  am 
meisten  erhöht  wird,  bereits  etwas  überschritten  ist. 

Dabei  bleibt  es  fraglich,  ob  auch  bei  frisch  aus  der  Grube  ge- 
nommenen, dem  Lichte  noch  nicht  preisgegebenen  und  dadurch  in 
ihrer  pholoelektrischen  Eigenschaft  noch  nicht  geschwächten  Fluss- 
spalhkrystallen  eine  Erhitzung  bis  150®  ebenfalls  die  Erregbarkeit 
durch  das  Licht  zu  erhöhen  vermag,  oder  ob  nur  auf  bereits  ge- 
schwächten Krystallflächen  der  Zustand  mehr  oder  weniger  angenä- 
hert wiederhergestellt  wird,  wie  er  ursprünglich  auf  dieser  Fläche 
bestand.  Es  hat  mir  wenigstens  den  Eindruck  gemacht,  als  ob  auf 
frischen  Bruchflächen  durch  eine  Erhitzung  die  photoelektrische  Er- 
regbarkeit nicht  wesentlich  erhöht  werde. 

Die  Masse   der  Flussspathkrystalle   und   ebenso   ihre  Oberfläche 
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isolirt  vortrefflich  und  hält  die  elektrische  Ladung  ungemein  lange. 
Dieses  Verhalten  der  Oberfläclie  hängt  wohl  mit  dem  Umstände  zu- 
sammen, dass  dieselbe  vom  Wasser  nicht  benetzt  wird. 


Thermoelektricität. 

Durch  die  Verschiedenheit  zwischen  den  Ecken-  und  Flächen- 
axen  der  Flussspathkrystaüe  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  dass  auf 
ihrer  Oberfläche  durch  Temperaturänderungen  elektrische  Spannungen 
auftreten,  und  zwar  folgen  diese  elektrischen  Vorgänge  dem  bei  allen 
thermoelektrischen  Krystallen  ausnahmelos  bewahrheiteten  Gesetze, 
dass  die  Polaritäten  bei  sinkender  Temperatur  gerade  die  entgegeji- 
gesetzten  sind  als  bei  steigender. 

Beim  Steigen  der  Temperatur  stimmen  nun  die  auf  der  Ober- 
tläche  der  Flussspathkrystalle  entstehenden  elektrischen  Spannungen 
in  ihrem  Vorzeichen  mit  den  durch  die  Belichtung  hervorgerufenen 
Uberein. 

Beim  Sinken  der  Temperatur  verwandeln  sich  diese  von  der 
Erhitzung  erzeugten  Elektricitäten  in  die  entgegengesetzten ;  die  beim 
Erkalten  auftretenden  Spannungen  sind  also  sowohl  den  durch  die 
Steigerung  der  Temperatur  als  auch  den  durch  die  Belichtung  ent- 
stehenden entgegengesetzt. 

Obwohl  nun  die  durch  die  Belichtung  und  die  durch  Erhöbung 
der  Temperatur  hervorgerufenen  elektrischen  Spanoungen  in  ihrem 
Vorzeichen  übereinstimmen,  so  muss  ihre  Entstehung  doch  auf  ver- 
schiedenen Vorgängea  beruhen,  oder  wenn  sie  durch  denselben  Vor- 
gang erzeugt  werden,  so  muss  solcher  durch  die  Belichtung  einen 
vollständigen  Abschluss  finden,  während  derselbe,  wenn  er  durch 
die  Steigerung  der  Temperatur  entstanden  ist,  nicht  abschliesst,  son- 
dern bei  dem  Sinken  derselben  wieder  zurückgeht;  denn  die  bei 
steigender  Temperatur  auftretenden  Polaritäten  kehren  sich  bei  dem 
Erkalten  um,  während  nach  der  Belichtung  die  entgegengesetzten  Elek- 
tricitäten im  Dunkeln  nicht  erscheinen. 

Bei  den  durch  das  Licht  stark  erregbaren  Flussspäthen  ruft 
auch  die  Temperaturänderung  eine  ziemlich  starke  elektrische  Pola- 
rität hervor;  sie  ist  bei  diesen  Krystallen  jedoch  stets  schwächer  als 
die  durch  das  Licht  erzeugbare. 
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Bei  manchen  durch  das  Licht  weniger  erregbaren  Krystallen 
sind  dagegen  die  thermoeleklrischen  Spannungen  grösser  als  die 
photoelektrischen;  dies  tritt  ein  bei  manchen  Flächen  der  grünen 
und  sapphirblauen  Krystalle,  bei  denen  jedoch  wahrscheinHch  die 
Empfindlichkeit  gegen  das  Licht  durch  vorhergegangene  schädigende 
Einwirkungen  geschwächt  worden  ist.  Durchweg  die  photoelektri- 
schen an  Stärke  tibertreflFend  zeigen  sich  aber  die  thermoelektrischen 
Spannungen  auf  den  braunröthlichen  oder  braunvioletten  Krystallen, 
welche  im  Sonnenlichte  gar  nicht  und  nur  durch  das  elektrische 
Kohlenlicht  einigermassen  elektrisch  werden.  Auch  bei  den  fast 
farblosen  Krystallen  von  Stolberg  am  Harz  sind  öfter  die  thermo- 
elektrischen Spannungen  stärker  als  die  photoelektrischen. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich  nun  sofort  die  Vertheilung 
der  theiTBoelektrischen  Polaritäten  auf  der  Überfläche  der  Flussspath- 
krystalle. 

Bei  steigender  Temperatur  sind  ebenso  wie  beim  Belichten  die 
Mitten  der  Würfelflächen  negativ:  diese  negative  Spannung  nimmt 
von  hier  aus  nach  den  Rändern  und  namentlich  nach  den  Ecken 
hin  ab.     Sehr  oft  zeigt  die  ganze  Fläche  negative  Polarität. 

Auf  anderen,  namentlich  grösseren  Krystallen  treten,  entspre- 
chend den  Vorgängen  beim  Belichten,  an  den  Ecken,  und  wohl 
auch  noch  an  den  Rändern  positive  Spannungen  hervor. 

Beim  Erkalten  sind  die  Polaritäten  die  gerade  entgegengesetz- 
ten; die  Mitten  der  Flächen  zeigen  positive  Elektricität ,  abnehmend 
nach  den  Rändern  und  den  Ecken.  Letztere  zeigen  entweder  noch 
schwache  positive  Elektricität  oder  tragen  negative  Spannungen.  Diese 
negativen  Spannungen  sind  oft  zu  schwach,  um  bei  ganzer  freier 
Fläche  wahrgenommen  zu  werden;  durch  Bedecken  der  mittleren 
positiven  Theile  können  sie  sichtbar  gemacht  werden. 

Wenn  die  Grenzen  zwischen  den  positiven  und  negativen  Be- 
reichen auf  den  Flächen  bei  der  Belichtung  öfter  etwas  anders  ver- 
laufen als  bei  der  Abkühlung,  oder  die  Verhältnisse  zwischen  den  In- 
tensitäten in  beiden  Fällen  nicht  genau  dieselben  sind,  so  wird  diese 
Abweichung  dadurch  bedingt,  dass  die  Belichtung  den  Krystall  in  an- 
derer Weise  trifl^t  als  die  Abkühlung,  wie  ja  solche  Schwankungen 
selbst  bei  verschiedenen  Bestrahlungen  bereits  erwähnt  wurden. 
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Auf  den  Flächen,  welche  durch  Abbrechen  der  Krystalle  von 
ihrer  Unterlage  entstanden  sind,  mögen  sie  unregelmässig  verlaufende 
Bruchflächen  oder  Stücke  von  ebenen  Durchgängen  sein,  erscheint 
bei  steigender  Temperatur  positive,   bei  sinkender  negative  Polarität. 

Die  beim  Erkalten  hervortretenden  elektrischen  Spannungen 
werden  stärker,  wenn  die  vorhergehende  Temperatursteigerung  eine 
höhere  war,  wenigstens  innerhalb  der  Grenze  bis  150®  C. 
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L  Einleitung. 

Im  Jahre  1 865  wurde  die  Längendifferenz  zwischen  der  Stern- 
warte in  Leipzig  und  der  geodätischen  Station  Laaer  Berg  bei  Wien 
von  Herrn  Professor  E.  Weiss  und  mir  durch  Zeitübertragung  auf 
telegraphischem  Wege  ermittelt  und  die  Differenz  zwischen  dem  Laaer 
Berg  und  der  alten  Sternwarte  in  Wien  auf  dem  AkademiegeblUide 
am  Universitätsplatze  auf  geodätischem  Wege  bestimmt,  und  konnte 
ich  im  Jahre  1 866  in  Bd.  XV  dieser  »Abhandlungen«  das  Resultat  der 
Bestimmung  der  Längendifferenz  vorlegen. 

Als  Herr  Th.  von  Oppolzer  die  Leitung  der  astronomischen 
Arbeiten  der  k.  k.  österreichischen  Gradmessung  übernommen  hatte, 
und  die  neue  Sternwarte  in  Wien  ausserhalb  der  Stadt  auf  der  alten 
Türkenschanze  erbaut  wurde,  schien  es  ihm,  obwohl  er  die  Längen- 
differenz zwischen  dem  Laaer  Berge  und  der  Türkenschanze  auch 
auf  astronomischem  Wege  ermittelte,  doch  von  grosser  Wichtigkeit, 
von  Neuem  die  neue  Sterwarte  direct  mit  den  Sternwarten  in  Berlin 
und  Leipzig  zu  verbinden.  Ich  konnte  mich  dieser  Ansicht  nur  an- 
schliessen,  denn  bei  der  Bestimmung  zwischen  mir  und  Professor 
Weiss  waren  die  Beobachtungen  mit  Auge  und  Ohr  ausgeführt  und 
die  Uhren  unter  einander  durch  Coincidenzen  mit  telegraphisch  ge- 
gebenen Signalen  verglichen.  Auch  die  persönliche  Gleichung  zeigte 
sich  ziemlich  schwankend;  sie  war,  da  ein  Wechsel  der  Beobachter 
nicht  stattgefunden  hatte,  vor  der  eigentlichen  Längenbestimmung  an 
dem  Leipziger  und  nach  derselben  an  dem  Wiener  Instrument  er- 
mittelt und  ftir  Sterne  von  verschiedener  DecHnation  verschieden 
gefunden. 

Die  Wiederholung   nach   der  Methode  des  Registrirens ,  sowohl 
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der  Zeitbestiiuiuungen  als  auch  der  Signale,  und  zu  einer  andern 
Jahreszeit  und  von  andern  Beobachtern,  welche  die  Stationen  wechsel- 
ten, war  daher  zugleich  eine  Controlle  für  die  Sicherheit  der  früher 
angewandten  Methode.  Das  neu  erhaltene  Resultat  stimmt  mit  dem 
früheren  bis  auf  0f03,  also  innerhalb  der  wahrscheinlichen  Fehler, 
überein,  und  ist  dadurch  wiederum  nicht  nur  ein  Beweis  für  die 
Genauigkeit  der  Bestimmung  der  Lüngendifferenz  auf  telegraphischem 
Wege  überhaupt  als  auch  dafür  geliefert,  dass  die  verschiedenen 
Methoden  zu  denselben  Werthen  führen,  wenn  nur  die  nöthigen  Vor- 
sichtsmassregeln und  die  erforderliche  Sorgfalt  angewandt  wird. 

Die  Beobachtungen  wurden  im  Jahre  1875  ausgeführt  in  der 
Zeit  vom  7.  October  bis  zum  23.  November,  und  zwar  war  es,  da 
das  Wetter  ziemlich  unbeständig,  nur  October  8,  9  und  19,  No- 
vember 2,  3,  4,  14  und  16  an  beiden  Stationen  gleichzeitig  klar, 
während  October  7  und  November  23  nur  in  Wien  Beobachtungen 
gelangen,  die  aber  als  einseitig  nicht  benutzt  wurden.  Die  Beob- 
achter waren  der  erste  Observator  der  Leipziger  Sternwarte  Herr 
Dr.  Weinek  und  der  Observator  der  k.  k.  österreichischen  Grad- 
messung Herr  Oberlieutenant  Ritter  von  Steeb.  October  8,  9, 
November  14  und  16  beobachtete  Ersterer  in  Leipzig,  Letzterer  in 
Wien;  October  19,  November  2,  3,  4  Weinek  in  Wien,  von  Steeb 
in  Leipzig. 

Die  Instrumente  waren  beide  vollständig  gleich  und  zwar  Pas- 
sageninstrumente mit  gebrochenem  Fernrohr  von  68  mm  Oeffnung  und 
87cm  Brennweite  aus  der  Werkstatt  von  Pistor  &  Martins  in 
Berlin,  ganz  dieselben  Instrumente,  welche  im  Jahre  1865  zur  Ver- 
wendung kamen.  Beobachtet  wurde  immer  mit  der  stärksten,  der 
90  fachen  Vergrösserung. 

Die  Registrirapparate  waren  nach  dem  9.  October  ganz  gleiche 
von  Mayer  &  Wolf  in  Wien  und  gehören  beide,  sowie  die  Schalt- 
bretter mit  den  Relais,  Boussolen  und  Widerständen,  der  k.  k.  öster- 
reichischen Gradmessung.  Die  Signalstifle  der  Registrirapparate  sind 
federnde  und  in  feine  Spitzen  auslaufende  Glasröhrchen,  welche  zum 
Markiren  der  Signale  mit  einem  AnilinfarbstoflF  gefüllt  werden.  Zwi- 
schen den  Signalen  von  den  Localuhren  und  den  Localtastern ,  mit 
welchen  die  Durchgänge  der  Sterne  und  auch  die  Signale  registrirt 
wurden,  ist  die  sogenannte  Parallaxe,  d.  i.  die  Differenz  zwischen  den 
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!>lai'kirungen  der  beiden  Glasröhrchen,  wenn  beide  gleichzeitig  in 
Bewegung  gesetzt  werden,  ermittelt  worden. 

Die  Parallaxe  anzubringen  wäre  unnöthig,  wenn  »sie  immer 
dieselbe  für  alle  Signale  bliebe.  Die  Glasröhrchen  müssen  jedoch  öfter 
herausgenommen  und  gereinigt  werden,  und  da  bei  dem  Einsetzen 
nicht  immer  dieselbe  Stellung  wieder  zu  erhalten,  ist  die  Parallaxe 
etwas  verilnderlich  und  muss  daher  berücksichtigt  werden. 

An  den  ersten  beiden  Abenden  wurde  in  Leipzig  der  Registrir- 
apparat  von  Ausfeld  nach  Hanse n'scher  Construction  —  siehe  die 
Längenbestimmung  zwischen  Leipzig  und  Gotha,  Leipzig  1865  —  ge- 
braucht, bei  welchem  die  Signale  durch  Metall-Stifte  in  den  Papier- 
streifen hineingeschlagen  werden.  Da  die  Stifte  fest  an  Hebeln  an- 
gebracht sind  und  nie  herausgenommen  werden ,  ist  die  Differenz 
zwischen  den  Signalen  der  beiden  Stifte,  wenn  dieselben  gleichzeitig 
gegeben  werden,  immer  dieselbe,  und  daher  war  die  Anbringung 
einer  Parallaxe  für  die  ersten  Abende  in  Leipzig  unnöthig. 

Die  Instrumente  sind  schon  anderweitig  beschrieben;  so  die 
Passageninstrumente  in  der  Längenbestimmung  Berlin-Lund,  die  Re- 
gistrirapparate  von  C.  von  Littrow,  das  Schaltbrett  von  Herrn 
von  üppolzer  in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie 
Band  Lü  und  LXIX. 

Die  kaiserlich  deutsche  und  auch  die  k.  k.  österreichische 
Generaldirection  der  Telegraphen  gestatteten  mit  der  grössten  Libe- 
ralität die  unentgeltliche  Benutzung  directer  Telegraphenleitungen  in 
den  Nachtstunden  und  gewährten  jede  erforderliche  Hilfe,  wofür  den 
schuldigen  Dank  hier  auszusprechen  mir  zu  besonderer  Freude  gereicht. 


II.    Das  Beobachtungsprogramm. 

Herr  von  Oppolzer  hat  für  seine  Längenbestimmüngen  eine 
Anzahl  von  zu  beobachtenden  Sternen  zusammengestellt  und  nennt 
einen  Satz  von  7 — 10  aufeinander  folgenden  Sternen  eine  Zeil- 
bestimmung. 

Es  folgen  zuerst  3 — 4  Sterne  nicht  schwächer  als  6.  Grösse 
und   nicht  zu   weit   vom  Aequator  entfernt,   die   in  Intervallen    von 
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3  —  5  Zeitminuten  nach  einander  culminiren,  dann  ein  Polstern,  bei 
dessen  Culmination  umgelegt  wird,  und  alsdann  wieder  3 — 5  Sleroe 
wie  vorhin^  Vor  Anfang  der  Beobachtung  und  besonders  vor  der 
Umlegung  wurde  nivellirt  und  nach  der  Umlegung  ebenfalls,  und 
kommen  sowohl  in  Leipzig  als  in  Wien  auf  jede  ZeitbestimmuDg  im 
Durchschnitt  zwischen  3  und  4  Nivellirungen. 

Die  dem  Aequator  nahen  Sterne,  die  sogenannten  Zeitsteme, 
sind  ferner  so  gewählt,  dass  ihre  mittlere  Zenithdistanz  nach  Süden 
nahe  eben  so  gross  ist,  als  die  Zenithdist-anz  der  Polsteme  nach 
Norden.  Es  betrug  z.  B.  die  mittlere  Zenithdistanz  der  Polsteme 
für  Leipzig  38"",  für  Wien  4r,  die  der  Zeitsteme  für  Leipzig  47*", 
für  Wien  44°.  Durch  gleiche  Zenithdistanzen  wird  ein  Theil  der 
noch  etwa  vorhandenen  Instrumentalfehler  eliminirt. 

An  jedem  Abend  wurden  zweimal  Zeitsignale  von  Leipzig  nach 
Wien  und  umgekehrt  registrirt  und  zwar  vor  den  SternbeobacbtungeD 
und  nach  denselben,  so  dass  das  Mittel  aus  den  Zeitsignalen  jedes- 
mal nahe  zusammenfällt  mit  dem  Mittel  aus  den  SternbeobacbtungeD. 
Es  war  vorher  ausgemacht,  dass  nach  vorherigem  Anrufen  und  Pro- 
biren von  jeder  Station  viermal  je  16  Signale  in  Intervallen  von 
circa  IV2  Secunde  gegeben  werden  sollten.  Es  wurden  ferner  bei 
dem  Geben  dieser  Signale  Widerstände  benutzt,  so  dass  der  abgehende 
und  ankommende  Strom  nahe  gleich  stark  war  und  konnten  mit  dem 
von  Herrn  von  Oppolzer  beschriebenen  Schaltbrett  die  erforder- 
lichen Stromstärken  sehr  schnell  und  bequem  eingestellt  werden. 
Die  Stromstärken  selbst  wurden  an  Bussolen  gemessen  und  möglichst 
jede  Aenderung  in  der  Empfindlichkeit  der  Relais  vermieden.  Die 
Registrirapparate  standen  mit  den  empfindlichen  Relais  in  unmittel- 
barer Verbindung. 

Wegen  des  unbeständigen  Wetters  in  der  schon  vorgeschrittenen 
Jahreszeit  wurde  zur  Regel  gemacht,  von  den  in  der  folgenden  Ta- 
belle 1  enthaltenen  in  sechs  Gruppen  getheilten  Sternen  womöglich 
drei  Gruppen  gleichzeitig  zu  beobachten  und  musste  sich  die  Reihen- 
folge der  Gruppen  nach  dem  Wetter  richten.  Aus  der  Tabelle  er- 
sieht man,  welche  Sterne  an  beiden  Orten  gleichzeitig  beobachtet 
werden  konnten.  Das  Zeichen  »  bedeutet :  beobachtet,  das  Fehlen 
jedes  Zeichens  bedeutet:  nicht  beobachtet.  Man  sieht,  dass  im 
Durchschnitt   auf  beiden    Stationen   gleichzeitig   an    jedem   der  acht 
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Abende  nahe  drei  Zeilbestimmungen  mit  etwa  zwanzig  gemeinsamen 
Sternen  und  drei  Polsternen  enthalten  sind.  Das  Beobachtungsschema 
Idsst  sich  daher  dahin  zusammenfassen: 


Beobachtunssschema. 

Signalwechsel  (von  jeder  Station  viermal  16  Signale). 

Erste  Zeitbestimmung  Zweimal  nivellirt  vor, 

mit  ümlegung.  zweimal  nivellirt  nach  der  (Jmlegung. 

Zweite  Zeitbestimmung         Zweimal  nivellirt  vor, 

mit  Umlegung.  zweimal  nivellirt  nach  der  Umlegung. 

Dritte  Zeitbestimmung  Zweimal  nivellirt  vor, 

mit  Umlegung.  .zweimal  nivellirt  nach  der  Umlegung. 

Signalwechsel  (von  jeder  Station  viermal  16  Signale). 


in  der  Uebersicht  der  Beobachtungen  in  Tabelle  I  enthält  die 
erste  Golumne  die  angenommenen  mittleren  Oerter  der  beobachteten 
Sterne  für  1875,0.  Dieselben  wurden  dem  provisorischen  Kataloge 
des  Herrn  von  Oppolzer  entnommen,  denn  die  Positionen  haben 
auf  die  Endresultate,  da  auf  beiden  Stationen  dieselben  Sterne  zur 
Ableitung  der  Längendifferenz  benutzt  sind,  keinen  Einfluss.  Der 
provisorische  Katalog  bezieht  sich,  was  die  Zeitsteme  anbetrififl,  auf 
das  Newcomb'sche  Veraeichniss  der  Maskelyne'schen  Sterne. 
Die  in  demselben  nicht  enthaltenen  Sterne  sind  dem  Pulkowaer 
Katalog,  dem  Nautical  Almanac  (1875)  und  der  Gonnaissance  des 
Temps  (1875)  entnommen  und  als  Rednclion  auf  das  gewählte 
System  angenommen: 

für  den  Pulkowaer  Katalog:     +0."019  , 
»       »     Nautical  Abnanac: 

+  Of 029  +  0? 01 5  cos«  —  0f009  sina  —  Of 009  ^'^'''i^^^''  , 
»    die  Gonnaissance  des  Temps: 

+  Of044  -4-  0f020  cos«  —  0f021  sin«  +  0f0045 ^^^    -  • 
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Tabelle  I.    Uebersicht   der   erhaltenei) 


Sterne 


AR  4875,0. 


Decl.  1875,0 


October  8 
Wien      Leipxig 
Steeb      Woinek 


October  S 

Wien    I  Lcipäe 
Sieeb      Wei^ck 


[23  Hevelii]  6 

[tv  Caprieorni]  5 

[69  Aquilae]  5 

Polstern  K  (O.  C.)  6.8 

[15Delphini]  6 

^  Aquarii  5 

[16Delphini] 6 

0  Caprieorni  4 
61«Cygni  6 
612Cygni  6 
[y  Equulei]  5 
a  Equulei  4 
Polstern  F  (U.  C.)  4.4 
[e  Caprieorni]  5 
[d  Aquarii]  6 
€  Pegasi  2 
16Pegasi  5 
a  Aquarii  3 
ö  Pegasi  3 
[44  Aquarii]  6 
6  Aquarii  4 
Polstern  L  (0.  C.)  5.3 
K  Pegasi  3 
[68  Aquarii]  6 

1  Aquarii  4 
a  Piscis  austrini  \ 
a  Pegasi  2t 
[58  Pegasi]  5~ 
[(p  Aquarii]  4 
y  Piscium  4 
Polstern  M  (0.  C.)  5.8 
[21  Piscium]  6 
[cp  Pegasi]  6 
0)  Piscium  4 
a  Andromedae  2 
y  Pegasi  3 
12  Ceti  6 


20M6« 
20  20 
20  23 
20  34 
20  43 
20  45 
20  49 

20  58 

21  1 
21  1 
21  4 
21     9 

9  19 
21  30 
21  33 
21  38 
21  47 

21  59 

22  3 
22  7 
22  10 
22  22 
22  35 
22  40 
22  46 
22  50 
22  58 
23 
23 


59':10 

9.88 

7.05 

38.17 

40.40 

54.66 

40.75 

55.10 

17.62 

19.12 

15.83 

34.49 

5.66 

4.72 

12.71 

2.83 

22.54 

21.80_ 

53.67 

23.63 

14.21 

57.22 

13.66 

50.14 

5.52 

U.39 

32.13 


3 
7 

23  10 
23  27 
23  43 
23  46 
23  52 


0  23 


43.86 
50.88 
41.12 
50.31 
3.44 
7.84 
53.57 
55.76 
48.04 
39.58 


[55  Piscium]  6 

ß  Ceti  2 

[58  Piscium]  5 
Polstern  A  (0.  C.)    4.8 

[fj  Ceti]  3 

[qp  Piscium]  5 

[/"  Piscium]  5 


0  33 
0  37 
0  40 

0  52 

1  2 


6 
11 


20.92 
18.84 
30.31 
1.07 
17.98 
57.87 
21.08 


rj  Piscium  4 

[TC  Piscium]  6 

^  Piscium  5 
Polstern  G  (U.C.)    6.3 

[60  Ceti]  6 

a  Arietis  2 

[15Arietis]  6 

67  Ceti  6 

P  Ceti  4 


1  24 

1  30 

1  34 

13  46 

1  56 

2  0 
2  3 
2  10 
2  21 


47.78 
28.42 
55.62 

0.31 
47.06 

7.80 
42.09 
44.95 
30.86 


4«56.'7 
18  37.2 
18.0 
0.5 
4.8 
27.1 
5.5 


.  3 
•81 
12 
■  9 
■12 


17 

38 

■38 

■  9 
.  4 
•81 
■20 
.  1 

■  9 
25 

-  0 


■  5 
21 

■  8 
•85 
■10 
■20 

■  8 
■30 
-14 

•  T 

■  6 

■  2 
86 

■  0 
■18 

■  6 
■28 
■14 

■  4 


43.7 
8.1 
8.1 
37.7 
43.9 
52.5 
1.5 
41.0 
18.2 
20.3 
55^6 
35T0' 
41.7 
24.3 
28.7 
10.8 
15.9 
14.7 
17.1 
32^0 
8.7 
43.4 
36.0 
37.1 
23.0 
25.6 
10.3 
24.0 
29.3 
38.9 


20 
■18 
■11 
■85 

10 
■23 
■  2 


45.1 
40.4 
17.5 
35.1 
50.7 
55.3 
57.3 


-14 
-11 
-  4 
-83 


42.0 
30.1 
51.3 
22.8 

■  0  28.5 
■22  52.2 
-18  54.6 

■  6  59.9 
-  7  53.9 
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Beob 

achtungen 

in   L 

e  i  p  z  i 

g   und   Wien. 

October  19 
Leipzig      Wi^n 
Steeb      Weinek 

Noven 
Leipzig 
Steeb 

nber  2 

Wien 

Weinek 

B 

Noven 
Leipzig 
Steeb 

iber  8 
Wien 
Weinek 

November  4 
Leipzig      Wien 
Steeb      Weinek 

Novem 
Wien 
steeb 

ber  U 

Leipzig 
Weinek 

November  46 

Wien      Leipzig 
Steeb      Weinek 

» 

n 

» 

» 

» 

» 

» 

0 

» 

)) 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

)) 

» 

» 

» 

» 

» 

n 

» 

)) 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

)) 

0 

n 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

)) 

» 

» 

» 

)) 

» 

» 

» 

» 

» 

1) 

A 

» 

1) 

» 

1) 

» 

» 

» 

» 

» 

0 

» 

n 

» 

» 

» 

» 

D 

» 

n 

I) 

» 

1) 

n 

» 

1) 

0 

» 

)) 

0 

Y> 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

n 

w 

» 

» 

» 

)) 

)) 

» 

» 

» 

» 

J> 

)> 

)) 

» 

» 

n 

» 

» 

» 

» 

n 

D 

» 

» 

» 

» 

» 

)) 

» 

» 

» 

0 

» 

)) 

» 

» 

» 

» 

» 

0 

» 

» 

» 

» 

)i 

rt 

1) 

» 

n 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

0 

» 

n 

» 

» 

») 

n 

» 

n 

» 

» 

)) 

n 

))' 

» 

0 

» 

n 

» 

n 

)) 

)) 

n 

)) 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

)) 

» 

» 

» 

0 

» 

» 

» 

» 

» 

0 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

0 

» 

n 

» 

» 

)) 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

!• 

» 

» 

)) 

» 

» 

» 

» 

» 

I> 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

O 

W 

» 

» 

i> 

0 

» 

)> 

» 

0 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

n 

» 

» 

» 

w 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

») 

J» 

i> 

» 

)) 

» 

)) 

» 

© 

)> 

)» 

» 

1) 

» 

» 

» 

» 

n 

» 

1) 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

n 

n 

» 

» 

» 

» 

» 
» 
» 
» 

» 
1) 

» 

» 
1) 
)) 

» 
» 
» 

» 
» 
» 

» 
» 

» 
» 

» 

» 

» 
» 

Digitized  by 


Google 


290  C.   Bruhns,   Neds  Bestimung  JO 

Die  Sterae,  deren  Namen  in  Klammern  gesetzt  sind,  wurden 
aus  minder  genauen  Katalogen  entlehnt,  doch  sind  die  Positionen  von 
diesen  auch  im  Mittel  innerhalb  0f05  sicher. 

Für  61  Cygni  ist  die  Parallaxe  (0745)  berücksichtigt,  und  als 
Correction  für  dieselbe  sind  folgende  Werthe  an  die  scheinbaren 
Oerter  des  Sternes  angebracht: 

September  28.5  .  .  .  0f029 
October  18.5  ....  0.035 
November  7,6  ...  .    0.037 

Die  Positionen  der  mit  den  Buchstaben  K,  F,  L,  M,  A  und  G 
bezeichneten  Polsteme  sind  dem  Albrecht'schen  Verzeichniss  im 
»Generalbericht  über  die  Europaische  Gradmessung  1873«  entnommen. 
An  dieselben  sind  aber  noch  bei  Berechnung  der  scheinbaren  Oerter 
Correctionen  angebracht,  welche  Herr  Dr.  Becker  am  Berliner  Me- 
ridiankreis bestimmt  hat.  Der  Polstern  A  ist  identisch  mit  dem  Stern 
Nr.  344  der  Anhaltsteme  in  der  »Vierteljahrschrifl  der  Astronomischen' 
Gesellschaft«  und  stimmt  die  mit  der  Becker'schen  Correction  folgende 
Position  mit  der  der  »Vierteljahrschrift«  bis  auf  —  0f03  überein. 


III.   Die  scheinbaren  Oerter  der  beobachteten 

Sterne. 

Die  scheinbaren  Oerter  der  Sterne  sind  nach  den  Oppolzer- 
schen  Hülfstafeln,  in  welchen  für  jeden  Stern  die  Hülfsgrössen  loga, 
log 6,  logc,  logd  angegeben  sind,  berechnet.  Bei  den  Polsternen 
sind  die  Mondglieder,  wo  es  nöthig  war,  berücksichtigt.  Die  Von 
Dr.  Becker  bestimmten  Correctionen  der  Polsternpositionen  nach 
Oppolzer's  provisorischem  Katalog  sind: 


Correction  in  AR. 

Polstern  A 

+  0?2< 

»         F 

+  0.33 

G 

-0.82 

»        K 

-0.07 

»         L 

+  0.24 

»         M 

+  0.03 

Die  angewandten  scheinbaren  Oerter  sind  in  Tabelle  II  enthalten. 
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Tabelle  II.    Scheinbare  Oertcr  der  beobachteten  Sterne. 


o> 

e> 

O) 

00 

•• 

.• 

<o 

Sterne 

Od 

8 

o 

V 

> 

> 

i 

> 

i 

O 

O 

Z. 

z; 

sc 

z, 

» 

23  Hevelii] 

20» 17" 

1»58 

4*20 

4!49 

4;48 

4!03 

TT  Capricorni] 

20 

20 

12.88 

42.48 

42.47 

69  Aquiiae] 

20 

23 

9.74 

9.35 

9.34 

9.20 

15DeIphini] 

20 

43 

42.89 

42572 

42.49 

42.48 

42!34 

ju  Aquarü 

20 

45 

57.58 

57.42 

57.24 

57.20 

57.04 

[IGDelphini] 

20 

49 

43.27 

43.40 

42.88 

42.87 

42.69 

d  Capricomi 

20 

58 

58.28 

58?27 

58.42 

57.94 

57.94 

57.89 

57.74 

61>Cygni 

21 

1 

19.94 

19.92 

49.72 

49.43 

49.44 

49.39 

49.48 

61»Cygni 

21 

1 

21.44 

21.42 

24.22 

20.93 

20.94 

20.89 

20.68 

[y  Equulei] 

21 

4 

18.47 

18.46 

48.31 

48.44 

48.40 

48.08 

47.93 

47.92 

a  Equulei 

21 

9 

37.25 

37.24 

37.09 

36.89 

36.88 

36.87 

36.72 

36.74 

[e  Capricorni] 

21 

30 

8.10 

8.09 

7.95 

7. 78 

7.74 

7.72 

7.57 

[d  Aquarü] 

21 

33 

15.63 

15.62 

45.49 

45.34 

45.30 

45.29 

45.44 

45.43 

e  Pegasi 

21 

38 

5.64 

5.63 

5.50 

5.34 

5.30 

5.29 

5.44 

5.43 

46Pegasi 

21 

47 

25.14 

26.13 

24.98 

24.77 

24.75 

24.74 

24.58 

24.56 

Cf  Aquarü 

21 

59 

24.88 

24.87 

24.74 

24.59 

24.58 

24.56 

24.43 

24.42 

6>  Pegasi 

22 

3 

56.67 

56.66 

56.55 

56.38 

56.37 

56.36 

56.23 

56.24 

^44  Aquarü] 

22 

7 

27.19 

27.19 

27.07 

26.89 

26.88 

26.87 

26.72 

26.70 

0 Aquarü 

22 

10 

17.48 

17.47 

47.36 

47.20 

47.49 

47.48 

47.04 

47.03 

C  Pegasi 

22 

35 

46.70 

46.70 

46.64 

16.46 

46.46 

46.45 

46.32 

46.34 

[68  Aquarü] 

22 

40 

53.75 

53.75 

53.65 

53.50 

53.49 

53.49 

53.35 

53.33 

X  Aquarü 

22  46 

8.89 

8.88 

8.80 

8.67 

8.66 

8.66 

8.53 

8.52 

a  Piscis  austr. 

22 

50 

48.33 

48.23 

48.07 

48.05 

48.04 

47.89 

47.88 

a  Pegasi 

22  58 

35.24 

35.43 

35.01 

35.00 

34.99 

34.87 

34.86 

58  Pegasi] 

23 

3 

47.02 

46.95 

46.84 

46.74 

46.70 

^  Aquarü] 

23 

7 

54.28 

54.24 

54.40 

»3.98 

53.97 

y  Piscium 

23 

10 

44.42 

44.36 

44.26 

44.44 

44.43 

21  Piscium 

23 

43 

6.81 

6.78 

6.70 

6.64 

6.60 

[<jP  Pegasi] 

23 

46 

4  4.05 

44.03 

40.95 

40.85 

40.84 

CO  Piscium 

23 

52 

56.90 

56.89 

56.83 

56.74 

56.73 

a  Andromedae 

0 

1 

59.00 

58.98 

58.92 

58.82 

58.82 

y  Pegasi 

0 

6 

84.33 

54.29 

54.24 

54.24 

12  Ceti 

0 

23 

42.98 

42.98 

55  Piscium] 

0 

33 

24.23 

24.23 

li  Ceti 

0  37 

22.46 

22.46 

58  Piscium] 

0 

40 

33.68 

33.69 

1]  Ceti] 

2 

24.58 

24.69 

rp  Piscium] 

7 

4.39 

4.40 

/  Piscium] 

11 

24.62 

24.62 

n  Piscium 
[n  Piscium] 

24 

64.38 

30 

32.04 

V  Piscium 

34 

59.24 

[60  Ceti] 

56 

50.77 

a  Arietis 

2 

0 

4  4.64 

[1 5  Arietis] 

2 

3 

45.90 

67  Ceti 

2 

10 

48^9 

f^Ceti 

2 

21 

34.65 
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C  Bruhns,   Neue  Bestimmung 


Ll2 


a> 

<w 

00 

•* 

•« 

to 

Sterne 

Oct.  8 

o 
O 

O 

> 

o 

> 

o 

> 

o 

> 

o 

> 

o 

Polstern  K  (0.  C.) 

20''3*"'36?15 

34«57 

32«31 

32H5 

30?67 

30^37 

»        F(U,C.) 

■21   \9    10.97 

M1\3 

12.68 

15^10 

15.30 

15.50 

17.26 

17.67 

»        L  (0.  C.) 

22  22   59.53 

59.31 

57.35 

54.04 

53.76 

53.48 

50.84 

50.28 

M  (0.  C.) 

23  27 

58.97 

57.37 

54.18 

50.77 

50.17 

»        A(O.C.) 

0  52 

12.38 

12.13 

»        G  (U.  C.) 

1   45 

52.41 

IV.    Ermittelung  der  Instrumental -Gorrectionen. 

Von  den  Instrumentalfehlem  wurde  die  Neigung  direct  durch 
das  Niveau  ermittelt,  die  Collimation  durch  Umlegung  des  Instrumentes 
und  das  Azimut  hergeleitet  aus  den  Beobachtungen  der  Polsterne  in 
Verbindung  mit  den  Zeitsternen  oder  in  Verbindung  mit  einer  vor- 
läufigen Uhrcorrection.  Da  immer  an  beiden  Stationen  dieselben 
Polsterne  beobachtet  und  zur  Herleitung  des  Azimutes  benutzt  und 
die  Coefficienten  für  das  Azimut  an  beiden  Stationen  nur  wenig  ver- 
schieden sind,  haben  die  durch  Fehler  in  den  Positionen  der  Polsterne 
hervorgebrachten  Unrichtigkeiten  im  Azimut  keinen  Einduss  auf  das 
schliessliche  Resultat. 


!•  Das  Instrument  in  Leipzig. 

a.    Die  Neigung. 

An  jedem  Abend  wurde  die  Neigung  nach  dem  Programm  neun 
bis  zwölf  Mal  bestimmt.  Das  sehr  gute  Niveau  ist  schon  bei  ähn- 
lichen Arbeiten  angewandt  und  hat  immer  eine  grosse  Genauigkeit 
ergeben.  In  der  Libelle  befindet  sich  ein  Reservoir  und  konnte  da- 
her die  Blasenlänge  fast  immer  gleich  gehalten  werden.  Der  Werth 
eines  Theiles  der  Libelle  ist  nach  vielfachen  Bestimmungen  genau 
wie  früher  zu 

0f122 
ermittelt. 
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Die  Correctioa  wegen  Ungleichheit  der  Zapfen  ist  für  jeden 
Beobachter  nach  dessen  Ermittelungen  direct  angenommen.  Um  die 
Grösse:  Neigung  West  minus  Neigung  Ost,  zu  bestimmen,  sind  sUmmt- 
liehe  Nivellirungen  benutzt,  und  um  von  einer  etwaigen,  von  der 
Zeit  abhängigen  Variation  der  Neigung  unabhängig  zu  sein,  wurden 
durchweg  folgende  Combinationen  eingehalten :  Die  ersten  Neigungen 
in  der  Westlage  wurden  mit  den  nach  zweimaliger  Umlegung  ge- 
fundenen Neigungen  in  der  Westlage  zu  einem  Mittel  vereinigt  und 
ebenso  die  dazwischen  liegenden  Neigungen  in  der  Ostlage,  so  dass 
die  Zeiten,  für  welche  diese  Neigungen  als  gültig  gefunden  sind, 
fast  gleich  waren;  dann  wurde  die  Grösse  Neigung  West  minus 
Neigung  Ost  gebildet. 

Wenn  das  Gewicht  einer  Nivellirung  =  1  angenommen  wird, 
jenes  der  aufeinanderfolgenden  Mittel  p\  p",  p'",  z.  B.  2,  2,  3  für 

"     '2  '  2  '  3 

dann  ist  das  Gewicht  der  schliesslichen  Differenz,  West  —  Ost 


P  = 


P  P  P 


=  1.41 


4p>'"+p"(p'+p" 
Herr   Weinek    fand   für  West  —  Ost    bei  dem  Leipziger  Instrument 
+  0?472,   Herr  von   Steeb   +0P336. 

Die  angestellten  Nivellirungen  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
gegeben  und,  um  sie  mit  einander  vergleichen  zu  können,  sämmtlich 
auf  die  Kreislage  West  reducirt. 


Tabelle  III.    Beobachtete   Neigungen    in    Leipzig. 


Tag 

Uhrzeil 

Kreislage 

Neigung 

+  0P44 
+  0.40 
+  0.10 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

4875.     October  8 
Beobachter 
Weinek 

20H 
20.5 
20.9^ 

w 
w 

0 

-l-OFiiO 
+  0.400 
+  0.572 

21.3 
24.5 
21.7 

0 

w 
w 

-0.24 
-0.21 
+  0.40 

+  0.262 
—  0.210 
+  0.400 

22.0 
22.5 

22.8 

w 

0 
0 

+  0.075 
+  0.175 
+  0.29 

+  0.075 
+  0.647 
+  0.762 
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[<* 


Tu« 

Ubrzeil 

Kreislage 

Neiguag 

Neigiug, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

1875.     October  9 
Beobachter 
Weinek 

20l;9 
21.5 
21.7 

0 
W 

w 

+0?06 
-0.50 
+  0.44 

+  0?532 
-0.500 
+  0.440 

22.0 
22.3 
22.5 
22.9 

w 
w 

0 
0 

+  0.14 
+  0.55 
—  0.05 
-0.30 

+  0.140 
+  0.550 
+  0.422 
+  0.172 

23.3 
23.6 
23.9 

0 

w 
w 

—  0.85 

+0.01 

0.00 

—0.378 

+  0.010 

0.000 

October  19 
Beobachter 
von  Steeb 

20.6 

bis 

21.3 

0 

w 
w 
w 
w 

—  0.87 
-0.92 
-0.55 
-0.25 
-0.02 

-0.534 
-0.920 
-0.550 
-0.250 
-0.020 

21.3 
bis 

22.4 

0 
0 
0 
0 

-0.50 
-0.40 
—  0.15 
-0.72 

-0.164 
-0.064 
+  0.186 
—  0.384 

22.4 
bis 
23.5 

w 
w 
w 
w 

-0.12 
0.00 
0.00 

+  0.15 

-0.120 
0.000 
0.600 

+  0.150 

23.5 
bis  23.9 

0 
0 

-0.20 
-0.10 

+  0.136 
+  0.236 

November  2 
von  St«eb 

21.0 
bis  24.3 

w 
w 

-0.02 
0.00 

-0.020 
0.000 

21.3 
bis 

22.4 

0 

0 

0 

.     0 

-0.52 

—  0.35 

—  0.75 
-0.80 

-0.184 
-0.014 
-0.414 
-0.464 

22.4 
bis 
23.5 

w 
w 
w 
w 

-0.72 
-0.07 
+  0.15 
-0.20 

-0.720 
-0.070 
+  0.150 
-0.200 

23.5 
bis  23.9 

0 
0 

-0.52 
—  0.40 

-0.184 
-0,064 

November  3 
von  Sleeb 

20.3 
bis  20.6 

0 
0 

-0.05 
-0.52 

+  0.286 
-0.184 
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Tag 

Uhraeit 

Kreislage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

1875.     November  3 
Beobachter 
von  Steeb 

20'!6 

bis 

21.3 

W 
W 
W 
W 

-0?30 

+  0.10 

+  0.15 

0.00 

-OPSOO 

+  0.100 

+  0.150 

0.000 

21.3 
bis 
22.4 

0 
0 
0 
0 

-0.32 
-0.50 
-0.22 
-0.97 

+  0.016 
-0.164 
+  0.116 
-0.634 

22.4 
bis  22.8 

w 
w 

-0.20 
+  0.27 

-0.200 
+  0.270 

November  4 
von  Steeb 

20.3 
bis  20.6 

0 
0 

-0.05 
-0.57 

+  0.286 
-0.234 

20.6 

bis 

21.3 

w 
w 
w 
w 

-0.25 
-0.20 
+  0,37 
+  0.47 

-0.250 
-0.200 
+  0.370 
+  0.470 

21.3 

bis 

22.4 

0 

0 

^  0 

0 

+  0.07 
-0.32 
-0.37 
-0.35 

+  0.406 
+  0.016 
—  0.034 
-0.014 

22.4 
bis  22.8 

w 
w 

+  0.02 
+  0.02 

+  0.020 
+  0.020 

November  14 

Beobachter 

Weinek 

22.3 
22.5 
23.0 

w 

0 
0 

-O.OS 
-0.05 
-0.10 

—  0.050 
+  0.422 
+  0.372 

23.3 

23.6 

0.0 

0 

w 
w 

+  0.06 
+  0.20 
+  0.59 

+  0.522 
+  0.200 
+  0.590 

0.5 
0.8 
1.0 

w 
w 

0 

+  0.86 
+  0.975 
-0.21 

+  0.860 
+0.975 
+  0.262 

1.3 
1.4 

0 

w 

0.00 
+  0.44 

+  0.472 
+  0.440 

November  1 6 
Weinek 

21.2 
21.4 
21.9 

w 

0 
0 

+ 1 .325 
+  0.31 
0.00 

+  1.325 
+0.782 
+  0.472 

22.3 
22.6 

0 

w 

+  0.125 
+  0.»0 

+  0,597 
+  0.800 
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C.  Bhchns,  Nede  Bestinhung 


[16 


Tag 

Uhrzeit 

Kreislage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

1875.     November  46 

23^0 

W 

+  0P775 

+  0?775 

Beobachter 

23.3 

w 

+  0.95 

+  0.950 

Weinek 

23.7 

0 

+  0.59 

+  1.062 

0.3 

0 

+  0.70 

+  1.172 

0.8 

0 

+  0.19 

+  0.662 

4.0 

w 

+  0.875 

+  0.875 

1.3 

w 

+  0.94 

+  0.940 

1.7 

w 

+  1.025 

+  1.025 

1.9 

0 

+  0.525 

+  0.997 

2.3 

0 

+  0.275 

+  0.747 

Aus  diesen  Werthen  sind  aus  je  zwei,  drei  oder  vier  Neigungen 
die  Mittel  genommen  und  ist  hierbei  nicht  ganz  gleichroüssig  verfahren. 
Herr  Weinek  hat  nämlich,  da  die  resultirende  halbstündliche  Va- 
riation der  Neigung  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Neigungsermittelung 
liegt,  für  jede  Zeitbestimmung,  abgesehen  von  der  Correction  wegen 
Zapfenungleichheit,  nur  eine  Neigung  angenommen;  während  Herr 
von  Steeb  die  Neigung  für  jede  Kreislage  getrennt  einführte.  Aus 
dem  Mittel  der  Uhrzeiten  verschwindet  diese  Differenz  und  nur  wenn 
man  die  Zeitbestimmungen  in  Kreislage  Ost  und  West  gesondert  unter- 
suchen wollte,  kann  sich  die  Verschiedenheit  des  Verfahrens  bemerk- 
bar machen.  An  die  erhaltenen  Mittel  ist  dann  die  Ungleichheit  der 
Zapfen  angebracht,  und  nach  Umwandlung  der  Li  bellen  theile  in  Zeit- 
secunden  ist  die  folgende  Tabelle  IV  der  definitiven  Neigungen  ent- 
standen. 


Tabelle  IV.    Ableitung  der  angewandten   definitiven   Neigungen 

in  Leipzig. 


t875,  Tag 

Mittel 

der 

Uhrzeiten 

Mittel  der 
Neigungen, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

Neigung  red 
Zapfenun 

West 

+  0P353 
+  0.033 
+  0.377 

+  0.039 
+  0.203 
-0.241 

ucirt  wegen 
gleichheit 

Ost 

+  0P117 
-0.203 
+  0.141 

—  0.197 
-0.033 
-0.477 

Definitive  Neigung  in 
Zeilsecunden 

West      1        Ost 

October  8 

Beobachter 

Weinek 

October  9 
Weinek 

20»5 
21.5 
22.4 

21.4 
22.4 
23.6 

+  0P471 
+  0.151 
+  0.495 

+  0.157 
+  0.321 
-0.123 

+  0!043 
+  0.004 
+  0.046 

+  0.005 
+  0.025 
-0.029 

+o;oi4 

-0.025 
+  0.017 

-0.024 
-0.004 
-0.058 
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1875,  Tag 


Mittel 

der 

ührzeiten 


Octoher  19 
Beohficliter 
von  Sleob 


November  2 
von  Steeb 


November  3 
von  Sieeb 


November  4 
von  Sleeb 


November  1 4 

Beobachter 

Weinek 

November  16 
Weinek 


20^6 
20.9 
21.8 
22.9 
23.7 

21.2 
21.8 
22.9 
23.7 

20.4 
20.9 
21.8 
22.6 

20.4 
20.9 
21.8 


22.6 

23.6 

1.0 

21.5 

22.4 

23.6 

1.0 

2.0 


Mittel  der 

Neif^ung, 

bezogen  auf 

Kreis  West 

-0P534 

—  0.435 

—  0.106 
4-0.007' 
+  0.186 

—  0.010 
-0.269 

—  0.210 
-0.124 

4-0.051 

—  0.012 

—  0.167 
4-0.035 

4-0.026 
4-0.098 
4-0.093 
4-0.020 

4-0.248 
4-0.437 
4-0.602 

4-0.860 
4-0.698 
4-0.990 
4-0.826 
4-0.923 


Neigung  reducirt  wegen 
Zapfenungieichheit 

West 


-0P618 
-0.519 
-0.190 
-0.077 
-0.102 

-0.09i 
-0.353 
-0.294 
-0.208 

-0.033 
-0.096 
-0.251 
-0.049 

-0.058 
-0.014 
-0.009 
-0.064 

-0.130 
-0.319 
■0.484 

0.742 

.0.580 

-0.872 

-0.708 

0.805 


Definitive  Neigung  in 
Zeitsecunden 

Ost 


Ost 

West 

0P786 

-0!075 

0.687 

—  0.063 

0.358 

-0.023 

0.245 

—  0.009 

0.066 

+  0.012 

0.262 

-0.011 

0.521 

-0.043 

0.462 

—  0.036 

0.376 

-0.025 

0.201 

-0.004 

0.264 

—  0.012 

0.419 

-0.031 

0.217 

-0.006 

0.226 

-0.007 

0.154 

+  0.002 

0.159 

+  0.001 

0.232 

—  0.008 

0.106 

+  0.016 

0.083 

+  0.039 

0.248 

+  0.059 

0.506 

+  0.091 

0.344 

+  0.071 

0.636 

+  0.106 

0.472 

+  0.086 

0.569 

+  0.098 

-0!096 
-0.084 
-0.044 
-0.030 
-0.008 

-0.032 
-0.063 
-0.056 
-0.046 

■0.024 
-0.032 
-0.051 
-0.026 

-0.027 
-0.019 
-0.019 
•0.028 

-0.013 
-0.010 
-0.030 

-0.062 
.0.042 
-0.078 
0.058 
-0.069 


Eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  der  Neigung  ist  nicht  zu 
erkennen.  Es  ist  die  Variation  der  Neigung  in  einer  Stunde  aus 
Tabelle  III  in  Leipzig  nur  — 0F004 .  Der  wahrscheinliche  Fehler 
einer  Nivellirung  findet  sich  +0P22,  daher  der  der  definitiven 
Neigungen,  bei  welchen  im  Durchschnilt  3.1  Nivellirungen  zu  einem 
Mitte!  vereinigt  sind,  zu 

±0?12  =  OfOIS   . 


b.    Die  Collimaiion. 

Die  Ableitung  des  Collimationsfehlers  aus  den  an  den  verschie- 
denen Abenden   beobachteten  Polsternen  geschah   nach   der  Formel : 


Abhandl.  d,  K.  S.  QeaeUach.  d.  Wissensch.    XX. 


20 


Digitized  by 


Google 


298  C.  BnuHNs,   Nfevc  Bestihmung 

c==±4-[(T,-TJcosd+(/,-/Jcos(9  +  d)]2;^; 


[18 


in  welcher  T^  und  T^  die  beobachteten  Uhrzeiten  der  Fäden,  re- 
ducirt  auf  den  Mittelfaden,  J^  und  J^  die  Neigungen  der  Verbindungs- 
linien der  Mittelpunkte  der  Kreiszapfen  (stets  auf  die  Westseite  be- 
zogen) in  Kreis  Ost  und  Kreis  West  bezeichnen.  Da  von  Herrn 
Weinek  die  Neigung  für  die  ganze  Zeitbestimmung  als  constant 
angenommen,  ist  in  diesem  Falle  die  Grösse  J^  —  J^  auch  con- 
stant und  abhängig  von  der  Correction  wegen  Zapfenungleichheit. 
Es  besteht  nämlich  die  Gleichung: 

Bei  Herrn  von  Steeb's  Beobachtungen  ist  die  Differenz  J^  —  J^ 
wegen  der  ftir  jede  Kreislage  als  constant  angenommenen  Neigung 
für  jede  Zeitbestimmung  verschieden. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  bei  der  Reduction  von  den  Seiten- 
fäden auf  den  Mittelfaden  sowohl  der  Polstern-  als  auch  der  Zeitstern- 
Beobachtungen  der  individuellen  Auffassung  der  Fäden  dadurch  Rech- 
nung getragen   ist,   dass   aus   den  Beobachtungen  jedes  Beobachters 

Tabelle  V.    Ableitung  der 


<875,  Tag 

Stern 

Durchgangsteil 
Kreis  West 

Correction 
für  i 

Durchgaogsztit 
Kreis  Ost 

October  8 

K  (0.  C.) 
F    U.  C.) 
L   0.  C.) 

20"  36"' 51  ?<  3 

21  21    30.01 

22  25    11.14 

+  0!24 
—  0.02 
+  0.48 

20''36-47!23 

21  21    34.25 

22  25      4.14 

October  9 

F    U.  C. 
L   O.e. 
M  0.  C. 

21  21    31.28 

22  25    13.30 

23  30    12.72 

-0.02 
+  0.26 
-0.40 

21  21    35.58 

22  25     5.52 

23  30      1.85 

October  19 

K  0.  C. 

F  (U.  C. 
L  0.  C.) 
M  (0.  C.) 

20  37     4.78 

21  21    46.17 

22  25   25.98 

23  30    23.01 

-0.33 
+  0.29 
-0.11 
-0.14 

20  37      1.35 

21  21    50.83 

22  25    17.62 

23  30    11.75 

November  2 

F  (ü.  C.) 
L  (0.  C.) 
M  (0.  C.) 

21  22     6.53 

22  25    38.78 

23  30    30.41 

+  0.05 
—  0.42 
-0.55 

21  22    10.95 

22  25   30.92 

23  30    26.34 
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für   sich    die    Fadendistanzen   abgeleitet    und    angewendet   sind.     Es 
haben  sich  folgende  Fadendistanzen  gefunden: 


Leipzig! 

sr  Passageninstrument 

Wiener  Passageninstrumenl 

Faden 

Weinek 

von  Steeb 

Faden 

Weinek 

von  Steeb 

1 

40!270 

40?2r)3 

4      ' 

36!628 

36!644 

2 

26.728 

26.735 

2 

32.429 

32.447 

4 

47.824 

47.834 

3 

27.985 

27.982 

4 

43.427 

43.443 

4 

48.230 

48.242 

5 

8.943 

8.990 

5 

43.254 

43.234 

6 

9.043 

8.989 

7 

9.004 

9.044 

8 

43.402 

43.395 

8 

9.044 

9.048 

9 

47.887 

47.882 

9 

43.694 

43.707 

40 

26.845 

26.852 

40 

47.586 

47.598 

ii 

40.44i 

40.099 

44 

27.54  4 

27.543 

42 

32.490 

32.495 

43 

36.408 

36.437 

Ein   eigentliches  Gesetz   in   der  Auffassung  der  Fäden  ist  nicht  vor- 
handen; im  Mittel  heben  sich  die  Differenzen  fast  vollständig  auf. 

Mit  Anwendung  obiger  Formel  ergeben  sich  für  Ableitung  der 
Collimationsfehler  folgende  Werthe,  bei  welchen  die  Federnparallaxe 
bereits  berücksichtigt  ist. 

Collimation    in    Leipzig. 


Correclion 
für  t 

Durch^anf^sze 
füi 

Kreis  West 

ilen  corriglrl 
•  i 

Kreis  Osl 

DurchganKS- 

zeit 
West  -  Osl 

] 
Collimalions- 
fchler 

Angewandtes 
Tagesmitlel 

-hO.OS 
-hO.42 
+  0.48 

54^37 
29.99 
4  4.62 

47^34 

34.37 

4.32 

+  4!06 
—  4.38 
+  7.30 

-0!32 
-0.34 
-0.29 

-0»34 

+  0.42 
-0.04 
-0.80 

34.26 
43.56 
49.32 

35.70 
5.48 
4.05 

-   4.44 
+   8.08 
+  44.27 

—  0.34 
-0.32 
-0.33 

—0.32 

—  0.56 
+  0.49 
-0.42 

—  0.44 

4.45 
46.46 

25.87 
22.87 

0.79 
54.02 
47.20 
4  4.64 

+    3.66 
-    4.56 
+    8.67 
+  44.26 

-0.29 
-0.32 
-0.34 
-0.33 

-0.32 

+  0.29 
-0.63 
-0  69 

6.58 
38.36 
35.86 

4  4.24 
30.29 
25.65 

—    4.66 
+   8.07 
+  40.24 

—  0.33 
—0.32 

—  0.30 

-0.32 

io^ 
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1875,  Tag 

Stern 

Durchgangszeit 

Correction 

Durchgangszeit 

Kreis  West 

für  i 

Kreis  Ost 

November     3 

K  (0.  C.) 

20''37'"19':66 

-0«06 

20''37-15!52 

F  (U.  C.) 

21   22      7.33 

+  0.05 

21   22    12.39 

L  (0.  C.) 

^  25    38.58 

-0.11 

22  25   30.59 

November     4 

K  (0.  C.) 

20  37    20.60 

+  0.06 

20  37    16.66 

F  (U.  C.) 

24   22     8.57 

-0.05 

21   22    12.88 

L  (0.  C.) 

22  25    39.74 

-0.11 

22  25   31.09 

November  4  4 

L  (0.  C.) 

22  25   50.27 

+  0.17 

22  25    41.17 

M  (0.  C.) 

23  30    48. <0 

+  0.54 

23  30    36.55 

A  (0.  C. 

0  55    H.<5 

+  0.63 

0  55      2.16 

November  16 

F  (ü.  C.) 

24   22   24.56 

-0.44 

21   22    29.29 

L  (0.  C.) 

22  25    49.94 

+  0.75 

22  25    41.79 

M  (0.  C.) 

23  30    48.61 

+  1.47 

23  30    37.65 

A  (0.  C.) 

0  55    12.33 

+  0.92 

0  55     3.00 

G  (U.  C.) 

1   49      1.28 

—  0.60 

1   49      6.68 

Betrachtet  man  die  einzelnen  Werthe,  so  ergibt  sich  kein  täg- 
licher Gang,  denn  derselbe  ist,  wenn  man  ihn  ableitet,  theils  positiv 
theils  negativ,  und  die  Summe  der  Veränderung  isl,  wenn  man  die- 
selbe aus  den  Differenzen  der  erslen  und  letzten  Collimation  an 
jedem  Tage  bildet, 

in  19.8  Stunden  nur  =  +0f01    , 

also  verschwindend  klein.  Es  sind  daher  für  die  Collimationsfehler 
die  in  der  letzten  Columne  der  Tabelle  V  enthaltenen  Mittel  an- 
genommen. 

Der  wahrscheinliche  Fehler   einer   Collimation  findet  sich  zu 

±0f012  , 

und  der  wahrscheinliche  Fehler  des  Mittels  aus  drei  Beobachtungen, 
welche  an  den  meisten  Abenden  vorliegen,  zu 

±0?007  . 

c.    Das  Azimut, 

Nachdem  die  Culminationszeiten  der  Polsterne  wegen  Neigung 
und  Collimation  corrigirt  worden,  war  aus  denselben  noch  die  Cor- 
rection wegen    des  Azimutes   abzuleiten   und  wurde  zuerst  mit  Hilfe 
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Correction 

Durchgangftzciten  uorrigirt 
für  ■ 

Durchgangs- 
zeit 

Collimations- 

Angewandtes 
Tagesmittel 

für  i 

Kreis  West 

Kreis  Ost 

West  -  Ost 

feliler 

c«. 

—  OiH 

19»60 

15»41 

+  4?19 

-0?33 

+  0.24 

7.38 

12.63 

-5.25 

—  0.37 

-0;34 

-0.53 

38.47 

30.06 

+  8.41 

-0.33 

-O.H 

20.66 

16.55 

+  4.11 

-0.32 

+  0M 

8.52 

12.98 

-4.46 

-0.32 

-0.33 

-0.21 

39.63 

30.88 

+  8.75 

-0.34 

-O.U 

50.44 

40.98 

+   9.46 

-0.37 

+  0.14 

48.64 

36.69 

+  11.95 

-0.35 

—  0.36 

+  0.32 

11.78 

2.48 

+   9.30 

—  0.36 

—  0.30 

24.12 

28.99 

-    4.87 

-0.34 

+  0.44 

50.69 

42.23 

+   8.46 

-0.33 

+  1.08 

50.08 

38.73 

+  11.35 

-0.33 

—  0  34 

+  0.62 

13.25 

3.62 

+   9.63 

-0.37 

-0.42 

0.68 

6.26 

—   5.58 

-0.32 

der  Zeitsterne  für  jeden  Abend  ein  vorläufiges  Azimut  abgeleitet,  als- 
dann mit  demselben  sammtliche  Uhrcorrectionen  der  Zeitsterne  er- 
mittelt, und  schliesslich  mit  diesen  und  den  noch  mit  dem  Azimut  be- 
hafteten Durchgangszeilen  der  Polsterne  das  definitive  Azimut  gefunden. 
Nennen  wir  die  noch  mit  dem  Azimut  behaftete  Culminationszeit 
des  Polsterns  aus  Ost  und  West  T',  die  Rectascension  «,  die  vor- 
läufig ermittelte  Uhrcorrection  Jl,  so  findet  sich  das  Azimut  ä  durch 
die  Formel: 


k  = 


0.  C.\ 
U.  Cj 


sin  (<jp  ^:  d)  sec  ö 

Die  lUgliche  Aberration  ist  selbstverständlich  berücksichtigt  und  mit 
dem  Collimationsfehler  vereinigt.  In  der  folgenden  Tabelle  VI  sind 
alle  Daten  zur  Ableitung  <les  Azimuts  vorhanden.  Angewandt  wurde 
für  jeden  Abend  das  arithmetische  Mittel  aus  den  erhaltenen  Azimuten, 
denn  eine  der  Zeit  proportionale  Veränderung  ist  nicht  verbürgt,  es 
kömmt  z.  B.  die  Differenz  des  Azimuts  aus  Polstern  F  —  K  =  —  0?1 4 , 
aus  Polstern  L  — F  =  +0f01  ,  aus  Polstern  M  — L  =  —  Of04,  aus 
Polstern  A  — M  =  OfOO,  also  theils  negativ,  theils  positiv,  welches 
noch  von  den  Fehlern  der  Polslernpositionen  herrühren  kann.  Die 
Nichtberücksichtigung  einer  etwa  vorhandenen  Variation  des  Azimuts 
hebt  sich  im  Endresultat  auch  wieder  auf.    Der  wahrscheinliche  Fehler 
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eiaer  Azimiitbestimmung  unter  der  Voraiisselzung ,  dass  die  er- 
halteaen  Einzelvverthe  nicht  von  constanlen  Fehlern  beeinflussl  sind, 
findet  sich  im  Mitlei  zu 

±0!!07  , 


Tabelle  VI.    Ableitung  des 


1875,  Tag 


Polstern 


Durchgangszeit 

corrigirt  wegen 

t  und  c 


October  8 


Octobex  9 


October  19 


November  2 


November  3 


November  4 


November  14 


November  16 


K 

(0.  C.) 

F 

(ü.  C.) 

L 

(0.  C.) 

F 

(U.  C.) 

L 

(0.  C.) 

H 

(0.  C.) 

K 

(0.  C.) 

F 

(U.  C.) 

L. 

(0.  C.) 

M 

(0.  C.) 

F 

(U.  C.) 

L 

(0.  C.) 

M 

(0.  C.) 

K 

(0.  C.) 

F 

(ü.  C.) 

L 

(0.  C.) 

K 

(0.  C.) 

F 

(U.  C.) 

L 

(0.  C.) 

L 

(0.  C.) 

M 

(0.  C.) 

A 

(0.  C.) 

F 

(U.  C.) 

L 

(0.  C.) 

M 

(0.  C.) 

A 

(0.  C.) 

G 

(U.  C.) 

21  21 

22  25 

21  21 

22  25 
2»  30 

20  37 

21  21 

22  25 

23  30 

21  22 

22  25 

23  30 

20  37 

21  22 

22  25 

20  37 

21  22 

22  25 

22  25 

23  30 
0  55 

21  22 

22  25 

23  30 

0  55 

1  49 


'49!26 

32.28 

7.80 

33.35 
9.36 
6.46 

2.52 
48.85 
21.35 
16.99 

9.02 
34.14 
30.50 

17.40 
10.11 
34.08 

18.50 
10.86 
35.06 

45.54 

42.44 

6.96 

26.65 

46.30 

44.19 

8.27 

3.58 


20"  3  4" 
21  19 

28  22 

21  19 

22  22 

23  27 

20  34 

21  19 

22  22 

23  27 

21  19 

22  22 

23  27 

20  34 

21  19 

22  22 

20  34 

21  19 

22  22 

22  22 

23  27 
0  52 

21  19 

22  22 

23  27 

0  52 

1  45 


'36!15 
10.97 
59.53 

11.13 
59.31 
58.97 

34.57 
12.68 
57.35 
57.37 

15.10 
54.04 
54.18 

32.31 
15.30 
53.76 

32.15 
15.50 
53.48 

50.84 
50.77 
1^.38 

17.67 
50.28 
50.17 
12.13 
52.41 
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folglich  der  wahrscheinliche  Fehler  eines  für  den  Al)end  angewandten 
Azimutmitlels  aus  drei  Beobachtungen  zu 

±0?04  . 


Azimutes   für   Leipzig. 


a-T' 

Jt  für  die 

Culminationszeil 

des  Polsterns 

tt -T'-Jl 

Azimut  k 

Tagosmittel 

-2'»13?M 
-2   2r31 
-2     8.27 

-2-1fi-54 
-2    16.73 
-2    16.56 

+  3?43 
-4.58 
+  8.29 

-1508 
-0.89 
-1.17 

-1^05 

-2  22.22 
-2    10.05 
—  2     7.49 

-2   17.74 
-2    17.66 
-2    17.69 

-   4.48 
+   7.61 
+  10.20 

-0.87 
-1.07 
-1.04 

—  0.99 

—  i   27.<»5 

—  2   36.n 
-2   24.00 
-2    19.62 

-2   30.39 
-2   30.42 
-2  30.53 
-2   30.50 

+  2.44 

-  5.75 
+    6.53 
+  10.88 

-0.77 
-1.12 
—  0.92 
-1.11 

-0.98 

—  2    53.92 

—  2    40.10 
-2   36.32 

-2   47.63 
-2   47.67 
-2   47.67 

-   6.29 
+   7.57 
+  11.35 

-1.22 
-1.06 
-1.16 

—  1.15 

-2    45.09 

—  2   54.81 

—  2    40.32 

-2   48.32 
-2   48.34 
-2   48.43 

+  3.23 
-6.47 
+  8.11 

-1.02 
-1.26 
-1.J4 

-1.14 

—  2    46.35 
-2   55.36 
-2    41.68 

-2   49.44 
-2   49.43 
-2   49.50 

+  3.09 
-5.93 
+  7.92 

-0.97 
-1.15 
-1.11 

—  1.08 

—  2  54.70 

—  2   51.67 

—  2   54.58 

-3     2.16 
-3     2.20 
-3     2.25 

+   7.46 
+  10.53 

+   7.67 

-1.05 
—  1.08 
-1.05 

-1.06 

—  3     8.98 

—  2   56.01 
-8  64.02 
-2   66.14 

—  3   11.17 

-3     3.41 
-3     3.41 
-3     3.47 
-3     3.46 
-3     3.41 

-5.57 
+  7.40 
+  9.45 
+  7.32 
-7.76 

-1.08 
-1.04 
-0.96 
-1.00 
-1.26 

-1.07 
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2.  Das  Instrument  in  Wien. 

a.    Die  Neigung, 

üeber  die  Ableitung  ist  schon  Alles  bei  dem  Leipziger  Instruineat 
gesagt.     Es  fand  sich  in  Wien: 

P  =  0r095  . 

Die  Grösse  Zapfen  West  —  Ost  ist 

nach    Weinek         =  -I-1P078  , 
»       von   Steeb   =-hi.1i4  . 

Die  stündliche  Aenderung  der  Neigung  findet  sich  im  Durchschnitt  zu 

—  0P024  , 

also  auch  verschwindend  klein. 

Der  wahrscheinliche  Fehler   einer    Nivellirung  ist 

±0f20  , 

daher   der   der  definitiven  Neigungen,    bei  welchen    im  Durchschnitt 
3.4  Nivellirungen  zu  einem  Mittel  vereinigt  sind,  zu 

±0P11  =  ±Ü?010  . 

Die  einzelnen  Nivellirungen  sind  in  Tabelle  VII,  die  Mittelwerthe  und 
definitiven  Neigungen  in  Tabelle  VIU  enthalten. 


Tabelle  VII.    Beobachtete   Neigungen    in   Wien. 


4  875,  Tag 

Uhrzeit 

Krcislage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 

Kreis  Wesl 



Octoher  8 

20^3  bis  20Ü6 

w 

—  0F10 

-OPIOO 

Beobachter 

w 

+  0.27 

+  0.270 

von  Steeb 

20.6  bis  2^.3 

0 

—  0.80 

+  0.324 

0 

-4.15 

-0.026 

0 

-1.25 

—  0.126 

0 

-iM 

+  0.024 

21.3  bis  22.4 

w 

+  0.27 

+  0.270 

w 

+  0.05 

+  0.050 

w 

+  0.22 

+  0.220 

w 

+  0.50 

+  0.500 
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1875,  Tag 

Uhrzeit 

Kreislage 
0 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

October  8 

22H  bis  22W 

-0P60 

+  0P524 

von  Steeb 

0 

-0.95 

+  0.174 

October  9 

21.0  bis  21 .3 

0 

-0.87 

+  0.254 

von  Steeb 

0 

-0.97 

+  0.154 

21 .3  bis  «2.4 

w 

+  0.32 

+  0.320 

w 

■   +0.12 

+  0.1*0 

w 

+  0.15 

+  0.150 

w 

+  0.45 

+  0.450 

22.4  bis  23.5 

0 

-0.67 

+  0.454 

0 

-0.82 

+  0.304 

0 

-1.02 

+  0.104 

0 

—  1.00 

+  0.124 

23.5  bis   0.0 

w 

+  0.15 

+  0  150 

w 

+  0.15 

+  0.150 

October  19 

20*9 

w 

-0.24 

-0.240 

Beobachter 

21.2 

w 

+  0.80 

+  0.800 

Weinek 

21.4 

0 

-0.35 

+  0.728 

21.7 

0 

-0.89 

+  0.188 

21.9 

0 

-1.04 

+  0.038 

22.4 

0 

—  0.88 

+  0.203 

22.7 

w 

+  0.16 

+  0.160 

22.9 

w 

-0.04 

-0.040 

23.3 

w 

+  0.63 

+  0.625 

23.6 

0 

-0.65 

+  0.428 

0,0 

0 

-1.19 

—  0.112 

November  2 

20.1 

0 

+  1.05 

+  2.128 

Weinek 

20.9 

0 

+  0.76 

+  1.838 

21.2 

0 

+  1.39 

+  2.468 

21.4 

w 

+  2.41 

+  2.410 

21.7 

w 

+  1.99 

+  1.990 

22.3 

w 

+  2.46 

+  2.460 

22.5 

0 

+  1.54 

+  2.618 

22.9 

0 

+  0.44 

+  1.518 

23.2 

0 

+  1.00 

+  2.078 

23.6 

w 

+  1.98 

+  1.975 

23.9 

w 

+  1.96 

+  1.960 

November  3 

20.3 

w 

+  2.08 

+  2.075 

Weinek 

20.5 

w 

+  2.66 

+  2.660 

20.7 

0 

+  1.68 

+  2.753 

20.9 

0 

+  1.25 

+  2.328 
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4875,  Tag 

Uhrzeil 

Kreislagu 

Neigung 

Neigung, 
besogen  auf 
Kreis  West 

November  3 

S1Ü2 

0 

+  1*31 

+  2?388 

Beohachier 

il.4 

w 

+  2.36 

+  2.360 

Weinek 

21.9 

w 

+  2.11 

+  2.110 

22.2 

w 

+  2.71 

+  2.710 

22.6 

0 

+  1.78 

+  2.853 

22.9 

0 

+  1.25 

+  2.328 

November  4 

20.1 

0 

+  1.86 

+  2.938 

Weinek 

20.S 

0 

+  «.06 

+  3.138 

20.6 

w 

+  3.15 

+  3.150 

20.9 

w 

+  3.80 

+  3.200 

21.2 

w 

+  3.68 

+  3.675 

21.4 

0 

+  2,59 

+  3.668 

21.7 

0 

+  2.08 

+  3.153 

22.2 

0 

+  2.24 

+  3.318 

22.6 

w 

+  3.24 

+  3.240 

22.9 

w 

+  3.10 

+  3.100 

November  14 

20Ö  bis  20*6 

w 

+  1.07 

+  1.070 

Beobachter 

w 

+  1.52 

+  1.520 

von  Steeb 

20.6  bis  21 .3 

0 

+  0.40 

+  1.524 

0 

—  0.20 

+  0.924 

0 

-0.17 

+  0.954 

21.3  bis  22.4 

w 

+  1.05 

+  1.050 

w 

+  1.00 

+  1.000 

w 

+  0.82 

+  0.820 

w 

+  1.17 

+  1.170 

22.4  bis  23. S 

0 

—  0.37 

+  0.754 

0 

—  0.67 

+  0.454 

0 

-0.70 

+  0.424 

0 

-0.35 

+  0.774 

23.5  bis    0.9 

w 

+  0.40 

+  0.400 

w 

+  0.55 

+  0.550 

w 

+  0.9« 

+  0.920 

w 

+  0.70 

+  0.700 

w 

+  1.17 

+  1.170 

0.0  bis    1.2 

0 

-0.17 

+  0.954 

0 

-0.55 

+  0.574 

0 

-0.35 

+  0.774 

0 

0.00 

+  1.124 

November  16 

20U 

0 

+  0.57 

+  1.694 
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1875,  Tag 

Uhrzeit 

Kreislage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

November  16 
Beobachter 
von  Steeb 

20>!6  bis  24  US 

W 
W 
W 
W 

+  0?97 
+  0.87 
+  0.95 
+  4.40 

+  0P970 
+  0.870 
+  0.950 
+  4.400 

24.3  bis  22.4 

0 
0 
0 
0 

-0.45 
-0.25 
-0.62 
-0.6Ö 

+  0.974 
+  0.874 
+  0.504 
+  0.474 

' 

22.4  bis  23.5 

w 
w 
w 
w 

+  0.47 
+  0.70 
+  0.72 
+0.82 

+  0.470 
+  0.700 
+  0.720 
+  0.820 

23.5  bis    0.9 

0 
0 
0 
0 
0 

-0.27 
-0.75 
-0.72 
—  0.87 
-0.82 

+  0.854 
+  0.374 
+0.404 
+  0.254 
+  0.304 

0.9  bis    4.8 

w 
w 
w 
w 

+  0.40 
+  0.47 
+  0.47 
+  0.62 

+  0.400 
+  0.470 
+  0.470 
+0.620 

4.8  bis    2.2 

0 
0 

-0.47 
-0.75 

+  0.654 
+  0.374 

Tabelle  VIII.    Ableitung  der  angewandten  definitiven  Neigungen 

in  Wien. 


Mittel 

Mitlei  der 
Neigungen, 
bezogen  auf 

Neigung  reducirt  wegen 

Definitive  Neigung  in 

<875,  Tag 

der 
Uhrzeiten 

Zapfenungleiclibeit 

Zeitsecunden 

Kreis  West 

West 

Ost 

West 

Ost 

Oetober  8 

1 

20H 

+  0P085 

-0?496 

-0?758 

-0*049 

—  0!072 

Beobachter 

20.9 

+  0.049 

-0.232 

-0.794 

-0.022 

-0.075 

von  Steeb 

24.8 

+  0.260 

—  0.024 

—  0.583 

—  0.002 

-0.055 

22.6 

+  0.349 

+  0.068 

-0.494 

-0.006 

-0.047 

Oetober  9 

24.2 

+  0.204 

—  0.077 

-0.639 

-0.007 

-0.064 

von  Steeb 

24.8 

+  0.260 

-0.024 

-0.583 

-0.002 

-0.055 

22.9 

+  0.246 

-0.035 

-0.597 

-0.003 

-0.057 

23.7 

+  0.450 

-0.434 

-0.693 

-0.042 

-0.066 
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Miitol 

Mittel  der 
Neigungen, 
bezogen  auf 

Neigung  reducirt  wegen 

Definitive 

Neigung  in 

1875,  Tag 

der 
Uhrzeiten 

Zapfenungleichheit 

Zeitsecuaden 

Kreis  West 

West 

Ost 

West 

1         Ost 

October  19 

21 H 

+  0?303 

+  OP034 

-0P505 

+  0!003 

— 0?048 

Beobachter 

22.7 

-1-0.108 

-0.161 

-0.700 

-0.015 

-0.066 

Weinek 

23.6 

+  0.314 

+  0.045 

-0.494 

+  0.004 

-0.047 

November  2 

21.1 

-»-2.167 

+  1.898 

+  1.359 

+  0.180 

+  0.129 

Weinek 

22.6 

-1-2.199 

+ 1 .930 

+  1.391 

+  0.183 

+  0.132 

23.6 

-1-2.004 

+  1.735 

+  1.196 

+  0.165 

+  0.114 

November  3 

20.6 

-1-2.454 

+  2.185 

+  1.646 

+  0.208 

+  0.156 

Weinek 

21.5 

-».  2.286 

+  2.017 

+  1.478 

+  0.192 

+  0.140 

22.6 

-1-2.630 

+  2.361 

+  1.822 

+  0.224 

+  0.173 

November  4 

20.5 

-1-3.106 

+  2.837 

+  2.898 

+  0.270 

+  0.218 

Weinek 

21.4 

-1-3.499 

+  3.230 

+  2.691 

+  0.307 

+  0.256 

23.6 

■4-3.219 

+  2.950 

+  2.411 

+  0.280 

+  0.229 

November  i  4 

20.4 

-Hl.i95 

+  1.014 

+  0.452 

+  0.096 

+  0.043 

Beobachter 

21.0 

-^1.134 

+  0.853 

+  0.291 

+  0.081 

+  0.028 

von  Sleeb 

21.8 

-1-1.010 

+  0.729 

+  0.167 

+  0.069 

'  +0.016 

22.9 

+  0.601 

+  0.320 

-0.242 

+  0.030 

—  0.023 

0.2 

+  0.748 

+  0.467 

—  0.095 

+  0.044 

-0.009 

1.0 

+  0.856 

+  0.575 

+  0.013 

+  0.055 

+  0.001 

Novenjber  1 6 

20.4 

+  1.694 

+  1.413 

+  0.851 

+  0.134 

+  0.081 

von  Steeb 

20.9 

+  0.972 

+  0.691 

+  0.129 

+  0.066 

+  0.012 

21.8 

+  0.706 

+  0.425 

-0.137 

+  0.040 

,  —0.013 

22.9 

+  0.678 

+  0.397 

-0.165 

+  0.038 

-0.016 

0.2 

+  0.438 

+  0.157 

—  0.405 

+  0.015 

1  —0.038 

1.3 

+  0.448 

+  0.167 

-0.395 

+  0.016 

1  -0.037 

2.0 

+  0.5)4 

+  0.233 

-0.329 

+  0.022 

-0.031 

b.    Die  CoUimalion, 

Die  zur  Ableitung  der  Collimationsfehler  angewandte  Formel  ist 
schon  bei  dem  Leipziger  Instrument  gegeben.  Die  Variation  beträgt 
in  21.4  Stunden  gerade  Null  und  verschwindet  daher  absolut. 

Der  wahrscheinliche  Fehler   einer   Collimation  beträgt 

±0f015  , 

der  eines  aus  drei  Werthen  bestehenden  Tagesmittels 

±0?009  . 

Die  erhaltenen  Werthe  der  Collimation  sind  in  Tabelle  IX  ent- 
halten. 
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c.    Das  Azimul. 

Die  Azimute  für  das  Wiener  Instrument  sind  genau  in  derselben 
Weise  abgeleitet,  wie  bei  dem  Leipziger  Instrument  und  befinden 
sich  die  dazu  gehörigen  Daten  in  Tabelle  X.  Auch  hier  ist  ein 
Gang  im  Azimut  nicht  vorhanden,  denn  die  Veränderung  findet  sich 

Polstern  F  —  Polstern  K  im  Durchschnitt  —  0?044  , 

L  —  »        F  »             »  +0.004  , 

M  —  »        L  »             »  +  0.042  , 

A  —  »        M  »             »  0.000  , 

also  theils  positiv,  theils  negativ  und  im  Durchschnitt  fast  Null.  Es 
ist  aus  den  an  jedem  Abend  erhaltenen  Azimuten  daher  das  Mittel 
genommen  und  bei  der  Reduction  der  Beobachtungen  angewandt. 

Betrachtet  man  die  Abweichungen  als  zufällige  Fehler,  so  findet 
sich  der  wahrscheinliche  Fehler    einer   Azimutbestimmung  zu 

±0?033  , 

der  eines  Tagesmittels  aus  drei  Einzelwerthen ,  welche  meist  vor- 
handen sind,  zu 

±0?02  . 
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Tabelle  IX. 


[30 
Ableitung   der 


1875,  Tag 


October  8 


Oclober  9 


October  19 


November  2 


N«vember  3 


November  4 


November  44 


November  46 


K  (0.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  (0.  C.) 


F  (ü. 
L  (0. 
M(0. 


C.) 
C.) 

C.) 


F  (U.  C.) 
L  (0.  C.) 
M  (0.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  (O.  C.) 
M  (O.  C.) 

K  (0.  C.) 
F  (ü.  C. 
L  (0.  C.) 


K  (0.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  (0.  C.) 

K  (0.  C.) 

F  (ü.  C.) 
L  (O.  C.) 
M  (0.  C.) 
A  (0.  C.) 

K  (0.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  (0.  C.) 
M  (0.  C.) 
A  (O.  C.) 

G  (ü.  C.) 


Durchgangszeit 
Kreis  West 


2O''35'»12?i0 

21  19  38.38 

22  23  39.96 

24  39  34.74 

22  23  37.88 

23  28  42.56 

24  49  24.42 

22  23  25.07 

23  28  28.62 

24  19  42.99 

22  23  7.47 

23  28  44.95 

20  34  45.!t6 

24  49  47.72 
22  23  4  4.83 

20  34  50.46 
24  49  24.00 
22  23    46.34 


20 
24 
22 
23 
0 


35 
49 
23 
28 
53 


22.55 
56.34 
49.24 
53.92 
40.63 


20  34  22.20 

24  48  56.38 

22  22  48.79 

23  27  52.46 
0  52  44.45 
4  45  29.68 


Correclion 
rur  { 


•0H4 
0.00 
0.00 

0.00 

0.00 

•0.43 

■0.04 
-0.45 
-0.05 

-0.82 
-4.85 
-2.20 

-4.42 

-0.87 

-2.27 

p4.45 
-4.40 
h2.83 

hO.54 
-0.32 

kO.74 
t-0.53 
hO.44 

1-0.38 
-0.32 
1-0.40 
kO.53 
1-0.40 
-0.06 


Durchgangszeit 
Kreis  Ost 


20''3.i'»12!32 

21  19   36.53 

22  23   39.93 

21    19   34.74 
28  23   38.23 

23  28   41.57 

21  19   23.48 

22  23    21..'i2 

23  28   24.73 

21  19    13.82 

22  23     5.11 

23  98     9..5S 

20  34    44.06 

21  19    18.57 

22  23    10.08 

20  34    49.42 

24  49  24.93 
22  23    45.34 


20  35 
24   49 

22  23 

23  28 
0  53 

20  34 

24  48 

22  22 

23  27 


52 
45 


24.79 
57.4» 
47.06 
54.32 
8.99 

24.88 
57.59 
46.66 
50.45 
9.37 
34.46 


Tabelle  X.    Ableitung   des 


4875,  Tag 

Polstern 

T'  Durchgangszeit 

corrigirl  wegen 

1  und  c 

a 

October  8 

K  (0.  C. 

F  (ü.  C. 

L  (0.  C.) 

20*  35«' 4  4^99 
24    49   36.74 
22  23    39.50 

20''34-36M5 
24    49    40.97 
22  22   59.53 
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Collimation   in  Wien. 


Correction 

Darchgangs2eiten  corrigirt 
fdr  i 

Durcbgangs- 
zeit 

Collimations- 

Angewandtes 
Tagesmitlel 

für  i 

Kreis  West 

Kreis  Ost 

West  -  Ost 

fehler 

c» 

-0!43 

12^29 

11!!89 

+  0!40 

-0i03 

+  0.36 

36.38 

36. S9 

-0.51 

-0.04 

-o;03 

-0.51 

39.96 

39.42 

+  0.54 

-0.02 

+  0.27 

34.74 

35.01 

-0.27 

-0.02 

—  0.61 

37.88 

37.62 

+  0.26 

-0.01 

—  0.03 

—  0.80 

42.43 

40.77 

+  1.66 

-0.05 

+  0.22 

21.41 

23.70 

-2.29 

-0.16 

-0.67 

24.92 

20.85 

+  4.07 

—  0.16 

-0.15 

—  0.63 

28.67 

24.10 

+  4.57 

-0.13 

-0.59 

12.17 

13.23 

-1.06 

-0.08 

+  1.34 

9.02 

6.45 

+  «.57 

-0.10 

-0.09 

+  1.52 

14.14 

11.04 

+  3.10 

-0.09 

+  0.84 

46.38 

44.90 

+  1.48 

—  0.12 

-0.64 

16.85 

17.93 

-1.08 

-0.08 

-0.10 

+  1.75 

14.10 

n.83 

+  2.27 

—  0.09 

+  1.17 

51.61 

50.29 

+  1.32 

-0.10 

-1.17 

22.60 

23.76 

-1.16 

—  0.08 

—  0.08 

+  2.32 

19.17 

17.66 

+  1.51 

—  0.06 

+  0.16 

23.09 

21.95 

+  1.14 

-0.09 

-0.14 

56.02 

67.35 

-1..S3 

-0.09 

-0.20 

49.95 

46.86 

+  3.09 

-0.12 

—  0.10 

-0.27 

54.45 

51.05 

+  3.40 

-0.10 

0.00 

11.04 

8.99 

+  2.05 

—  0.08 

+  0.43 

22.58 

22.31 

+  0.27 

-0.02 

+  0.05 

56.06 

57.64 

-1.58 

-0.11 

-0.10 

49.19 

46.56 

+  2.63 

-0.10 

-0.09 

-0.53 

52.99 

49.62 

+  3.37 

-0.10 

-0.41 

11.55 

8.96 

+  2.59 

-0.10 

+  0.17 

29.62 

31.33 

-1.71 

—  0.10 

Azimutes   in   Wien. 


Jt  für  dte 
a~T'               Culminationazeil 
des  Polsterns 

v-T'-Jt 

Azitnvt  k 

TageAnittel 

-S5?84 

-25.77 
-39.97 

—  81  »83 
-31.80 
-31  75 

-4!01 
+  6.03 

-8.22 

+  1!18 
+  1.11 

+  1.07 

+  1H1 
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4875,  Tag 

Polstern 

T'  Durcbgangszeit 

corrigirt  wegen 

t  und  c 

a 

October  9 

F 

(II.  C.) 

21»'<9'»34f98 

21M9-11-13 

L 

lO.  C.) 

•ii  23    37.56 

22  22 

59.31 

M 

(0.  C.) 

n  28    41.35 

23  27 

58.97 

Oclober  49 

F 

(U.  C.) 

21    19   22.66 

21   19 

12.68 

L 

(0.  C.) 

22  28    22.72 

22  22 

57.35 

M 

(0.  C.) 

23  28   26.15 

23  27 

57.37 

November  2 

F 

(ü.  C.) 

21   19    12.84 

21   19 

15.10 

L 

(0.  C.) 

22  23      7.65 

22  22 

54.04 

H 

(0.  C.) 

23  28    12.41 

23  27 

54.18 

November  3 

K 

(0.  C.) 

20  34    45.60 

20  34 

32.31 

F 

(U.  c. 

21   19    17.54 

21    19 

15.30 

L 

(0.  c. 

22  23    12.84 

22  22 

53.76 

November  4 

K 

(0.  C.) 

20  34    50.91 

20  34 

32.15 

F 

(U.  C.) 

21    19   23.33 

21    19 

15.50 

L 

(0.  C.) 

22  23    18.28 

22  22 

53.4S 

November  U 

K 

(0.  C.) 

20  35    22.46 

20  34 

30.67 

F 

lü.  C.) 

21    19    56.76 

21   19 

17.26 

L 

(0.  C.) 

22  23    48.28 

22  22 

50.84 

M 

(0.  C.) 

23  28   52.58 

23  27 

50.77 

A 

(0.  C.) 

0  53      9.89 

0  52 

12.38 

November  <6 

K 

(0.  C.) 

20  34    22.39 

20  34 

30.37 

F 

(U.  C.) 

21    18   56.92 

Äl   19 

17.67 

L 

(0.  C.) 

22  22    47.75 

22  22 

50.28 

M 

(0.  C.) 

23  27   51.14 

23  27 

50.17 

A 

0.  C.) 

0  52    10.13 

0  52 

12.13 

G 

U.  C.) 

1   45   30.56 

1   45 

52.41 

V.    Ermittelung  der  Uhrdifferenzen. 

Es  ist  schon  erwähnt,  dass  zur  Vergleichung  der  Uhren  unter 
einander  an  beiden  Stationen  eine  Anzahl  von  Signalen  gegeben 
wurden,  die  registrirt  sind.  Nach  der  gegenseitigen  Verständigung 
an  jedem  Abend  folgten  zunächst  etliche  Probesignale,  darauf  zwei 
Serien  von  Signalen  in  Intervallen  von  etwa  1?5  und  sind  von  jeder 
Serie  auf  jeder  Station  nur  32  gute  Signale  abgelesen  und  dieselben 
in  zwei  Gruppen  getheilt;  im  Ganzen  sind  jeden  Abend  vor  und  nach 
den  Zeitbestimmungen  von   beiden  Stationen   zusammen  256  Signale 
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Jt  für  die 

a-r 

Culminationszeit 

«  -  T'-  Jt 

Azimut  k 

Tagesmillel 

dos  Pol.stcrns 

-23!85 

—  30«00 

-»-   C!15 

-l-1»U 

-37.25 

-29.91 

-    8.34 

-1-1.09 

-»-i?n 

-42.38 

—  29.80 

—  12.58 

-»-1.19 

-   9.98 

-16.13 

-»-   6.15 

-1-1.14 

-25.37 

-16.05 

—   9,32 

-1-1.21 

-»-1.19 

-28.78 

-15.94 

-12.84 

-Hl. 22 

+   2.26 

-4.15 

-1-   6.41 

-»-1.18 

-13.61 

-4.41 

-   9.20 

-»-1.20 

-»-1.23 

—  18.23 

-4.56 

-43.67 

-»-1.29 

-13. «9 

—  8.99 

-4.30 

-»-1.24 

-   2.24 

-9.2i 

-»-7.00 

-1-1.29 

-»-1.26 

—  19.08 

-9.52 

-9.56 

-»-1.25 

—  18.76 

-14.23 

-   4.53 

-»-1.31 

-   7.83 

-14.45 

-»-   6.62 

-»-1.22 

-»-1.28 

-24.80 

-14.71 

—  10.09 

-«-1.31 

-51.79 

—  46.96 

-   4.83 

-1-1.39 

—  30.50 

-46.98 

-1-   7.48 

-»-1.38 

-57.44 

—  46.96 

-10.48 

■Hl. 36 

-1-1.38 

—  61.81 

-46.94 

—  14.93 

-»-1.41 

-57.51 

-46.96 

-10.65 

-»-1.34 

+   7.98 

-1-13.21 

-    5.23 

.»-1.51 

-1-20.75 

-1-13.24 

-1-   7.51 

-»-1.39 

-t-   2.53 

-1-13.21 

-10.68 

-»-1.39 

-»-1.40 

-   0.97 

-H13.24 

-14.21 

-»-1.35 

-*-   2.00 

-H13.18 

-11.18 

-»-1.42 

,. 

^-21.85 

-H13.22 

-1-   8.63 

+  1.33 

abgelesen  und  benutzt.  Dieselben  sind  für  jeden  Beobachtungsabend 
in  den  folgenden  Tabellen  XI  bis  XXVI  in  der  ersten  und  zweiten, 
vierten  und  fünften,  siebenten  und  achten,  zehnten  und  elften  Co- 
lumne  enthalten,  während  in  der  dritten,  sechsten,  neunten  und 
zwölften  Coluinne  gleich  die  Differenzen  und  am  Schlüsse  jeder  Ta- 
belle die  Mittel werthe  angegeben  sind.  Die  Federnparallaxe  ist  bei 
den  Signalen  noch  nicht  angebracht. 


Abhandl.  d.  K.  8.  Oesellecli.  d.  Wiesenech.    XX. 
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Zeichenwechsei 
Tabelle  XI.     1875  October  8. 


Zeichen 

gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

CbroD 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien           I         Leipzig 

Differenz 

«oT^-ii^eo 

20"  1-    9?45 

14»2!2l 

20'' 12'»   9!26 

19"  58'»   6!91 

14»2!35 

43.18 

10.90 

2.28 

10.35 

7.99 

2.36 

14.78 

12.31 

2.27 

12.21 

9.88 

2.33 

16,32 

14.09 

2.23 

13.55 

11.19 

2.36 

17.79 

15.55 

2.24 

14.58 

12.21 

2.37 

19.22 

16.98 

2.24 

16.52 

14.19 

2.33 

20.77 

18.52 

2.25 

18.36 

16.01 

2.35 

22.29 

20.03 

2.26 

19.55 

17.20 

2.35 

23.91 

21.67 

2.24 

21.22 

18.87 

2.35 

25.50 

23.23 

2.27 

22.92 

20.58 

2.34 

27.02 

24.75 

2.27 

24.6i 

22.28 

2..14 

28.46 

26.20 

2.26 

25.52 

23.14 

2.38 

29.92 

27.64 

2.28 

27.90 

25.56 

2.34 

31.40 

29.15 

2.25 

29.25 

26.89 

2.36 

32.90 

30.64 

2.?6 

30.25 

27.90 

2.35 

20  15    34.56 

20  1    32.28 

14    2.28 

20  12   32,31 

19  38    29.96 

14    2.35 

20M5'?4 

20''1<?3 

14"'2!«57 

20''12'!'3 

19"58'?3 

14'»2:351 

Tabelle  XII.     1875  Ootober  8. 


23"  18'»    1?55 

23"3"'59?65 

u-'ügo 

23"  15»'   3!05 

23"  1 

"•    1?06 

14-1!99 

2.82 

4      0.91 

1.91 

4.08 

2.08 

2.00 

4.16 

2.24 

1,92 

5.12 

3.11 

2.01 

5.38 

3.44 

1.94 

6.11 

4.10 

2.01 

6.64 

4.70 

1.94 

7.06 

5.05 

2.01 

7.87 

5.96 

1.91 

9.15 

7.13 

2.02 

9.12 

7.16 

1.96 

10.12 

8.11 

2.04 

10.34 

8.39 

1.95 

11.48 

9.49 

1.99 

11.53 

9.61 

1.92 

12.61 

10.61 

2.00 

12.72 

10.79 

1.93 

14.26 

12.25 

2.01 

13.92 

12.02 

1,90 

16.03 

14.05 

1.98 

15.12 

13.19 

1.93 

16.86 

14.88 

1.98 

16.34 

14.41 

1.93 

18.61 

16.61 

2.00 

17.50 

15.56 

1,94 

20.27 

18.30 

1.97 

18.65 

16.73 

1.92 

21.86 

19.89 

1.97 

23  18    19.85 

23  4    17.95 

14    1.90 

23  15   22.47 

23  1 

20.49 

14    1.98 

23"18'y2 

* 

23"4'?1 

1i'»1?925 

23"15';'2 

23"  1' 

r2 

14»  1^996 
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Wien-Leipzig. 
Erster  Zeichenwechsel. 


Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Vi 

ien 

Chron 
Wien 

agraph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wi^n           1          Leipzig 

Differenz 

«O'-l«'»  36:99 

49''58"'34?66 

4  4'»2?33 

20''45"'43?47 

20''4"'40!93 

4  4"  2:24 

38.36 

36.04 

2.3.) 

44.54 

42.29 

2.25 

39.52 

37.47 

2.35 

46.00 

43.75 

2.25 

44.40 

38.76 

2.34 

47.33 

45.05 

2.28 

42.5« 

40.46 

2.36 

48.69 

46.44 

2.25 

44.82 

42.46 

2.36 

49.97 

47.74 

2.26 

45.78 

43.44 

2.37 

54 .37 

49.40 

2.27 

47.22 

44.86 

2.36 

52.82 

50.56 

2.26 

48.90 

46.56 

2.34 

54.27 

54.99 

2.28 

51.00 

48.65 

2.35 

55.60 

53.34 

2.26 

63.46 

50.84 

2.35 

56.96 

54.74 

2.25 

54.44 

52.05 

2.36 

58.33 

56.09 

2.24 

56.44 

54.42 

2.32 

45    59.78 

57.55 

2.23 

59.04 

56.72 

2.32 

46      4.22 

4    58.97 

2.25 

59.90 

57.59 

2.34 

2.60 

2     0.34 

2.26 

20  13      4.86 

49  58   59.54 

44    2.32 

20  46      4.03 

20  2      4.79 

4  4    2.24 

acia-fs 

49''58?75 

4  4™  2:343 

20M5?9 

20M'?85 

4  4"  2:254 

Zweiter  ZeichenwechseL 


23>»45»53H8 

23''4"54?48 

4  4"  2:00 

23*  4  8""  39:93 

23"' 4"  38:03 

4 4» 4:90 

54.74 

52.72 

4.99 

41.40 

39.46 

4.94 

56.98 

54.96 

2.02 

42.22 

40.29 

4.93 

45   58.35 

56.34 

2.04 

43.26 

44.35 

4.94 

46      0.53 

58.55 

4.98 

44.35 

42.44 

4.94 

4.35 

4 

59.37 

4.98 

45.48 

43.54 

4.94 

3.09 

2 

4.42 

4.97 

46.54 

44.59 

4.95 

5.35 

3.35 

2.00 

47.65 

45.72 

4.93 

6.20 

4.24 

4.99 

48.69 

46.74 

4.95 

7.-55 

5.59 

4.96 

49.73 

47.77 

4.96 

9.34 

7.34 

2.00 

50.85 

48.94 

4.94 

40.83 

8.83 

2.00 

54.94 

50.04 

4.93 

44.54 

9.56 

4.98 

52.96 

54.00 

4.96 

43.22 

4  4.24 

2.04 

54.07 

52.40 

4.97 

45.66 

43.67 

4.99 

55.46 

53.24 

4.95 

23   16    46.53 

23  2 

44.55 

44    4.98 

23  48    56.28 

23  4   54.32 

44    4.96 

«3''16»4 

23''2'?4 

4  4"  4  »994 

23M8?8 

23" 478 

44»4?939 

21^ 
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C.  Briihns,  Neue  Bestimmung  [^^ 

Tabelle  XIIF.     4875  Oclober  9. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeiciien 

gegetwn  von  Leipzig 

Chron 
Wien 

Dgraph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien          '         Leipzig 

DiOerenz 

20"  23"«    1!85 

20h9m    2.49 

43"'59?36 

20'' 20"'    0!66 

20'' e-"    4H2 

43"'59!54 

3.28 

4.00 

59.28 

4.65 

2.42 

59.53 

4.74 

5.36 

59.35 

2.66 

3.40 

59.56 

5.95 

6.59 

59.36 

3.63 

4.08 

59.55 

7.27 

7.93 

59.34 

4.65 

5.40 

59.55 

8.58 

9.23 

59.35 

6.72 

7.46 

59.56 

9.84 

40.57 

59.27 

7.74 

8.20 

59.54 

41.13 

44.85 

59.28 

9.87 

40.34 

59,53 

42.35 

42.94 

59.44 

4  4.03 

4  4.48 

59.55 

13.63 

44.34 

59.32 

42.88 

43.36 

59.52 

14.90 

45.59 

59.34 

44.08 

44.54 

59.54 

46.48 

46.88 

59.30 

45.88 

46.34 

59.54 

47.48 

48.44 

59.37 

46.68 

47.44 

59.57 

22.36 

22.99 

59.37 

48.03 

48.48 

59.55 

23.55 

24.49 

59.36 

49.97 

20.45 

59.52 

20  23    25.90 

20  9   26.55 

43    59.35 

20  20    24.43 

20  6   24.60 

43    59.53 

20''23'?2 

20''9'?2 

43"'59!336 

20''20T2 

20''6'?2 

43"59!542 

Tabelle  XIV.     4875  Oclober  9. 


0''27"'4  4!62 

0M3"42!64 

43"'59?04 

0''24'»20!23 

OHO"'24!44 

43"'59!09 

43.02 

44.04 

58.98 

24.24 

22.45 

59.06 

44.30 

45.27 

59.03 

22.23 

23.42 

59.41 

45.54 

46.54 

59.03 

23.22 

24.42 

59.40 

46.84 

47.84 

59.00 

24.25 

25.45 

59.40 

47.93 

48.95 

58.98 

26.52 

27.43 

59.09 

49.49 

20.15 

59.04 

27.34 

28.20 

59.4  4 

20.39 

24.38 

59.04 

29.00 

29.93 

59.07 

24.56 

22.55 

59.04 

30.44 

34.30 

59.4  4 

22.76 

23.74 

59.02 

32.08 

32.98 

59.40 

23.90 

24.94 

58.99 

33.33 

34.25 

59.08 

25.43 

26.42 

59.04 

34.78 

35.68 

59.40 

26.27 

27.23 

59.04 

35.77 

36.66 

59.41 

27.42 

28.39 

59.03 

37.67 

38.59 

59.08 

28.60 

29.59 

59.04 

38.62 

39.53 

59.09 

0  27    29.77 

0  43    30.78 

43    58.99 

0  24    40.53 

0  40    44.45 

43    59.08 

0''271'3 

0''43T35 

43"'59?04  4 

0''24'?5 

0M0'?5 

43'"59!092 
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Zeichen 

gegeben  von  Leipzig 

Zeinhen  gegeben  von  Wien 

Chron< 
Wien 

>graph 

Leipzig 

DifTcrenz 

Chron< 
Wien 

>graph 

Leipzig 

Differenz 

äü'ao-aeH« 

20''6»26!57 

13'"591!55 

20''23'»29U5 

20''   9"'30!19 

13"'59?26 

2K.08 

28.53 

59.55 

30.58 

31.30 

59.28 

29.92 

30.39 

59.53 

31.79 

32.49 

59.30 

30.84 

31.28 

59.56 

34.07 

3t. 74 

59.33 

32.23 

32.66 

59.57 

35.17 

35.84 

5«. 33 

34.10 

34.58 

59.52 

37.50 

38.18 

59.32 

35.47 

35.92 

59.. 55 

38.64 

39.25 

59.39 

36.95 

37.41 

59.54 

40.88 

41.60 

59.28 

38.4« 

38.86 

59.55 

46.62 

47.34 

59.28 

39.14 

39.56 

59.55 

50.07 

50.76 

59.31 

40.44 

40.91 

59.53 

54.59 

55.24 

59.35 

41.67 

42.14 

59.53 

55.72 

56.41 

59.31 

43.53 

43.99 

59.54 

23    59.06 

9   59.80 

59.26 

45. 1H 

45.66 

59.. 'i2 

24      1.37 

10      2.10 

59,27 

46.06 

i6.51 

59.55 

2.52 

3.19 

59.33 

20  20    47.93 

^0  6   48.38 

13    59.55 

20  24      8.52 

20  10      9.19 

13    59.33 

20'"20'?6 

20''6'?6 

13-59!543 

<0''23'?7 

20'«9'?7 

IS-'SgfJOS 

Zweiter  Zeichen  Wechsel. 


0»'24'»49»24 

0*10" 

•50H6 

13» 59^08 

0''27"'35?68 

0''13'»36?66 

13»59?02 

50.62 

51.5» 

59.11 

36.83 

37.84 

58.99 

52.10 

53.01 

59.09 

37.90 

38.89 

59.01 

53.43 

34.35 

59.08 

38.99 

39.94 

59.05 

55.36 

56.27 

59.09 

40.15 

41.13 

59.02 

56.58 

57.51 

^9.07 

41.21 

42.21 

59.00 

57.76 

10 

58.70 

59.06 

42.30 

43.26 

59.04 

24    59.51 

11 

0.40 

59,11 

43.39 

44.38 

59.01 

25     0.92 

1.85 

59.07 

44.61 

45.60 

59.01 

1.76 

2.68 

59.08 

45,72 

46.71 

59.01 

3.62 

4.53 

59.09 

46.81 

47.79 

59.02 

4.90 

5.85 

59.05 

»7.91 

48.91 

59.00 

6.39 

7.30 

59.09 

49.05 

50.05 

59.00 

7.55 

8.45 

59.10 

50.23 

51.19 

59.04 

9.51 

10.44 

59.07 

51.31 

52.30 

59.01 

0  25    10,51 

0  11 

11,42 

13    59.09 

0  27   52.43 

0  13    53.44 

13    58.99 

0''25?0 

0M1' 

ro 

13'»59'083 

0h27i»7 

OMS?? 

13-59!014 

Digitized  by 


Google 


318 


(>.  Brühns,   Neue  Bestuimung  [38 

Tabelle  XV.     1875  October  19. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chron 
Wien 

Dgraph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien          1         Leipzig 

Differenz 

jQh^a^iifai 

20" g»    8!37 

IS- 

''32!87 

20''25"'    4«43 

20''11"'31!50 

13°'32!93 

42.74 

9.87 

32.87 

5.88 

32.92 

32.96 

43.74 

10.88 

32.86 

7.16 

34.21 

32.95 

45.17 

12.27 

32.90 

8.48 

35.50 

32.98 

47.01 

14.15 

32.86 

9.87 

36.90 

32.97 

47.84 

14.98 

32.86 

11.17 

38.23 

32.94 

49.66 

16.78 

32.88 

12.37 

39.41 

32.96 

51.97 

19.11 

32.86 

13.60 

40.63 

32.97 

53.01 

20.12 

32.89 

14.72 

41.78 

32.94 

54.79 

21.91 

32.88 

15.88 

42.92 

32.96 

55.97 

23.11 

32.86 

16.97 

44.00 

32.97 

57.18 

24.30 

32.88 

18.14 

45.20 

32.94 

22 

58.96 

26.09 

32.87 

19.28 

46.35 

32.93 

23 

0.56 

27.68 

32.88 

20.44 

47.47 

32.97 

1.99 

29.15 

32.84 

21.54 

48.59 

32.95 

20  23 

3.06 

20  9   30.22 

IS 

32.84 

20  25    22.66 

20  11    49.72 

13    32.94 

30''22'?9 

20''9'!'3 

13' 

»32f869 

20''25'r2 

20" 11 »7 

13»32!954 

Tabelle  XVI.     1875  Ootober  49. 


0''27'"12?03 

0M3«'39!52 

13'»32;51 

0''29"'34?00 

0''16"    1!45 

13'»38?55 

13.03 

40.53 

32.50 

35.25 

2.69 

32.56 

14.40 

41.91 

32.49 

36.46 

3.87 

32.59 

16.13 

43.63 

32.50 

37.66 

5.13 

32.53 

17.90 

45.44 

32.46 

38.87 

6.34 

32.53 

20.06 

47.59 

32.47 

40.11 

7.54 

32.57 

21.01 

48,52 

32.49 

41.32 

8.77 

32.55 

22.49 

50.06 

32.43 

42.58 

10.06 

32.52 

24.34 

51.85 

32.49 

43.74 

11.26 

32.48 

25.81 

53.33 

32.48 

45.01 

12.47 

32.54 

27.94 

55.44 

32.50 

46.20 

13.65 

32.55 

28.70 

56.21 

32.49 

47.42 

44.90 

32.52 

30.01 

57.55 

32.46 

48.61 

16.05 

32.56 

31.32 

13    58.85 

32.47 

49.73 

17.17 

32.56 

32.68 

14      0.18 

32.50 

50.89 

18.35 

32.54 

0  27   34.01 

0  14      1.53 

13    32.48 

0  29   51.93 

0  16    19.38 

13    32.55 

Oh  271.4 

0M3785 

13«'32!483 

0''29'?7 

0M6?2 

13"'32»544 
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Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chron 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

Chron 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

20*25-28?36 

20''11"'55?38 

13"32?97 

20'' 23"   9!07 

20''9»36?19 

13-32?88 

29.82 

.     56.55 

32.97 

10.40 

37.51 

32.89 

30.62 

57.66 

32.96 

12.40 

39.51 

32.89 

31.73 

58.79 

32.94 

13.80 

40.93 

32.87 

32.95 

11    59.97 

32.98 

14.86 

41.97 

32.89 

34.U 

12      1.18 

32.96 

16.58 

43.66 

32.92 

.35.43 

2.49 

32.94 

17.90 

45.02 

32.88 

36.60 

3.62 

32.98 

19.18 

46.32 

32.86 

37.74 

4.80 

32.94 

20.49 

47.61 

32.88 

38.92 

5.96 

32.96 

21.56 

48.69 

32.87 

40.40 

7.11 

32.99 

23.01 

51.16 

32.85 

41.44 

8.18 

32.96 

24.89 

51.97 

32.92 

42.38 

9.43 

32.95 

27.19 

54.32 

32.87 

43.55 

10.62 

32.93 

28.73 

55.82 

32.91 

44.76 

11.80 

32.96 

30.20 

57.34 

32.88 

20  25    45.93    20  12    12.97 

13    32.96 

20  23    32.29 

20  9   59.40 

13   32.89 

«0*28«'6 

20''12'?2 

13»32!959 

20''23'?3 

20*9»8 

13»32'883 

Zweiter  Zekbenwechsel. 


0''29-56?46 

0''16"23!89 

13»32!57 

0''27-40;12 

Oi'U-   7!61 

13< 

•32!51 

57.60 

25.05 

32.55 

42.86 

10.10 

32.46 

58.71 

26.18 

32.53 

43.77 

11.32 

32.45 

29   59.84 

27.28 

32.56 

45.13 

12.65 

32.48 

30     0.93 

28.37 

32.56 

46.58 

14.10 

32.48 

2.05 

29.50 

32.55 

47.71 

15.22 

32.49 

3.14 

30.61 

32.53 

49.34 

16.84 

32.50 

4.25 

31.70 

32.55 

51.52 

19.02 

32.50 

5.33 

32.78 

32.55 

62.89 

20.40 

32.49 

6.44 

33.91 

32.53 

54.73 

22.28 

32.45 

7.49 

34.95 

32.54 

55.93 

23.44 

32.49 

8.57 

36.01 

32.56 

57.24 

24.78 

32.46 

9.67 

37.11 

32.56 

27   59.00 

26.51 

32.49 

10.75 

38.19 

32.86 

28     1.41 

28.94 

32.47 

11.81 

39.26 

32.55 

2.94 

30.49 

32.45 

0  30    12.93 

0  16   40.36 

13   32.87 

0  28     4.68 

0  14    32.19 

13 

32.49 

O^SO-I 

0^1 6»5 

13'»32'881 

0''27-85 

0M4?3 

13' 

•32?479 

Digitized  by 
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C.   Bruhns,    Neue  Bestimmung  [40 

Tabelle  XVII.     1875  November  2. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chron( 
Wien 

)graph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

Differenz 

1 

«o'-ae-'as^oi 

20''13"'24?57 

13-3H7 

20h  28».    3«68 

20'' 15«'    OH  3 

13'»3?55 

29.75 

26.29 

3.46 

4.95 

1.42 

3.53 

31.42 

27.64 

3.48 

6.18 

2.66 

3.52 

32.29 

28.82 

3.47 

7.44 

3.88 

3.56 

33.89 

30.43 

3.46 

8.59 

5.06 

3.53 

35.10 

31.62 

3.48 

9.77 

6.28 

3.49 

36.66 

33.20 

3.46 

10.91 

7.39 

3.52 

38.65 

35.20 

3.45 

12.10 

8.57 

3.53 

40.26 

36.80 

3.46 

13.33 

9.81 

3.52 

41.85 

38.40 

3.45 

14.52 

10.98 

3.54 

43.19 

39.71 

3.48 

15.68 

12.12 

3.56 

44.85 

41.40 

3.45 

16.78 

13.25 

3.53 

46.67 

43.20 

3.47 

17.92 

14.39 

3.53 

47.62 

44.15 

3.47 

19.15 

15.59 

3.56 

49.47 

46.02 

3.45 

20.30 

16.76 

3.54 

20  26    52.28 

20  13    48.81 

13    3.47 

20  28    21.50 

20  15    17.97 

13    3.53 

20''26™6 

«oMs-je 

13'»3?464 

20''28'?2 

20''15'?1 

13'»3!534 

Tabelle  XVIII.     1875  November  «. 


0''33'"47?06 

0''20' 

»42»84 

IS»  4^22 

0>'35'»15f78 

0''22'"11!49 

13'»4!29 

48.83 

44.61 

4.22 

17.13 

12.85 

4.28 

50.03 

45.81 

4.22 

18.41 

14.15 

4.26 

52.44 

48.22 

4.22 

19.74 

15.44 

4.30 

53.86 

49.66 

4.20 

21.04 

16.76 

4.28 

55.44 

51.19 

4.25 

22.49 

18.21 

4.28 

57.85 

53.65 

4.20 

23.80 

19.52 

4.28 

33    59.61 

55.38 

4.23 

25.08 

20.80 

4.28 

34      1.53 

57.33 

4.20 

26.40 

22.14 

4.26 

3.87 

20 

59.64 

4.23 

29.11 

24.83 

4.28 

5.37 

21 

1.13 

4.24 

30.36 

26.07 

4.29 

7.26 

3.04 

4.22 

31.65 

27.36 

4.29 

9.10 

4.87 

4.23 

33.05 

28.74 

4.31 

10.80 

6.59 

4.21 

34.32 

30.05 

4.27 

12.68 

8.44 

4.24 

35.65 

31.37 

4.28 

0  34    14.05 

0  21 

9.82 

13    4.23 

0  35    37.07 

0  22   32.78 

13    4.29 

0»'34'?0 

0''21'?0 

13'»4!223 

0''35'?4 

0''22'?35 

13"4!283 

1 
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Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 
Wien           1         Leipzig 

Differenz 

W 

Chron 
len 

Dgraph 

Leipzig 

Differenz 

20''28"'27»3< 

20M5'»23!77 

13'"3«54 

20" 26» 54^35 

20''13'"50?89 

13»'3';46 

28.50 

24.96 

3.54 

56.04 

52.55 

3.49 

29.75 

26.25 

3.50 

56.95 

53.48 

3.47 

:!0.89 

27.38 

3.51 

26 

58.74 

55.27 

3.47 

32.09 

28.57 

3.52 

27 

1.07 

57.60 

3  47 

33.21 

29.68 

3.53 

2.39 

13    58.93 

3.46 

34.42 

30.87 

3.55 

3.73 

14      0.25 

3.48 

35.65 

32.10 

3.55 

5.16 

1.69 

3.47 

36.83 

33.30 

3.53 

6.67 

3.20 

3.47 

37.99 

34.48 

3.51 

8.83 

5.36 

3.47 

39.<8 

35.64 

3.54 

10.66 

7.21 

3.45 

40.34 

36.81. 

3.53 

12.13 

8.64 

3.49 

41.56 

38.05 

3.51 

14.36 

10.91 

3.45 

42.70 

39.16 

3.54 

15.92 

12.46 

3.46 

43.80 

40.27 

3.53 

17.10 

13.62 

3.4s 

20  28    44.97 

20  15    41.45 

13    3.52 

20  27 

19.05 

20  14    15.54 

12   3.51 

20''28'?6 

20M5'?5 

13"'3!528 

20i>27'?1 

20''141?0 

13»'3?472 

Zweiter  Zeichen  Wechsel. 


0''35'»38?34 

0''22™34!08 

IS" 4^26 

Oh  37m  21.92 

0h24"17?70 

13"'4!2i 

39.73 

35.45 

4.28 

24.05 

19.82 

4.23 

41.18 

36.90 

4.28 

25.84 

21.60 

4.24 

42.41 

38.13 

4.28 

28.36 

24.14 

4.22 

43.72 

39.43 

4.29 

29.80 

25.58 

4.22 

44.95 

40.66 

4.29 

32.93 

28.69 

4.24 

46.30 

42.03 

4.27 

34.30 

30.11 

4.19 

47.62 

43.33 

4.29 

36.94 

32.71 

4.23 

49.01 

44.73 

4.28 

38.50 

34.30 

4.20 

50.35 

46.08 

4.27 

40.25 

36.02 

4.23 

51.67 

47.38 

4.29 

42.77 

38.56 

4.21 

52.99 

48.71 

4.28 

44.70 

40.46 

4.24 

54.25 

49.95 

4.30 

46.78 

42.58 

4.20 

55.66 

51.36 

4.30 

47.96 

43.72 

4.24 

56.97 

52.67 

4.30 

49.78 

45.58 

4.20 

0  35   58.33 

0  22   54.05 

13    4.28 

0  37    52.06 

0  24    47.80 

13    4.26 

0''35'?8 

0"22'?7 

13'"4!284 

0>'37';'6 

•0''24'?6 

13'"4?223 
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G.  Bbuuns,   Neue  Bbstiiiiii;ng  l^2 

Tabelle  XIX.     4875  November  3. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegel>en  von  Leipzig 

Chron 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien                   Leipzig 

Differenz 

20^40-32!33 

49*57»24»57 

43»7!76 

20*42-   9143 

49*59»    4!34 

43-7!82 

34.47 

26.54 

7.76 

40.43 

2.60 

7.83 

36.35 

28.64 

7.74 

4  4.65 

3.82 

7.83 

38.46 

30.43 

7.73 

42.85 

5.03 

7.82 

39.24 

34.54 

7.73 

43.98 

6.48 

7.80 

44.03 

33.32 

7.74 

45.44 

7.28 

7.83 

42.67 

34.95 

7.72 

46.30 

8.45 

7.85 

44.22 

36.47 

7.75 

47.43 

9.60 

7.83 

45.78 

38.05 

7.73 

48.59 

40.77 

7.82 

47.45 

39.42 

7.73 

49.74 

44.90 

7.84 

48.92 

44.47 

7.75 

20.83 

43.04 

7  82 

54.42 

43.38 

7.74 

24.94 

44.44 

7.80 

53.04 

45.26 

7.75 

22.94 

45.08 

7.83 

54.86 

37.44 

7.72 

25,24 

47.43 

7.84 

57.04 

49.28 

7.73 

26.39 

48.58 

7.84 

20   10    58.42 

49  57   50.39 

43   7.73 

20  42   27.42 

49  59    49.64 

43    7.84 

2O*40'?7 

49^57-6 

43"7!736 

20>'42?3 

49>'59»2 

43»7?82« 

Tabelle  XX.     4875  November  3. 


23"  53»   2?08 

23*39»53';67 

43-8H4 

23''54»  49592 

23'«  44- 44543 

43-8';49 

3.84 

55.42 

8.42 

54.46 

42.68 

8.48 

5.50 

57.07 

8.43 

52.46 

43.66 

8.50 

7.96 

39   59.52 

8.44 

53.40 

44.58 

8.52 

9.00 

40     0.54 

8.46 

54.45 

45.65 

8.50 

40.46 

2.07 

8.39 

55.44 

46.64 

8.50 

42.39 

3.95 

8.44 

56.04 

47.54 

8.50 

44.93 

6.52 

8.44 

56.95 

48.45 

8.50 

46.78 

8.35 

8.43 

57.92 

49.44 

8.48 

48.34 

9.94 

8.40 

54    59.07 

50.68 

8.49 

20.42 

44.70 

8.42 

55     0.54 

52.04 

8.50 

22.43 

43.74 

8.42 

4.94 

53.44 

8.50 

23.40 

44.67 

8.43 

3.34 

54.83 

8.48 

24.44 

45.96 

8.45 

4.88 

56.38 

8.50 

26.97 

48.55 

8.42 

6.24 

57.74 

8.50 

23  53    29.00 

23  40  20.56 

43    8.44 

23  55      7.85 

23  44    59.34 

43   8.54 

23''53?25 

23'>40»4 

43»8!426 

23''54?9 

23* 44 »8 

43-8H97 

Digitized  by 


Google 
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Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chron 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

Cbron< 
Wien 

}graph 

Leipzig 

DiiTerenz 

20H2»30?69 

19''59"22!88 

13"7»81 

20*11-    4!77 

19''57»57!02 

13»7?75 

33.07 

?5,25 

7.82 

6.38 

57   58.66 

7.72 

34.20 

26.38 

7.82 

8.35 

58     0.60 

7.75 

36.66 

28.84 

7.82 

10.11 

2.39 

7.72 

37.86 

30.05 

7.81 

11.10 

3.36 

7.74 

38.94 

31.15 

7.79 

12.54 

4.78 

7.76 

40.44 

32.30 

7.81 

14.34 

6.61 

7.73 

41.34 

33.52 

7.79 

15.45 

7.70 

7.75 

42.33 

34.52 

7.80 

17.09 

9.36 

7.73 

43.44 

35.60 

7.84 

19.02 

11.28 

7.74 

44.51 

36.68 

7.83 

20.15 

12.41 

7.74 

45.36 

37.56 

7.80 

21.63 

13.92 

7.71 

46.53 

38.72 

7.81 

23.07 

15.34 

7.73 

47.68 

39.84 

7.84 

24.63 

16.87 

7.76 

48.87 

41.07 

7.80 

25.60 

17.86 

7.74 

20  12   50.14 

19  59    42.33 

13   7.81 

20  11    27.17 

19  58    19.41 

13    7.76 

80" 12^7 

19''59?6 

13»7!812 

20M1?3 

19*58^1 

13»7'!739 

Zweiter  Zeicheowechsel. 


23*55'"  14!61 

23*42"   6!13 

13-8H8 

23»' 53'»  35?  13 

23''40-26!70 

13"8»43 

16.23 

7.74 

8.49 

36.59 

28.16 

8,43 

17.13 

8.64 

8.49 

39.17 

30.76 

8.41 

18.05 

9.53 

8.52 

41.04 

32.62 

8.42 

18.88 

10.38 

8.50 

42.97 

34.55 

8.42 

19.75 

11.25 

8.50 

44.85 

36.43 

8.42 

20.91 

12.41 

8.50 

46.96 

38.56 

8.40 

22.19 

13.69 

8.50 

49.15 

40.72 

8.43 

23.27 

14.79 

8.48 

51.07 

42.65 

8.42 

24.43 

15.91 

8.52 

52.77 

44.33 

8.44 

25.62 

17.12 

8.50 

54.10 

45.69 

8.41 

26.69 

18.23 

8.46 

55.74 

47.32 

8.42 

27.66 

19.16 

8.50 

57.22 

48.80 

8.42 

28.77 

20.28 

8.49 

53   59.50 

51.08 

8.42 

29.83 

21.34 

8.49 

»4      1.15 

52.72 

8.43 

23  55   30.79 

23  42   22.31 

13    8.48 

23  54      2.34 

23  40    53.93 

13    8.41 

23''55»4 

23''42»2 

13»8!494 

23''53'?8 

23''40T7 

13'»8?42l 
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C.   Brihns,   Nelb  Bestimmlng  [^4 

Tabelle  XXI.     1875  November  4. 


Zeichen  gegeben  von  W 

ien 

Zeichen 

gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

Differenz 

Chronc 
Wien 

)graph                   1 

Differenz 
Leipzig 

OOSO-ll^QS 

19'"  46"  30^07 

13»11':91 

20''1"13?63 

19*48"    1!66 

13»11»97 

43.00 

31.08 

11.92 

15.07 

3.10 

11.97 

44.96 

33.03 

11.93 

16.48 

4.50 

11.98 

47.10 

35.18 

11.92 

17.80 

5.85  i         11.95 

48.43 

36.51 

11.92 

19.12 

7.15 

11.97 

50.31 

38.42 

11.89 

20.46 

8.49          11.97 

51.32 

39.40 

11  92 

21.86 

9.92 

11.94 

52.79 

40.85 

11.94 

23.27 

11.29 

11.98 

54.28 

42.39 

11.89 

24.50 

12.53 

11.97 

56.25 

44.33 

11.92 

25.70 

13.72 

11.98 

57.49 

45.27 

11.92 

26.93 

14.96;         11.97 

<9  59    58.85 

46.93 

11.92 

28.20 

16.22 

11.98 

20     0     0.65 

48.73 

11.92 

29.32 

17.34 

11.98 

1.51 

49.62 

11.89 

30.71 

18.76 

11.95 

3.28 

51.37 

11.91 

32.00 

20.03 

11.97 

20     0     5.06 

19  46   53.14 

13    n  92 

id  1    33.06 

19  48    21.09 

13    11.97 

ig'-sg'yg 

19*46'?7 

is-iifgis 

20M'?4 

19" 4872 

13"11!969 

Tabelle  XXII.     1875  November  4. 


23'' 42"  12^09 

23''28"59'44 

13'»12?65 

23" 39° 38^44 

23''26-25«72 

13°12!72 

13.71 

29      1 .08 

12.63 

39.82 

27.13 

12.69 

15.26 

2.64 

12.62 

41.25 

28.57 

12.68 

16.93 

4.29 

12.64 

42.63 

29.96 

12.67 

18.88 

6.26 

12.62 

44.09 

31.36 

12.73 

20.19 

7.59 

12.60 

45.48 

32.79 

12.69 

21.94 

9.33 

12.61 

46.81 

34.13 

12.68 

23.66 

11.03 

12.63 

48.10 

35.38 

12.72 

25.88 

13.26 

12.62 

49.35 

36.62 

12.73 

27.32 

14.71 

12.61 

50.74 

38.07 

12.67 

29.43 

16.82 

12.61 

52.01 

39.33 

12.68 

31.22 

18.60 

12.62 

53.37 

40.66 

12.71 

32.25 

19.61 

12.64 

54.72 

42.06 

12.66 

34.36 

21.74 

12.62 

56.03 

43.33 

12.70 

36.05 

23.42 

12.63 

57.35 

44.65 

12.70 

23  42   37.44 

23  29   24.82 

13    12.62 

23  39   58.68 

23  26    46.00 

13    12.68 

23''42?4 

23''29'?2 

13'»12!623 

23''39'?8 

23"26?6 

13"12!695 
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Zeichen 

gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chron 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

Diflerenz 

aoM-'seüO 

49''48»24!42 

13"'11!98 

20»'0"' 12-47 

19H7"»   0?5i 

13">11«93 

37.42 

25.45 

11.97 

13.91 

2.00 

11.91 

38.57 

26.60 

11,97 

14.99 

3.07 

11.92 

39.64 

27.67 

11.97 

16.54 

4.62 

1i.92 

40.67 

28.69 

11.98 

18.21 

6.30 

11.91 

4<.46 

29.51 

11.95 

19.07 

7.16 

11.91 

42.39 

30.42 

11.97 

20.34 

8.41 

11.93 

43.37 

31.39 

11.98 

22.41 

10.51 

11.90 

44.64 

32.64 

12.00 

23.87 

11.93 

11.94 

45.85 

33.90 

11.95 

25.28 

-13.37 

11.91 

47.35 

35.37 

11.98 

27.08 

15.17 

11.91 

48.56 

36.57 

11.99 

28.60 

16.66 

11.94 

50.05 

38.10 

11.95 

30.37 

18.45 

11.92 

51.40 

39.42 

11.98 

31.28 

19.35 

11.93 

52.79 

40.84 

11.95 

33.20 

21,28 

11.92 

20   \    54.20 

19  48    42.25 

13    11.95 

20  0    35.19 

19  47   23.27 

13    11.92 

20i»4>»7 

19''48'?5 

13"'11!970 

20"  On 

19''47'?2 

13"'11?920 

Zweiter  Zeichen  Wechsel. 


23>'40"'    0!05 

g3h  26»  47.35 

13"'12!70 

23''42'"39!11 

23''29"'26!50 

13'»12?61 

1.30                 48.60 

12.70 

41.29 

28.67 

12.62 

2.44                 49.77 

12.67 

42.46 

29.85 

12.61 

3.64                 50.96 

12.68 

44.17 

31.53 

12.64 

4.90  '               52.20 

12.70 

45.24 

32.59 

12.65 

6.27                53.60 

12.67 

47.24 

34.65 

12.59 

7.58                54.89 

12.69 

49.47 

36.85 

12.62 

8.88                56.17 

12.71 

50.42 

37.80 

12.62 

10.33                57.66 

12.67 

51.78 

39.17 

12.61 

11.66  1        26   58.95 

12.71 

52.80 

40.17 

12.63 

13.09  '        27     0.39 

12.70 

54.36 

41.79 

12.57 

14.47'                1.77 

12.70 

56.07 

43.45 

12.62 

15.76                  3.06 

12.70 

57.31 

44.67 

12.64 

17.20                   4.51 

12.69 

42   59.38 

46.80 

12.58 

18.58  ■                5.90 

12.68 

43      0.44 

47.81 

12.63 

23  40    19.96;  23  27     7.24 

13    12.72 

2?  43      2.11 

23  29    49.50 

13    12.61 

23''40T2 

A3''  26'?95 

13'»12!693 

23''42?8 

23''29T6 

13'»12!615 
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C.  BuiüNs,  Nbdb  BBsniuiuN«  [^6 

TabeUe  XXIII.     1875  November  44. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Ciironograph 
Wien                   Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien           1          Leipzig 

Differenz 

20^60' iV.M 

20''36-50!47 

13' 

"32?04 

20'' 53-   4!15 

20k39»32;06 

13»32!09 

84.04 

52.05 

31.99 

5.34 

33.23 

32.11 

25.34 

53.29 

32.02 

6.94 

34.84 

32-.  10 

26.67 

64.67 

32.00 

8.35 

36.28 

32.07 

28.09 

56.10 

31.99 

9.47 

37.36 

32.11 

29.53 

57.52 

32.01 

11.02 

38.92 

32.10 

30.95 

36   58.93 

32.02 

11.89 

39.81 

32.08 

32.38 

37     0.38 

32.00 

13.36 

41.26 

32.10 

34.02 

2.00 

32.02 

14.59 

42.48 

32.11 

35.31 

3.33 

31.98 

15.28 

43.17 

32.11 

36.71 

4.71 

32.00 

16.66 

44.57 

32.09 

38.13 

6.11 

32.02 

18.06 

45.94 

32.12 

39.49 

7.51 

31.98 

19.10 

47.00 

32.10 

40.81 

8.82 

31.99 

20.46 

48.37 

32.09 

42.11 

10.09 

32.02 

?1.50 

49.40 

3». 10 

20  50    43.55 

20  37    11.55 

13 

32.00 

20  53    23.04 

20  39   50.94 

13   32.10 

20^50^5 

20''37»0 

13»32?005 

20''53?2 

20''39'r7 

13"'32!099 

Tabelle  XXIV.     4875  November  44. 


1*57"51!62 

1''44-49!86 

13-31?76 

2''0"44W0 

1*47-12^1 

13"'31»79 

53.07 

21.30 

34.77 

45.38 

13.55 

31.83 

54.21 

22.44 

31.77 

46.97 

15.14 

31.83 

55.53 

23.78 

34.75 

47.87 

16.05 

31.82 

56.72 

24.95 

34.77 

49.25 

17.41 

31.84 

57.92 

26.15 

34.77 

50.71 

18.87 

31.84 

57    59.31 

27.53 

31.78 

52.17 

20.33 

31.84 

58     0.64 

28.87 

34.77 

52.93 

21.09 

31.84 

1.90 

30.13 

34.77 

54.33 

22.48 

31.85 

3.20 

31.44 

31.76 

56.04 

24.24 

31.80 

4.33 

32.58 

34.75 

57.48 

25.64 

34.84 

5.50 

33.72 

31.78 

6 

59.26 

27.43 

34.83 

6.80 

35.03 

31.77 

1 

0.12 

28.34 

31.84 

8.27 

36.52 

34.75 

1.53 

29.68 

34.85 

9.83 

38.07 

34.76 

3.08 

34.24 

34.84 

1  58    11.37 

1   44    39.64 

43   34.73 

2  1 

4.82 

4  47  32.97 

13    34.85 

4*58-0 

1''44'?5 

13"'31?763 

21«  0' 

?9 

1''47-4           , 

43-31!834 
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Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 
Wien           i         Leipzig 

Differenz 

Chron 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

«©'•ss-aofes 

20*40»   7r56 

13"  32^09 

20"  50"»  50*41 

20*37»  18'39 

13' 

»32!0« 

4M3 

9.03 

32.10 

51.60 

19.61 

31.99 

iä.S9 

10.18 

32.11 

52.89 

20.87 

32.02 

43.43 

11.34 

32.09 

54.12 

22.10 

32.02 

45.18 

13.08 

32.10 

55.19 

23.18 

32.01 

46.51 

14.41 

32.10 

56.45 

24.45 

32.00 

48.19 

16.10 

32.09 

57.72 

25.72 

32.00 

49.99 

17.88 

32.11 

50    58.99 

26.99 

32.00 

51.14 

19.05 

32.09 

51      0.21 

28.23 

31.98 

52.94 

20.87 

32.07 

1.46 

29.46 

32.00 

54.90 

22.80 

.32.10 

2.73 

30.72 

32.01 

55.92 

23.83 

32.09 

3,97 

31.98 

31.99 

57.24 

25.15 

32.09 

5.37 

33.37 

32.00 

53    58.61 

26.51 

32.10 

6.71 

34.71 

32.00 

54      0.08 

28.00 

32.08 

8.00 

36.04 

31.96 

20  54      1.59 

20  40   29.49 

13    32.10 

20  51      9.26 

20  37   37.27 

13 

31.99 

20*53-8 

20*4«?3 

13»32?096 

20*5 1>?0 

20*37»5 

13»31!999 

Zweiter  Zeichen  Wechsel. 


2*1»   9?81 

1*47' 

"37?93 

13»31!88 

1*58»16!67 

1*44"44!93 

»3»31?74 

11. 7.'» 

39.88 

31.87 

18.13 

46.35 

31.78 

12.63 

40.82 

31.81 

19.55 

47.78 

31.77 

14.44 

42.57 

31.87 

20.86 

49.11 

31.75 

16.05 

44.23 

31.82 

22.06 

50.30 

31.76 

18.95 

47.09 

31,86 

23.23 

51.47 

31.76 

20.50 

48.65 

31.85 

24.43 

52.67 

31.76 

22.95 

51.12 

31.83 

25.53 

53.75 

31.78 

23.96 

52.16 

31.80 

26.65 

54.90 

31.75 

25.41 

53.56 

31.85 

27.77 

56.04 

31.73 

26.73 

54.88 

31.85 

28.91 

57.16 

31.75 

28.24 

56.41 

31.83 

29.96 

58.21 

31.75 

29.44 

57.58 

31.86 

31.27 

44    59.50 

31.77 

30.65 

47 

58.82 

31.83 

32.64 

45     0.87 

31.77 

32.10 

48 

0.29 

31.81 

34.00 

2.24 

31.76 

2  1    33.22 

1   48 

1.38 

13   31.84 

1   58   35.67 

1  45     3.80 

13  34.77 

2'»lr4 

1*47»9 

13»31!841 

1*58?4 

1*44'?9 

13"21?759 
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C.  Bruhns,   Nele  Bestimmung  [48 

Tabelle  XXV.     4875  November  16. 


Zeichen  ge(;eben  von  W 

ien 

Zeichen 

gegeben  von  Leipzig 

Chron 
Wien 

Dgraph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien           1         Leipzig 

DilTercnz 

20» bQ" 41 536 

20''47"'10':93 

12'"30?43 

21''2"'11!88 

20H9-41H1 

12'»30!47 

42.52 

12.09 

30.43 

13.29 

42.80 

30.49 

43.5< 

13.10 

30.41 

14.29 

43.76 

30.53 

44.49 

14.09 

30.40 

16.12 

45.61 

50.51 

45.62 

15.19 

30.43 

17.79 

47.26 

30.53 

46.66 

16.21 

30.45 

18.60 

48.07 

30.53 

47.78 

17.35 

30.43 

19.71 

49.18 

30.53 

48.77 

18.35 

30.42 

21.39 

50.89 

30.50 

49.79 

19.35 

30.44 

22.45 

51.91 

30.54 

50.94 

20.52 

30.42 

23.68 

.i3.17 

30.51 

52.06 

21.63 

30.43 

24.94 

54.43 

30.51 

53.06 

22.63 

30.43 

26.32 

55.82 

30.50 

54.15 

23.71 

30.44 

27.40 

56.88 

30.52 

55.30 

24.86 

30.44 

28.69 

49    58.20 

30.49 

56.44 

26.02 

30.42 

30.61 

50      0.10 

30.51 

?0  59   57.49 

2.)  47   27.05 

12    30.44 

21   2   31.95 

20  50      1.47 

12   30.48 

20''59?8 

20''47'?3 

12'»30?429 

21''2'?4 

20''49'?9 

12"30!509 

Tabelle  XXVI.     4875  November  46. 


2i'51'»31!68 

2»'39'»    1!33 

12»30!35 

2''48"31?60 

2''36"'   1!19 

12-30U1 

33.29 

2.93 

30.36 

32.66 

2.27 

30.39 

34.77 

4.43 

30.34 

34.24 

3.80 

30.44 

36.50 

6.15 

30.35 

35.51 

5.08 

30.43 

38.18 

7.80 

30.38 

37.27 

6.85 

30.42 

39.79 

9.44 

30  35 

38.17 

7.74 

30.43 

41.28 

10.96 

30.32 

39.65 

9.25 

30.40 

42.75 

12.37 

30.38 

40.86 

10.47 

30.39 

44.17 

13.82 

30.35 

42.00 

11.59 

30.41 

45.57 

15.22 

30.35 

43.84 

13.43 

30.41 

47.08 

16.72 

30.36 

45.19 

14.78 

30.41 

48.52 

18  18 

30.34 

47.15 

16.74 

30.41 

50.00 

19  62 

30.38 

47.99 

17.64 

(        30.35 

51.42 

21.07 

30.35 

49.74 

19.32 

30.42 

52.87 

22.54 

30.33 

51.06 

20.64 

30.42 

2  5f   54.41 

2  39    24.06 

12    30.35 

2  48    52.70 

2  36   22.30 

12   30.40 

2''51"'7 

2''39T2 

12™  30^351 

2b 48^7 

2''36'?2 

12"'30?400 
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Zeichen 

gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Ghron 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

Chron 
Wien 

ograph 

Leipzig 

■  Dilferenz 

21 

'2- 35554 

20''50"'   5506 

12'"  30548 

21''6"21510 

20''53"'50':71 

12"  30539 

36.81 

6.34 

30.47 

22.30 

51,86 

30.44 

37.95 

7.44 

30.51 

23.50 

53.06 

30.44 

39.27 

8.75 

30.52 

•  24.74 

54.32 

30.42 

40.47 

9.99 

30.48 

26.00 

55.57 

30.43  , 

42.15 

11.62 

30.53 

27.21 

56.78 

30.43 

43.12 

12.62 

30.50 

28.46 

58.06 

30.40 

44.18 

13.67 

30.51 

29.70 

.53    59.28 

30.42 

46.08 

15.54  ■        30.54 

31.04 

54      0.63 

30.41 

47.56 

17.06 

30.56 

32.34 

1.91 

30.43 

48.45 

17.95 

30.50 

33.66 

3.25 

30.41 

49.72 

19.23 

30.49 

3Ö.04 

4.62 

30.42 

50.94 

20.43 

30.51 

36.37 

5.97 

30.10 

52.05 

21.. "ie 

30.49 

37.71 

7.30 

30.41 

53.47 

22.98 

30.49 

39.19 

8.77 

30.42 

i1 

i   a4.80 

20  50    24.28 

12   30. .'}2 

21   6    40.75 

20  54    10.34 

12   30.41 

21* 

'  2".'7 

20''50'?2 

12»3Ö!502 

21''6T5 

20'!54'r0 

12"'30;417 

Zweiler  Zeichen  Wechsel. 


2*  48'"  57598 

2''36'»27556 

12'"30542 

2''52'»   0541 

2*  39'»  30507 

12'»  30534 

48 

59.27 

28.87 

30.40 

1.78 

31.42 

30.36 

49 

1.60 

34.17 

30.43 

3.28 

32.93 

30.35 

3.08 

32.64 

30.44 

4.65 

34.29 

30.36 

4.58 

34.19 

30.39 

5.86 

35.48 

30.38 

6.36 

35.93 

30.43 

7.09 

36.73 

30.36 

7.42 

36.99 

30.43 

8.26 

37.93 

30.33 

8.57 

38.17 

30.40 

9.44 

39.09 

30.35 

10.40 

39.96 

30.44 

10.65 

40.29 

30,36 

11.72 

41.29 

30.43 

H.74 

41.40 

30.34 

13.40 

42.98 

30.42 

12.83 

42.49 

30.34 

14.33 

43.93 

30.40 

13.87 

43.51 

30.36 

13.69 

45.28 

30.41 

14.99 

44.62 

30.37 

10.93 

46.53 

30.38 

15.97 

45.63 

30.34 

18.73 

48.33 

30.42 

17.06 

46.72 

30.34 

2  49 

20.42 

2  36   50  04 

12   30.38 

2  52    18.15 

2  39   47.77 

12   30.38 

2"  49'; 

'2 

2''36'!'6 

12'»  305414 

2*52'?  15 

2''39?65 

12'»30!354 
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C.  Brchns,  Neue  BBSTimraNG 


,50 


In  der  folgenden  Tabelle  XXVII  finden  sich  nochmals  Mittel,  an 
welche  aber  gleich  die  Fedemparallaxen,  deren  Werthe  in  Abschnitt  V, 
S.  332  aufgeführt,  angebracht  sind;  femer  sind  die  Differenz  der  Uhr- 
gänge und  die  sogenannten  Stromzeiten  gegeben.  Die  aus  den  Signalen 
abgeleiteten  Uhrdifferenzen  haben  eine  grosse  Genauigkeit;  vergleicht 
man  die  Einzelwerthe  mit  den  Mittelwerthen  aus  je  16  Signalen, 
so  kömmt  als  mittlerer  Fehler  einer  Differenz  weniger  als 

±0f02  . 

Der  mittlere  Fehler  aus  16  Signalen  ist  demnach  kleiner  als 

±0f005  , 

und  da  immer  zwei  Serien  zusammen  genommen  sind  und  aus  der 
Differenz  der  Signale  vor  und  nach  den  Beobachtungen  die  Diffe- 
renz der  UhrgUnge  abgeleitet,  sind  dieselben  auch  auf  ±0?005  für 
ein  Intervall  von  vier  bis  fünf  Stunden  richtig,  daher  der  in  der 
Tabelle  XXVII  angegebene  Uhrgang  für  die  Stunde  bis  auf  ±0f001 
sicher,  wobei  natürlich  ein  regehnässiger  Gang  während  der  Beob- 
achtungszeit vorausgesetzt  ist.  Was  die  sogenannten  Strom- 
zeiten anbetrifft,  so  sind  dieselben  dadurch  erhalten,  dass  die  in 
Columne  10  enthaltenen  Zahlen  aus  den  in  Wien  und  Leipzig  ge- 
Tabelle XXVII.     Resultate  aus  den  zwischen  Wien 


Ubraeit 

ührzeit 

UhrdiflSerenz 

Uhrteit 

Ulirzeit 

1875,  Tag 

in 

in 

Signale  von 

in 

in 

Wien 

Leipzig 

Wien 

Wien 

Leipzig 

Oclober      8 

20* IS»? 

20*    1'?7 

14»    2!226 

20''I21?6 

19*58'?6 

23  18.5 

23     4.5 

14      1.902 

23  15.7 

23     1.7 

9 

20  23.5 

20     9.5 

13    59.294 

20  20.4 

20     6.4 

24  27.5 

24  13.5 

13    58.984 

24  24.8 

24  10.8 

19 

20  23.1 

20     9.6 

13    32.916 

20  25.4 

20  11.9 

24  27.6 

24  14.1 

13    32.527 

24  29.9 

24  16.4 

November  2 

20  26.9 

20  13.8 

13      3.604 

20  28.4 

20  15.3 

24  35.8 

24  22.8 

13      4.317 

24  35.6 

24  22.5 

3 

20  11.0 

19  57.9 

13     7.812 

20  12.5 

19  59.4 

23  53.5 

23  40.4 

13     8.i92 

23  55.1 

23  42.0 

4 

20     0.2 

19  47.0 

13    11.998 

20     1.6 

19  48.4 

23  42.6 

23  29.4 

13    12.700 

23  40.0 

23  26.8 

U 

20  50.8 

20  37.3 

13    31.969 

20  53.5 

20  iO.O 

25  58.2 

25  44.7 

13    31.732 

26     1.2 

25  47.7 

16 

21     3.1 

20  50.6 

12   30.413 

21     2.5 

20  50.0 

26  51.9 

26  39.4 

12   30.342 

26  48.9 

26  36.4 
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g(3l)enen  Signalen  mit  dem  Uhrgange  auf  dieselbe  Zeit  leducirt  und 
aus  den  Difiei^sD^en  die  Mittel  gebildet  sind.  Bei  dem  zweiten 
Signalwechsel  October  9  zeigt  sich  für  die  Strorazeit  eine  ungewöhn- 
liche Abweichung,  die  ihren  Grund  in  Unregelmässigkeiten  in  den  in 
Leipzig  ankommenden  Signalen  hat.  Der  mittlere  Fehler  einer  Uhr- 
differenz ist  für  diesen  Zeichenwechsel  ±  Of04  statt  ±  0f02  an  den 
anderen  Abenden  und  vermuthlich  ist  in  der  Telegraphenleitung  eine 
Störung  gewesen.  Ich  habe  jedoch  das  Resultat  des  Zeichenwechsels 
nicht  ausgeschlossen,  sondern  nehme  nur  bei  der  Bildung  des  Mittels 
der  Stromzeiten  den  ungewöhnlichen  Werlh  nicht  mit. 
Die  sogenannte  Stromzeit  ündet  sich  dann  zu 

+  0?036±0?002  , 

ein  Werth,  der  mit  frUher  gefuodenen  nahe  Übereinstimmt.     1865  ist 

H.  0?0325 

gefunden. 

Was  die  Uhrgiknge  anbelrifft,  so  ging  die  Leipziger  Uhr  ziemlich 
regelmässig  >  an  der  Wiener  Uhr  wurde  mehrfach  gestellt  und  ge- 
schraubt, daher  die  Veränderung  des  Standes  und  des  Ganges. 

und   Leipzig  gegebenen   rogißtrirteD   Signalen, 


Uhrdiflcrenz 

Mittel 

Mittel 

OifTerenz  der 

Einfache 

Signale  von 

l'brzeit  in 

lihrzcit  in 

der 

Uhrgänge  für 

Leipzig 

Wien 

Leipzig 

Ulirdiflerenzen 

4  Stunde 

Stromzeit 

U"   2!317 

20»'44'?4 

20"    074 

44" 

'   2»272 

-0'4  41 

+  0.042 

U      1.964 

23   47.4 

23     3.4 

44 

4  933 

+  0.028 

43    59.544 

20  22.0 

20     8.0 

43 

59.40* 

-0.094 

+  0.412 

13   59.059 

24  26.1 

24  42.4 

43 

59.024 

+  0.040 

43   39.996 

20  24.2 

20  40.7 

13 

32.956 

-0.097 

+  0.038 

43    32.593 

24  28.7 

24  45.2 

43 

32.560 

+  0.034 

43     3.667 

20  27.6 

20  44.5 

43 

3.635 

+  0.472 

+  0.034 

43      4.377 

24  35.7 

24  22.6 

43 

4.347 

+  0.030 

43      7.892 

20   44.7 

49  58.6 

13 

7.852 

+  0.482 

+  0.038 

43      8.564 

23  54.3 

23  44.2 

43 

8.528 

+  0.034 

43    42.050 

20     0.9 

49  47.7 

43 

12.024 

+  0.494 

+  0.027 

43    42.775 

23  44.3 

23  28.4 

43 

12.737 

+  0.036 

13    H2.064 

20  52.4 

20  38.6 

43 

32.046 

-0.049 

+  0.048 

43    34.807 

25  59.7 

25  46.2 

13 

34.769 

+  0.039 

42   30.495 

24     2.8 

20  50.3 

42 

30.454 

-0.044 

+  0.044 

42   30.404 

26  50.4 

26  37.9 

42 

30.374 

+  0.029 

«2^ 
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VI.    Die  Beobachtungen  in  Wien  und  Leipzig. 

In  der  folgenden  Tabelle  XXIX  sind  auf  der  linken  Seite  die 
in  Wien,  auf  der  rechten  die  in  Leipzig  erhaltenen  Beobaehtungs- 
resultate  enthalten.  Die  in  den  einzelnen  Columnen  enthaltenen 
VVerthe  erkennt,  man  leicht  aus  den  Ueberschriften.  In  der  ersten 
Golumne  auf  beiden  Seiten  ist  das  Datum  und  der  Beobachler  auf- 
geführt, in  der  zweiten  die  Kreislage,  in  der  dritten  die  Anzahl  der 
Fäden,  in  der  vierten  die  auf  den  Mittelfaden  reducirte  Durchgangs- 
zeit. Die  angewandten  Fadendistanzen  sind  schon  früher  auf  S.  299 
gegeben,  die  Federnparallaxen,  welche  in  Wien  October  8  —  0?030, 
October  9  —  0?028,  October  19  H-0f003,  +0f009,  November  2 
+  0!'H0,  +0?085,  +0f056,  +0f050,  November  3  +0f05<, 
+  0f042,  +0?047,  November  4  +0f045,  +0?048,  +0?044, 
+  0?050,  November  14  +0f013,  November  16  +0f032,  in 
Leipzig  October  8  und  9  OfOO,  October  19  —  0f037,  November  2 
—  0f039,  Novembers  —  0?024,  November  4  —  0?034,  Novbr.  14 
+  0?046,  +0^042,  November  16  +0;042  gefunden,  sind  ange- 
bracht. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  der  Beobachtung  eines  Sternes  an 
einem  Faden  findet  sich  bei  beiden  Beobachtern  ±:0?07. 

In   den  Columnen  6,    7,   8    ist   die   Instrumentalcorrection   ent- 

Tabelle  XXVIII. 


T 

OcWber  8 

Oclober  9 

Oclober  19 

November  2 

20* 

+  44"'2?30 

+  13-59H4 

+  13'»33?01 

+  13'»3?56 

\\ 

10 

10 

17 

21 

2.19 

59.34 

32.91 

3.73 

11 

9 

10 

17 

22 

2.08 

59.25 

32.81 

3.90 

H 

10 

10 

17 

23 

1.97 

59.15 

32.71 

4.07 

11 

9 

10 

17 

0 

+  14.  1.86 

+  13   59.06 

+  13    32.61 

+  13    4.24 

2 

Idu 

Idxi, 

Idu 

Idu 

-0.011 

-0.011 

-0.012 

-0.005 
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halten  und  ist  die  tägliche  Aberration  gleich  mit  dem  Collimations- 
fehler  vereinigt.  Columne  9  enthält  die  Uhrcorrectionen ,  welche 
entstanden  sind  durch  die  Differenzen  zwischen  den  scheinbaren  Rect- 
ascensionen  der  Sterne  und  der  Summe  der  Columnen  5  bis  8. 
Columne  10  links  giebt  die  Differenzen  dieser  Uhrcorrectionen  und 
Columne  10  rechts  enthält  die  LäTngendifferenz.  Diese  ist  folgender- 
massen  abgeleitet: 

Nennen  wir  die  Summe  der  in  der  fünften,  sechsten,  siebenten 
und  achten  Columne  befindlichen  Zahlen  jeder  Zeile,  welche  die 
nach  den  Ortszeiten  gültigen  Culminationen  der  Sterne  in  Wien  und 
Leipzig  sind,  T  und  T',  die  Uhrcorrectionen  Columne  9  ^i  und 
^i';  ist  ferner  ü  die  zur  Wiener  Stemzeit  S  oder  zur  Leipziger 
Sternzeit  S'  geltende  Uhrdifferenz,  welche  man  aus  der  Tabelle  XXVII 
entnehmen  kann,  dU  der  stündliche  Uhrgang  in  Wien,  du  in  Leipzig, 
l  die  Längendifferenz,  so  hat  man  leicht: 

1=  U+{Jt—Jt')  +  («  —  S){du  —  dU)  +ldu. 

Die  Grösse  ^t  —  ^i'  ist  in  der  Columne  1 0  auf  der  linken  Seite 
enthalten;  für  U+  {a  —  S)  {du  —  dU)  ist  mit  dem  Argument  T 
(Wiener  Ortszeit)  die  folgende  Tafel  XXVIII  gerechnet  und  der  stünd- 
liche Gang  du  der  Leipziger  Uhr  ist  aus  den  Leipziger  Beobach- 
tungen  abgeleitet  und  mit  /  =  ~-  multiplicirt. 


t/+  [a-S)  [du- 

-dU)  . 

November  3 

November  4 

November  44 

November  16 

H-43»7?82 

-1-43'»  42-02 

48 

49 

8.00 

42.24 

+  43"'32f04 

+  12'"30»45 

49 

20 

5 

4 

8.19 

42.41 

31.96 

30.44 

48 

49 

5 

2 

8.37 

42.60 

31.91 

30.42 

48 

20 

5 

4 

+  43    8.55 

+  43    42.80 

34.86 

30.44 

5 

2 

31.81 

30.39 

4 

4 

+  13    31.77 

+  42    30.38 

Idu 

Idxt 

Idu 

Idu 

-0.046 

-0.007 

—  0.014 

-0.001 
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Beobachtungen  in  Wien. 


Tabelle  XXIX. 


Tag 

Name  des 

•3 

Durchiifetngs- 

Correct. 
fttr 

• 

Correct. 
für 

c 

-0!04 

Corroct. 

fir 

k 

+  9!?7 

Uhr- 

Differenz 

1Ä75 

Sterns 

.2 

reit 

derl 
+  4" 

Ihren 

October  8 

23  Hevelii 

i#h|7ro3«;60 

-•!oi 

-34?83 

'>44!70 

n  Capricorni 

w 

48 

20  20 

48.71 

-0.04 

-0.04 

+  4.08 

-31.86 

+  4 

44.68 

BeoDftchter 

«9  Aquilae 

w 

18 

SO  28 

40.68 

-9.04 

^0.94 

+  0.87 

—  84.7« 

+  4 

44.77 

V.  Steeb 

Polstern  K  (O.G.) 

w 

6 

20  35 

42.40 

-0.44 

-0.26 

-8.87 

*        KtO.C.) 

0 

7 

^0  85 

U.S2 

-«.48 

+  9.96 

-3.87 

1A  Delpbini 

0 

43 

20  44 

44.40 

-0.9? 

+  0.04 

+  0.67 

-34.82 

+  4 

44.89 

fjt  AquarU 

0 

43 

20  46 

28.52 

-0.04 

+  0.01 

+  9.96 

-84.87 

+  < 

44.79 

4  6  Delpbini 

0 

43 

20  50 

44.48 

-0.07 

+  0.04 

+  0.67 

-34.82 

+  < 

44.89 

6  Capricorai 

641  Cygni 

0 

43 

24      4 

51.71 

-0.40 

+  0.04 

+  0.25 

-84.93 

ei^cygni 

0 

48 

24      4 

58.48 

-0.40 

+  0.04 

+  9.26 

-84.99 

+  4 

44.77 

y  Equulei 

0 

44 

24      4 

49.60 

-0.06 

+  0.04 

+  0.74 

-31.79 

+  4 

44.76 

tt  Equulei 

0 

48 

24   40 

a.40 

-0.06 

+  0.04 

+  9.77 

-84.87 

Polstern  F  (ü.  C.) 

0 

6 

24    49 

86.53 

•f-0.86 

-0.07 

+  6  08 

»       F(U.C.) 

w 

6 

21    49 

86.88 

0.00 

+  0.28 

+  6.03 

e  Capricorni 

w 

48 

24   80 

88.83 

Ö.OO 

-O.Ol 

+  4.19 

-84.79 

+  4 

44.79 

d  Aquarii 

w 

43 

21    33 

46.68 

0.00 

-0.04 

+  0.84 

-34.77 

+  4 

44.82 

fi  Pegasi 

w 

48 

24   88 

86.67 

0.00 

-0.04 

+  0.74 

-84.79 

+  4 

44.84 

4  6  Pegasii 

w 

43 

24    47 

56.44 

0.00 

-0.04 

+  0.48 

-84.74 

a  Aquarii 

w 

48 

24   59 

85.85 

6.09 

-9.04 

+  0.84 

-84.7T 

d  Pegasi 

w 

48 

22     4 

27.70 

0.90 

-0.04 

•f  9.76 

-31.75 

+  4 

44.86 

44  Aquarii 

w 

42 

22     7 

37.82 

0.00 

-0.04 

+  4.43 

-31.7* 

+  4 

44.92 

0  Aquarii 

w 

48 

22  40 

48.32 

0.90 

-0.94 

+  0.94 

-34.74 

+  4 

44.94 

Polstern  L  (0.  C.) 

w 

6 

22  28 

89.96 

0.00 

-0.51 

—  8.58 

.      L  (0.  C.) 

0 

7 

22  28 

89.98 

-0.54 

4-9.48 

-8.S8 

C  Pegasi 

0 

43 

22  35 

47.77 

-0.04 

+  0.04 

+  0.70 

-84.74 

+  4 

44.90 

68  Aquarii 

0 

43 

22   44 

24.48 

—  0.02 

+  0.01 

+  4.44 

-84.78 

+  4 

44.92 

X  Aquarii 

0 

43 

21  46 

39.72 

-0.03 

+  0.04 

+  0.14 

-81.75 

+  4 

44.93 

October  9 

e  Capricorni 

0 

43 

20  59 

27.29 

-0.08 

+  0.04 

+  4.09 

-89.09 

+  4 

47.64 

64  t  Cygni 

0 

43 

24      4 

49.86 

-0.08 

+  0.04 

+  0.25 

-30.42 

Beobachter 

642  Cygni 

0 

48 

24      4 

54.88 

-0.08 

+  0.04 

+  9.25 

-80.44 

V.  SU^eb 

y  Equulei 

0 

43 

24      4 

♦7.78 

—  0.05 

+  0.04 

+  0.72 

-29.95 

+  4 

47.62 

a  Equulei 

0 

48 

24    40 

6.52 

-0.04 

+  0.01 

+  0.79 

-89.94 

+  4 

47.62 

Polstern  F  (U.  C.) 

0 

6 

24    49 

34.74 

-f-0.27 

-0.07 

+  6.46 

F(0.  C.) 

w 

7 

21    49 

84.74 

0.00 

+  0.28 

+  6.46 

6  Capricorni 

w 

43 

21   80 

87.04 

0.00 

-0.04 

+  4.48 

-30.04 

+  4 

47.67 

d  Aquarii 

w 

43 

24   83 

(4.79 

0.00 

-0.04 

+  9.83 

-29.96 

+  4 

47.67 

8  Pegasi 

w 

48 

24    38 

84.87 

0.00 

-0.04 

+  0.72 

-  29.92 

+  4 

47.65 

4  6  Pegasi 

w 

43 

24   47 

54.56 

0.00 

-0.04 

+  0.49 

-29.88 

«  Aquarii 

w 

43 

21    59 

58.98 

0.00 

-0.04 

+  0.86 

-29.98 

ö  Pegasi 

w 

43 

22     4 

25.86 

0.00 

-0.04 

+  9.77 

—  29.99 

+  4 

47.77 

44  Aquarii 

w 

48 

22     7 

55.96 

0.00 

-0.04 

+  4.45 

-29.88 

+  4 

47.84 

0  Aquarii 

w 

43 

22  40 

46.46 

0.00 

-0.04 

+  0.96 

-29.94 

+  4 

47.7« 

Polstern  L  (O.e.) 

w 

6 

22  23 

87.88 

0.00 

-0.54 

-8.75 

»       L  (0.  C  ) 

0 

7 

22  23 

38.23 

-0.64 

+  0.43 

-8.75 

C  Pegasi 

0 

43 

22  35 

45.98 

-0.05 

+  0.04 

+  9.74 

-29.95 

+  4 

47.78 

68  Aquarii 

0 

13 

22  44 

2i.57 

-Ö.02 

+  0.04 

+  4.48 

-29.94 

+  4 

47.85 

X  Aquarii 

0 

43 

22  46 

87.91 

-0.03 

+  0.04 

+  0.96 

-  29.97 

+  4 

47.82 

«  Piscis  austr. 

0       43 

22  51 

46.95 

-0.04 

+  0.04 

+  4.29 

-29.94 

<t  Pegasi 

0 

13 

22  59 

4.42 

-0.05 

+  0.04 

+  0.65 

-29.82 
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Beobachtungen. 


Beobachtungen  in  Leipzig. 


Tag 

Name  des 

1 

Ig 

Durchgangs- 

Gorrect. 

für 

Correct. 

fiir 

Correct. 

für 

ühr- 

Längen- 

4875 

Sterns 

.2 
2 

12 

zeit 

IUI 

• 

lur 

c 

IUI 

k 

Correct. 

differenz 

October  8 

11  Hevelii 

W 

44 

«•»»49m49?4  6 

+  0?08 

-o!3i 

-0?76 

-2«"I6!53 

45«46?95 

n  Capricomi 

W 

44 

29  li 

30.78 

+  0.02 

-0.84 

-4.04 

-2    46.54 

45 

46.93 

Beobachter 

69  Aquilae 

w 

44 

S9  25 

27.42 

+  9.03 

-0.82 

-0.86 

-2    46.58 

45 

47.04 

Weinek 

Polstern  K(O.C) 

w 

5 

20  86 

54.43 

+  0.24 

-2.08 

+  3.83 

.      K  (0.  C.) 

0 

5 

20  S6 

47.23 

+  0  08 

+  4.86 

+  3.33 

45Delphini 

0 

44 

20  45 

59.88 

+  0.01 

+  0.30 

—  0.68 

-2    46.62 

15 

47.04 

H  Aquarii 

0 

44 

20  48 

44.78 

+  0.04 

+  0.29 

-0.93 

-2    46.57 

45 

46.94 

46Delpbini 

0 

44 

20  62 

0.26 

+  0.04 

+  0.30 

-0.68 

-2    46.62 

45 

47.00 

0  Capricomi 

0 

44 

24      4 

4  5.69 

-0.04 

+  0.34 

-4.08 

-2    46.67 

64iCygni 

6<«  Cygni 

y  Equulei 

0 

44 

24     6 

35.46 

-0.02 

+  0.29 

-0.74 

-2    46.56 

45 

46.94 

a  Equulei 

0 

44 

24    H 

54.37 

-0.02 

+  0.29 

-0.76 

-2    46.63 

45 

46.92 

Polstern  F  (ü.  C.) 

0 

4 

24   24 

34.26 

+  0.42 

-2.06 

-5.44 

.      F(Ü.G.) 

w 

5 

24   24 

30.02 

-0,02 

+  2.24 

-5.44 

€  Capricomi 

w 

14 

24   32 

26.08 

0.00 

—  0.34 

-4.06 

-2    46.58 

45 

46.94 

d  Aquarii 

w 

44 

24    35 

33.34 

0.00 

-0.32 

—  0.80 

-2    46.59 

45 

46.93 

fi  Pegasi 

w 

44 

24    40 

23.24 

0.00 

-0.32 

-0.74 

-2    46.54 

45 

46.94 

46  Pegasi 

a  Aquarii 

0  Pegasi 

w 

44 

22     6 

44.32 

-0.08 

-0.32 

-0.75 

-2    46.64 

45 

46.92 

44  Aquarii 

w 

44 

22     9 

45.25 

-0.04 

-0.34 

-4.08 

-2    46.64 

15 

46.97 

0  Aquarii 

w 

44 

22  42 

35.34 

-0.02 

-0.32 

-0.92 

-2    46.65 

45 

46.96 

Pol8temL(O.C.) 

w 

5 

22  25 

44.44 

-0.48 

-4.03 

+  7.48 

«      L  (0.  C.) 

0 

6 

22  25 

4.44 

-0.48 

+  3.70 

+  7.48 

e  Pegasi 

0 

44 

22  37 

33.74 

-0.04 

+  0.30 

-0.70 

-2    4  6.64 

45 

46.90 

68  Aquarii 

0 

44 

22  43 

4  4.20 

-0.04 

+  0.34 

-4.06 

-2    46.70 

45 

46.94 

A  Aquarii 

0 

44 

22  48 

26.48 

-0.04 

+  0.29 

-0.94 

-2    46.68 

45 

46.94 

October  9 

0  Capricomi 
64tCygni 

0 
0 

44 

24     4 

46.64 

+  0.32 

+  0.32 

-0.97 

-2    47.70 

45 

46.94 

Beobachter 

64«  Cygni 

0 

Weinek 

/  Equulei 

0 

44 

24     6 

36.40 

+  0.34 

+  0.34 

-0.67 

-2    47.57 

45 

46,94 

m  Equulei 

0 

44 

24    44 

55.34 

+  0.34 

+  0.34 

-0.72 

-2    47.68 

45 

46.94 

Polstern  F(U.C.) 

0 

5 

24   24 

35.58 

-2.49 

-2.49 

-5.42 

»      F  (U.  C.) 

w 

5 

24   24 

84.28 

+  2.37 

+  2.87 

-5.42 

6  Capricomi 

w 

44 

24   32 

27.43 

-0.36 

-0.36 

-4.00 

-2    47.68 

45 

46,95 

d  Aquarii 

w 

44 

24   35 

34.34 

-0.34 

-0.34 

-0.76 

-2    47.63 

15 

46.94 

t  Pegasi 

w 

44 

21    40 

24.24 

-0.34 

-0.34 

-0.67 

-2    17.57 

45 

46.94 

46  Pegasi 

w 

ff  Aquarii 

w 

0  Pegasi 

w 

44 

22     6 

45.36 

—  0.34 

-0.34 

-0.72 

-2    47.67 

45 

47.00 

44  Aquarii 

w 

44 

22     9 

46.28 

-0.86 

-0.36 

-4,02 

-2    17.72 

45 

47.07 

•  Aquarii 

w 

44 

22  42 

86.83 

-0.84 

-0.34 

-0.87 

-2    17.67 

45 

46.98 

Polstern  L (O.e.) 

w 

5 

22  25 

43.80 

-4.26 

-4.26 

+  7.08 

»      L  (0.  C.) 

0 

6 

22  25 

5.52 

+  3.92 

+  3.92 

+  7.08 

C  Pegasi 

0 

44 

22  87 

34.78 

+  JD.t4 

+  0.31 

-0.66 

-2    47.73 

45 

46.95 

68  Aquarii 

0 

44 

22  43 

42.22 

+  0.33 

+  0.33 

-4.04 

—2    47.79 

15 

47.03 

X  Aquarii 

0 

44 

22  48 

27.23 

+  0.34 

+  0.31 

-0.87 

-2    47.79 

45 

46.99 

a  Piscis  ausir. 

0 

ff  Pegasi 

0 
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0) 

u 

Tag 

Name  des 

Durchgangs- 

Coi  rect. 
für 

t 

Correct. 
für 

Correct. 
für 

ühr- 

DifTerenz 

1875 

Sterns 

•US 

3^ 

zeit 

c 

k 

Correct. 

der  Uhren 

October  9 

58  Pegasi 

0 

48     2«»>  4m46?»0 

-0?05 

+  0!04 

+   0!73 

—  29?87 

+  4m47:84 

Beobachter 

(p  Aquarii 

0 

43     23  08 

23.27 

—  0.03 

+  0.04 

+   0  94 

-29.94 

+  4 

47.84 

von  Steeb 

y  Piscium 

0 

43  128  44 

48.50 

-0.04 

+  0.04 

+   0.84 

-29.8« 

+  4 

47.86 

Polstern  M  (O.e.) 

0 

6     28  28 

44.57 

—  0.80 

+  0.47 

-42.00 

»        M(O.C.) 

w 

7 

28  28 

42.56 

—  0.43 

-0.68 

—  42.00 

%\  Piscium 

w 

42 

28  48 

85.82 

-0.04 

-0.04 

+   0.84 

-29.80 

+  4 

47.98 

tp  Pegasi 

w 

6 

28   46 

40.28 

-0.04 

-0.04 

+   0.60 

-29.73 

+  4 

47.98 

fti  Piscium 

w 

43 

28  50 

25.96 

-0.04 

-0.04 

+   0.77 

-29.78 

+  4 

47.97 

(t  Andromedae 

w 

43 

0     2 

28.80 

-0.04 

-0.05 

+    0.44 

-29.68 

October  49 

Polstern  K  (O.G.) 

Beobachter 

K(O.C.) 

1 
1 

Welnek 

15Delphini 
fjk  Aquarii 

i 

1 

leOelphini 

OCapricorni' 

w 

48 

20  59 

43.80 

0.00 

-0.47 

+  4.42 

-46.43 

+  2 

44.36 

64iCygni 

w 

48 

24      4 

35.84 

0.00 

-0.24 

+  0.25 

-46.47 

+  2 

44.46 

642Cygni 

w 

y  Equulei 

w 

48 

24     4 

88.78 

O.CO 

-0.47 

+  0.73 

-46.08 

a  Equulei 

w 

43 

24      9 

52.58 

0.00 

-0.47 

+  0.80 

-46.07 

+  2 

44.39 

Polstern  F  (ü.  C.) 

w 

6 

24    49 

24.43 

-0.04 

+  4.47 

+  6.28 

»        F(IJ.  C.) 

0 

6 

24   49 

28.48 

+  0.22 

-0.98 

+  6.28 

e  Capricorni 

0 

43 

24    30 

22.89 

-0.02 

+  0.45 

+  4.45 

-46.28 

+  2 

44.28 

d  Aquarii 

0 

48 

24   88 

80.68 

-0.03 

+  0.44 

+  0.84 

-46.44 

+  2 

44.25 

B  Pegasi 

0 

43 

24   38 

20.78 

-0.04 

+  0.44 

+  0.73 

-46.06 

+  2 

44.34 

56  Pegasi 

0 

48 

24   47 

40.43 

-0.04 

+  0.45 

+  0.50 

—  46.06 

a  Aquari 

0 

48 

24   59 

89.88 

-0.08 

+  0.44 

+  0.88 

-46.42 

0  Pegasi 

0 

48 

22     4 

44.75 

-0.05 

+  0.44 

+  0.79 

-46.08 

+  2 

44.44 

44  Aquarii 

0 

48 

22     7 

44.90 

-0.02 

+  0.45 

+  4.48 

-46.44 

+  2 

4  4.83 

6  Aquarii 

0 

43 

22  40 

82.39 

-0.04 

+  0.44 

+  0.98 

—  46.44 

+  2 

44.40 

Polstern  L  (0.  C.) 

0 

5 

22  23 

24.58 

-0.67 

+  4.75 

-8  93 

»        L(O.C.) 

w 

7 

22  28 

25.08 

-0.45 

-2.44 

-8.98 

C  Pegasi 

w 

48 

22  85 

82.44 

—  0.04 

-0.47 

+  0.78 

—  46.06 

+  2 

44  49 

68  Aquarii 

w 

48 

22  44 

8.65 

-O.04 

-0.48 

+  4.45 

-45.96 

+  2 

44.62 

X  Aquarii 

w 

8 

22  46^ 

24.00 

-0.04 

-0.47 

+  0.98 

-46.00 

«  Piscis  auslr. 

w 

ff  Pegasi 

w 

48 

22   58 

50.54 

-0.04 

-0.47 

+  0.67 

-4  5.90 

+  2 

44.69 

58  Pegasi 

w 

48 

28     4 

2.28 

0.00 

-0.47 

+   0.74 

-45.94 

+  2 

44.62 

(p  Aquarii 

w 

43 

23     8 

9.38 

0.00 

-0.47 

+   0.96 

-45.94 

+  2 

4  4.66 

y  Piscium 

w 

43 

23   40 

59.64 

0.00 

—  0.47 

+  0.83 

-45.94 

+  2 

4  4.62 

Polstern  M  0^0. 

w 

6 

23  28 

28.68 

+  0.05 

-2.82 

-42.25 

»        M'O.C, 

0 

7 

28  28 

24.73 

-0.63 

+  2.84 

-42.25 

24  Piscium 

0 

48 

28  43 

24.80 

-0.08 

+  0.44 

+   0.86 

-45.99 

+  2 

44.50 

(p  Pegasi 

0 

43 

23  46 

26.45 

-0.04 

+  0.45 

+   0.64 

-45.84 

+  2 

44.49 

a>  Piscium 

0 

43 

28  53 

4  4.97 

-0.04 

+  0.44 

+   0.78 

-45.96 

+  2 

44.58 

y  Pegasi 

0 

48 

0     7 

6.54 

-0.04 

+  0.44 

+   0.67 

—  45.95 

November  2 

23  Hevelii 

0 

48 

20  47 

4.02 

+  0.09 

+  0.08 

+  0.85 

-   3.84 
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a> 

u 

Tag 

Name  des 

iS 

"3; 

!| 

Durchgangs- 

Correct. 
für 

Correct. 
für 

Correct. 
für 

Uhr- 

Llingen- 

4875 

Sterns 

US 

|£ 

zeit 

i 

c 

k 

Correct. 

diflerenz 

Oclober  B 

ß8  Pegasi 

0 

44 

23>>  6»n  5?48 

-l-0!34 

+  0!34 

-0!68 

—  2m47?74 

45n»46!97 

Beobachter 

(p  Aquarii 

0 

44 

28   40    42.60 

4-0.84 

+  0.34 

-  0.85 

-2    47.75 

4  5 

46.97 

Weinek 

y  Piscium 

0 

44 

23  48      2.64 

-1-0.84 

+  0.34 

-0.75 

-2    47.72 

15 

46.99 

PolÄlcrn  M  tO.  C; 

0 

5 

28  80      4.85 

+  5.25 

+  5.25 

+  9.74 

»        M.O.C.j 

w 

6 

28  80    12.72 

-5.69 

-5.69 

+  9.74 

«4  Piscium 

w 

9 

28  45    25.66 

-0.34 

-0.34 

-0.77 

—  2    47.78 

45 

47. or 

<jp  Pegasi 

w 

9 

28   48    29.66 

-0.85 

-0.35 

-0.87 

-2    47.66 

15 

47.00 

Ol  Piscium 

w 

44 

23  55    45.72 

-0.84 

—  0.34 

—  0.74 

-2    47.75 

45 

47.03 

a  Androroedae 

w 

Oclober  49 

Polstern  K  (0.  C.) 

0 

5 

20  37    04.85 

-0.56 

+  4.98 

+  3.16 

Beobachter 

»      k;o.c. 

w 

5     20  87    04.78 

—  0.83 

-2.48 

+  3.46 

voD  Steeb 

45Delphini 

w 

5 

20  46    44.45 

-0.05 

-0.36 

-0.65 

-2    80.38 

/Ä  Aquarii 

w 

44 

20  48    29.44 

-0.03 

-0.34 

-0.88 

-2    30.44 

46Delphini 

w 

44 

20  52    4  4.50 

-0.05 

-0.85 

-0.65 

-2    80.35 

0  Capricomi 

w 

44 

24      4    29.97 

-0.02 

-0.86 

—  0.98 

-2    30.49 

45 

47.26 

64  *  Cygnl 

w 

8 

24      8    50.84 

-0.07 

-0.48 

-0.29 

-2    80.33 

45 

47.06 

«4«Cygni 

w 

8 

24     8    52.86 

-0.07 

-0.48 

—  0.29 

-2    30.35 

y  Equulei 

w 

a  Equulei 

w 

44     24   49      8.66 

-0.04 

-0.84 

-0.73 

-2    80.46 

45 

47.27 

Polstern  F(Ü.C.; 

w 

5 

24   24    46.47 

+  0.29 

+  2.40 

-5.44 

»        F  (U.  Cj 

0 

6 

24   24    50.83 

+  0.49 

-2.49 

-5.44 

e  Capricomi 

0 

44 

24   32   99.45 

-0.04 

+  0.33 

-4.04 

-2    80.54 

45 

47.43 

d  Aquarii 

0 

44 

24   85   46.37 

-0.03 

+  0.34 

-0.76 

-2    80.40 

45 

47.40 

e  Pegasi 

0 

14 

24    40    86.30 

-0.08 

+  0.84 

-0.68 

-2    30.40 

45 

47.48 

46  Pegasi 

0 

a  Aquarii 

0 

0  Pegasi 

0 

44 

22     6    27.54 

-0.08 

+  0.84 

-0.72 

-2    30.52 

45 

47.23 

4  f  Aquarii 

0 

44 

22     9    58.25 

-0.04 

+  0.88 

-4.08 

-2    39.47 

45 

47.42 

6 Aquarii 

0 

44 

22  42    48.45 

-0.02 

+  0.84 

-0.87 

-2    30,54 

45 

47.48 

Polstern  L  O.G.) 

0 

5 

22  25    47.62 

-0.42 

+  8.94 

+  7.42 

l;o.c.) 

\v 

6 

23  25    25.98 

-0.44 

-4.82 

+  7.42 

. 

C  Pegasi 

w 

H 

22  87    48.49 

-0.04 

-0.85 

-0.67 

—  2   90.55 

45 

47.22 

68  Aquarii 

w 

44 

22  48    25.60 

0.00 

-0.86 

-4.04 

-2    80.58 

45 

47.35 

X  Aquarii 

w 

«  Piscis  austr. 

w 

44 

22  58   90.28 

0.00 

-0.89 

-4.44 

-2    30.52 

a  Pegasi 

w 

44 

23     4      6.70 

-0.04 

-0.85 

-0.62 

—  2    80.59 

45 

47.39 

58  Pegasi 

w 

44 

23     6    48.54 

-0.04 

-0.84 

—  0.68 

-2    30.53 

45 

47.34 

<p  Aquarii 

w 

44 

t8  4  0    25.98 

-0.04 

-0.84 

-0.85 

-2    80.57 

45 

47.85 

y  Piscium 

W   1  44      28  43    46.02 

-0.04 

-0.84 

-  0.75 

-2    30.56 

45 

47.30 

Polstern  M  (O.e.) 

W 

5 

23  80    23.04 

-0.44 

-5.77 

+  9.79 

M  (0.  c; 

0 

6 

28  8^    4  4.75 

-0.44 

+  5.27 

+  9.79 

24  Piscium 

0 

44 

28  45    87.75 

-0.04 

+  0.84 

-0.78 

-2    80.49 

45 

47.43 

(p  Pegasi 

0 

44 

28  48    44.64 

-0.04 

+  0.83 

-0.57 

-2    80.88 

45 

47.44 

(tf  Piscium 

0 

44 

28  55    27.79 

-0.04 

+  0.84 

-0.74 

-2    80.49 

45 

47.44 

y  Pegasi 

0 

November  2 

23Hevelii 

0 

*' 

' 
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Name  des 

1 

I2 

1 
Durchgangs- 1 

Correct. 
für 

• 

Correct. 
für 

Correct. 

ühr- 

Diflerraz 

487S 

Sterns 

1 

zeit 

c 

k 

Correct. 

derUfarea 

November  « 

e  Capricorni 

0 

«•h69m  o!78 

+  0^ 

+  0!08 

+ 

4!48 

-4?49 

+  2"4J?41 

Beobachler 

64tCygni 

0 

24      4 

28.08 

4-0.46 

+  0.40 

+ 

0.27 

-4.18 

+  2  49.37 

Weinek 

6|)€ygni 

0 

y  Equulei 

0 

24     4 

24.20 

+  0.40 

+  0.08 

+ 

0.78 

-4.06 

+  2    48.4« 

a  Equulei 

0 

24     9 

40.44 

+  0.09 

+  0.08 

+ 

0.86 

—  4.23 

+  2    48  3^ 

Polstern  F(U.C.) 

0 

24   49 

48.94 

-0.59 

-0.58 

+ 

6.66 

»      F(U.C.) 

w 

24   49 

48.08 

-0.82 

+  0.78 

+ 

6.65 

t  Capricorni 

w 

24   80 

40.87 

4-0.07 

-0.44 

+ 

4.22 

-4.t4> 

+  2    43.19 

d  Aquarii 

w 

24    83 

48.57 

+  0.42 

-0.40 

+ 

0  89 

-4.48 

+  2    43.45 

e  Pegasi 

w 

24   38 

8.66 

+  0.44 

-0.40 

+ 

0.78 

-4.47 

+  2    43  41 

4  6  Pegasi 

w 

24   47 

28.84 

+  0.48 

-0.44 

+ 

0.53 

-4.47 

a  Aquarii 

w 

24   59 

27.86 

+  0.42 

-0.40 

+ 

0.93 

-4.22 

d  Pegasi 

w 

22     8 

59.74 

+  0.44 

-0.40 

+ 

0.84 

-4.28 

+  2    43.4« 

44  Aquarii 

w 

22     7 

80.04 

+  0.07 

-0.44 

+ 

4.24 

-4.36 

+  2   43.23 

0  Aquarii 

w 

22  40 

20.44 

+  0.40 

-0.40 

+ 

4.04 

—  4.18 

+  2    43.41 

Polstern  L  (0.  C.) 

w 

22  23 

7.26 

+  4.85 

-1.84 

— 

9.46 

»      L  (0.  C.) 

0 

22  23 

5.20 

+  4.34 

+  0.95 

— 

9.46 

C  Pegasi 

0 

22  85 

49.94 

+  0.44 

+  0.08 

+ 

0.77 

-4.42 

+  2  43.i7 

«8  AquarU 

0 

22  40 

56.66 

+  0.05 

+  0.08 

+ 

4.22 

-4.54 

+  2   43.4S 

X  Aquarii 

0 

22  46 

42.04 

+  0.07 

+  0.08 

+ 

4.04 

-4.58 

+  2   43.41 

a  Piscis  austr. 

0 

22  50 

34.04 

+  0.08 

+  0.09 

+ 

4.40 

-4.46 

+  2  43  n 

«  Pegasi 

0 

22  58 

88.62 

+  0.44 

+  0.08 

+ 

0.74 

-4.50 

+  2   48.11 

58  Pegasi 

0 

28     8 

50.87 

+  0.09 

+  0.0B 

+ 

0,79 

-4.48 

+  2   4S.4t 

9  Aquarii 

0 

13     7 

57.48 

+  0.07 

+  O.0B 

+ 

4.02 

-4.54 

+  t   43.U 

V  Piscium 
Polstern  M  [O.e.) 

0 

28  40 

47.77 

+  0.08 

+  0.08 

+ 

0.88 

-4.55 

+  2   43.4« 

0 

28  28 

9.57 

+  4.51 

+  4.27 

— 

12.98 

»      MfO.C.) 

w 

28  28 

42.00 

+  2.20 

-4.75 

— 

12.98 

21  Piscium           1 

w 

28  43 

40.32 

+  0.44 

-0.40 

+ 

0.94 

-4.53 

+  2    43.44 

9  Pegasi 

w 

28  46 

44.84 

+  0.45 

-0.44 

+ 

0.65 

-4.55 

+  2    48.1  J 

w  Piscium 

w 

28  58 

0.68 

+  0.42 

-0.40 

+ 

0.83 

-4.65 

+  2    43.01 

«  AndronAedae 

w 

0     2 

2.94 

+  0.48 

-0.42 

+ 

0.48 

-4.52 

y  Pegasi 

w 

0     6 

55.47 

+  0.44 

—  0.44 

+ 

0.72 

-4.64 

Novembef  8 

28  Hevelii 

w 

20  47 

9.48 

+  0.45 

—  0.44 

+ 

0.87 

-8.85 

+  2    39.44 

Beobachter 

n  Capricorni 

w 

20  20 

20.24 

+  0.09 

-0.44 

+ 

4.28 

-8.97 

+  t    39.41 

Weinek 

ee  Aquilae 

w 

20  23 

47.20 

+  0.48 

-0.44 

H- 

0.99 

-8.86 

+  2   39.41 

Polstern  K (O.e.) 

w 

20  84 

45.84 

+  4.42 

-0.69 

— 

4.38 

.      K(O.C.) 

0 

20  84 

44.44 

+  0.84 

-0.54 

. 

4.88 

45  Delphinl 

0 

20  48 

50.59 

+  0.48 

+  0.08 

+" 

0.76 

-9.07 

+  S    S9.2S 

ju  Aquarii 

0 

20  46 

5.08 

+  0.09 

+  0.08 

+ 

4.08 

-9.42 

+  2    39.27 

46  Delphini 

0 

20  49 

10.99 

+  0.48 

+  0.08 

+ 

0.76 

-9.09 

+  «    89.2* 

0  Capricorni 

0 

2t  59 

5.74 

+  0.W 

+  0.08 

+ 

4.24 

-9.48 

+  2    39. 4< 

64iCygni 

0 

24      4 

28.04 

+  0.4$ 

+  0.40 

+ 

0.28 

—  9.20 

+  t    89.48 

642  cygni 

y  Equulei 

0 

24     4 

26.25 

+  0.44 

+  0.08 

+ 

0.80 

-9.44 

+  2    89.4S 

«  Equulei 

0 

24     9 

45.44 

+  0.40 

+  0.08 

+ 

0.87 

-9.84 

+  2    39.04 

Polstern  F(«.C.) 

0 

24   49 

48.62 

-0.64 

-0.57 

+ 

6.83 

»      F  (U.  C.) 

w 

24   49 

47.77 

-0.«7 

+  0.7« 

+ 

6.88 

B  Caprioomi 

w 

24   80 

45.84 

+  0.08 

-0.42 

+ 

4.25 

-9.84 

+  2    89.07 

d  Aquarii 

w 

24   88 

28.59 

+  0.43 

-0,4  4 

+ 

0.92 

-9.23 

+  2    89.43 

e  Pegasi 

w 

24   88 

48.69 

+  0.45 

-0.44 

+ 

0.80 

-9.24 

+  2    89.06 

46  Pegasi 

w 

43 

24   47 

88.82 

+  0.24 

—  0.42 

+ 

0.54 

-9.49 

a  Aquarii 

w 

43 

24   59 

82.94 

+  0.44 

-0.44 

+ 

0.96 

-9.82 
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Beobachtungen  in  Leipzig. 


Tag 

Name  d«B 

es 

1« 

Durchgangs- 

Correct. 
für 

t 

Correct. 

für 

c 

Correct. 

für 

Uhr- 

LHngen- 

1875 

Sterns 

2 

p 

zeit 

k 

Correot. 

differenz 

>Joveinber  % 

0  Capricorni 

0      10 

j^h  4»"47!01 

o!oo 

-0!86 

^ 

1!13 

-•«47?61 

15«n47?14 

Beobachter 

60Cygni 

0      11 

11      4      7.90 

-0.01 

-0.43 

— 

0.88 

-1   47.70 

15   47.19 

V.  Steeb 

6««Cypm 

0       11 

11      4      9.39 

-0.01 

-0.43 

— 

0.33 

-1  47.69 

y  Equulei 

0      11 

11      7      6.76 

-0.01 

-0.34 

— 

9.78 

-t  47.51 

15    47.10 

a  Equulei 

0 

11 

11   11   15.69 

-0.01 

-0.84 

— 

0.84 

-8    47.61 

15    47.14 

Polstern  F  (ü.  C.) 

0 

5 

11    11    06.58 

4-0.05 

+  1.40 

— 

594 

»      F(U.C.) 

w 

6 

11    11    10.95 

+  0.19 

-1.19 

— 

5.94 

8  Capricorni 

w 

41 

11    31    S6.19 

-O.Ol 

+  0.83 

— 

1.16 

-1   47.69 

15    47.15 

ä  Aquarii 

w 

10 

11   86      3.55 

-0.04 

+  0.81 

— 

9.8« 

-1   47.63 

15    47.17 

8  Pegasl 

w 

11 

11    40    58.40 

-0.05 

+  0.81 

— 

0.78 

-1   47.57 

15    47.14 

16  Pegasi 

w 

a  Aquarii 

w 

e  Pegasi 

w 

11 

11     6   44.58 

-0.04 

+  0.81 

^ 

9.88 

-1   47.64 

18    47.33 

41  Aquarii 

w 

11 

11  10    15.41     -O.Ol 

+  0.38 

— 

1.19 

-1   47.64 

18    47.10 

6  Aquarii 

w 

11 

n  18      5.61  '   -0.03 

+  0.81 

— 

1.91 

-1   47.68 

18    47.33 

Polstern  L  (O.C.) 

w 

5 

11  15   80.91    —0.63 

+  8  94 

+ 

8.11 

>       L(OC.) 

0 

6 

n  18   88.78 1   -0.41 

-4.81 

+ 

8.11 

C  Pegasi 

0 

11 

11  88      5.30     -0.08 

-0.85 

— 

0  77 

-1   47.69 

18    47.16 

68  Aquarii 

0 

11 

11  48    41.70 

-0.01 

-0.86 

— 

1.17 

-1   41.66 

15    47.16 

X  Aquarii 

0 

11 

11  48    S7.75 

-O.Ol 

-0.84 

— 

1.00 

-1   47.71 

15   47.11 

ff  Piscis  austr. 

0 

11 

11  58   87.41 

-0.01 

-0.89 

— 

1.81 

-1   47.63 

15   47.11 

ff  Pegasi 

0 

11 

18     1    18.71 

-0.03 

-0.85 

— 

0.71 

-1   47.61 

15   47.19 

58  Pegasi 

0 

11 

13     6   85.70 

-0.08 

-0.84 

_ 

9.78 

-1   47.71 

15    47.80 

<p  Aquarii 
y  Piscium 

0 

11 

18  10   48.18 

-O.Ol 

-0.84 

— 

0.98 

^i    47.69 

15    47.14 

0 

11 

13  18   88.15 

-0.03 

-0.84 

— 

0.57 

-1   47.65 

15    47.10 

Polstern  M  (O.e.) 

0 

5 

13  80   86.41 

^0.55 

-5.77 

+  11.81 

.      M  (0.  C.) 

w 

6 

13  80   16.34 

-0.69 

+  8.17 

+  11.31 

11  Piscium 

w 

11 

13  45   54.99 

-0.03 

+  0.81 

— 

0.90 

-•    47.67 

15    47.83 

^  Pegasi 
Ol  Piscium 

w 

11 

13  48   59.00 

-0.04 

+  0.83 

— 

0.66 

-1    47.68 

15    47.33 

w 

11 

13  58    45.04 

-0.04 

4-9.81 

— 

0.81 

^t   47.66 

15    47.11 

a  Andromedae 

w 

y  Pegasi 

w 

November  8 

13  Hevelü 

0 

11 

10  19   50.1)8 

-0.01 

+  0.81 

.^ 

0.88 

^S  48.31 

15   47.33 

Beobachter 

n  Capricorni 

0 

11 

10  18      1  67 

-0.01 

+  0.88 

— 

1.18 

«^1   4S.88 

15   47.19 

\.  Steeb 

«9  Aquilae 

0 

11 

10  85  58.14 

-0.01 

+  0.81 

— 

0.93 

-•    4«.16 

15    47.19 

Polstern K  O.C.) 

0 

5 

19  37    15.51 

-0.11 

+  1.9B 

4- 

8.61 

»      KIO.C.) 

w 

6 

lt>  87    19.66 

-0.96 

-1.18 

+ 

8.61 

15Delphini 

w 

11 

10  46   81.94 

-0.01 

-0.35 

— 

0.74 

-1   48.85 

15    47.18 

/a  Aquarii 
lODelphini 

w 

11 

10  48    46.95 

0.00 

-0.84 

— 

1.01 

•^1   4B.9» 

18   47.18 

w 

11 

19  51  81.81 

-9.01 

-0.88 

— 

0.74 

-^1   4S.83 

15   47.f1 

6  Capricorni 

w 

11 

11     1    47.78 

0.00 

-0.86 

_ 

1.11 

-1   4'8.84 

15    47.16 

öftCygnl 
6l2Cygni 

w 

11 

11     4      8.55 

-0.01 

-0.43 

— 

0.88 

--1   48.38 

15    47.18 

\v 

11 

11     4    10.07 

-0.01 

-0.43 

— 

0.38 

-1   48.40 

y  Equulei 

w 

11 

11     7      7.51 

-0.01 

-0.84 

— 

0.77 

-9   48.30 

15   47.17 

a  Equulei 

\v 

11 

11   11   16.41 

—  0.01 

-0.84 

— 

9.88 

^1    48.88 

15   47.07 

Polstern  F  (ü.  C.) 

w 

5 

11  11     7.88 

4-0.05 

+  1.4t) 

— 

8.89 

»      F(U.C.) 

0 

6 

Hl  11    11.89 

+  0.14 

-1.19 

— 

8.89 

8  Capricorni 

0 

11 

11   81   56.^6 

-O.Ol 

4-0.88 

— 

1.15 

-8  48.88 

15   47.17 

d  Aquani 

0 

11 

11   36     4.15 

-9.03 

+  0.81 

— 

0.87 

-1    48.36 

15    47.14 

8  Pegasi 

0 

11 

11   40   54.10 

-9.04 

4-0.81 

— 

0.77 

-1   48.30     15    47.18 

16  Pegasi 

a  Aquarii 
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Beobachtungen  in  Wien. 


Tas[ 

,  Name  des 

■i 

^g 

Durchgangs- 

Gorrect. 
für 

i 

Gorrect. 
für 

c 

Gorrect. 
für 

ühr- 

Differenz 

1875 

Sterns 

12 

zeit 

k 

Gorrect. 

der  Uhren 

November  8 

e  Pegasi 

w 

18 

2jh  4in  4*88 

-l-0?17 

-0?11 

+  0?86 

-   9?38 

+  2»«38!98 

Beobachter 

k\  Aquarii 

w 

6 

22     7 

85.00 

+  0.08 

-0.12 

+  1.28 

-    9.36 

+  2 

39.06 

Weinek 

O.Aquarii 

w 

22  10 

25.47 

•1-0.13 

-0.11 

+  1.07 

-   9.87 

+  2 

39.04 

Polstern L  (O.G.) 

w 

22  23 

11.88 

4-2.27 

-1.87 

-9.71 

»      L{O.C.) 

0 

22  23 

10.18 

+  1.75 

+  1.02 

-9.71 

C  Pegasi 

0 

22  35 

24.98 

+  0.14 

+  0.08 

+  0.79 

-    9.53 

+  2 

38.94 

68  Aquarii 

0 

22  41 

1.70 

+  0.07 

+  0.09 

+  1.25 

-    9.62 

+  2 

38.87 

X  Aquarii 

0 

22  46 

17.09 

+  0.10 

+  0.08 

+  1.06 

-    9.67 

+  2 

38.83 

«  Piscis  austr. 

0 

22  50 

56.16 

+  0.04 

+  0.09 

+  1.43 

-    9.67 

a  Pegasi 

0 

22  58 

43.64 

+  0.15 

+  0.08 

+  0.72 

—   9.59 

November  4 

23  Hevelii 

0 

20  17 

14.25 

+  0.1« 

+  0.07 

+  0.88 

-14.18 

+  2 

85.17 

Beobachter 

n  Capricomi 

0 

20  20 

25.82 

+  0.09 

+  0.07 

+  0.24 

-14.25 

+  2 

85.22 

Weinek 

69  Aquilae 

0 

20  28 

22.38 

+  0.14 

+  0.07 

+  1.00 

-14.24 

+  2 

35.15 

Polstern K  (O.G.) 

0 

20  34 

49.16 

+  1.17 

+  0.44 

-4.42 

»      K(O.G.) 

w 

20  34 

50.20 

+  1.45 

-0.62 

-4.42 

15  Delphini 

w 

20  43 

55.84 

+  0.22 

-0.10 

+  0.77 

-14.25 

+  2 

85.22 

fA  Aquarii 

w 

20   46 

10.35 

+  0.15 

-0.10 

+  1.09 

-14.29 

+  2 

35.28 

16  Delphini 

w 

20  49 

56.16 

+  0.22 

—  0.10 

+  0.77 

-14.19 

+  2 

35.28 

e  Capricomi 

w 

20  59 

10.97 

+  0.18 

-0.10 

+  1.22 

-14.88 

+  2 

85.19 

60  Gygni 

w 

21      1 

88.28 

+  0.86 

-0.12 

+  0.28 

—  14.86 

+  2 

85.11 

6l2Cygni 

w 

21      1 

34.78 

+  0.36 

-0.12 

+  0.28 

-14.87 

+  2 

85.12 

\ 

y  Equulei 

w 

21     4 

31.87 

+  0.1Ä4 

-0.10 

+  0.81 

—  14.25 

+  2 

35.41 

a  Equulei 

w 

21     9 

50.21 

+  0.22 

-0.10 

+  0.88 

-14.85 

+  2 

85.12 

Polstern  F  (Ü.G.) 

w 

21    19 

24.05 

-1.40 

+  0.68 

+  6.90 

»       F(Ü.G.) 

0 

21   19 

24.98 

-1.17 

-0.48 

+  6.90 

e  Gapricorni 

0 

21   30 

20.89 

+  0.10 

+  0.07 

+  1.26 

-14.59 

d  Aquarii 

0 

21   33 

28.68 

+  0.18 

+  0.07 

+  0.98 

-14.57 

+  2 

34.83 

! 

6  Pegasi 

0 

21   38 

18.71 

+  0.20 

+  0.07 

+  0.81 

-  14.51 

+  2 

84  84 

16  Pegasi 

0 

21   47 

38.82 

+  0.25 

+  0.08 

+  0.55 

-14.45 

a  Aquarii 

0 

21    59 

88.05 

+  0.16 

+  0.07 

+  0.97 

-14.67 

aPega9i 

0 

22     4 

9.85 

+  0.17 

+  0.07 

+  0.87 

-14.59 

+  2 

84.89 

41  Aquarii 

0 

22     7 

40.09 

+  0.09 

+  0.07 

+  1.29 

-14.66 

+  2 

84.86 

ö  Aquarii 

0 

22  10 

30.59 

+  0.18 

+  0.07 

+  1.08 

-14.67 

+  2 

84.82 

Polstern  L  (0.  G.) 

0 

22  28 

15.89 

+  2.32 

+  0.86 

-9.81 

»       L(O.G.) 

w 

22  28 

16.39 

+  2.83 

-1.22 

-9.81 

C  Pegasi 

w 

22  35 

80.25 

+  0.22 

-0.10 

+  0.80 

-14.78 

+  2 

84.78 

68  Aquarii 

w 

22  41 

7.01 

+  0.11 

-0.10 

+  1.26 

-14.80 

+  2 

84.74 

X  Aquarii 

w 

22  46 

22.28 

+  0.16 

-0.10 

+  1.07 

-14.76 

+  2 

84.75 

a  Piscis  austr. 

w 

22  51 

1.41 

+  0.07 

—  0.11 

+  1.45 

-14.76 

«  Pegasi 

w 

22  58 

48.85 

+  0.24 

—  0.10 

+  0.78 

-14.78 

November  U 

28  Hevelii  * 

w 

20  17 

47.01 

+  0.07 

—  0.11 

+  0.95 

-  46.89 

Beobachter 

69  Aquilae 

w 

20  28 

55.01 

+  0.06 

-0.11 

+  1.08 

-46.84 

von  Sleeb 

Polstern  K  (0.  G.) 

w 

20  85 

22.55 

+  0.54 

-0.70 

-4.79 

»      KiO.G.) 

0 

20  85 

21.79 

+  0.16 

+  0.58 

-4.79 

0  Gapricorni 

0 

20  59 

48.88 

+  0.01 

+  0.09 

+  1.88 

-47.02 

,  6,1 1  Gygni 

0 

21      2 

5.80 

+  0.04 

+  0.11 

+  0.81 

-47.08 

6l2c;ygni 

0 

21      2 

7.29 

+  0.04 

+  0.11 

+  0.81 

-47.07 

y  Equulei 

0 

21      5 

8.87 

+  0.02 

4-0.09 

+  0.88 

-46.98 

a  Equulei 

0 

21   10 

22.70 

+  0.02 

+  0.09 

+  0.96 

-47.05 

Polstern  F  (U.  G.) 

.      F(U.C.) 

0 

21    19 

57.49 

-0.14 

-0.64 

+  7.48 

w 

21    19 

56.84 

-0.82 

+  0.78 

+  7.48 

e  Gapricorni 

w 

21   80 

58.32 

+  0.08 

-0.12 

+  1.87 

-47.08 

d  Aquarii 

w 

13 

21   34 

11.16 

+  0.05 

-0.11 

+  1.00 

-  46.96 

B  Pegasi 

w 

13 

21   88 

51.24 

+.0.06 

-0.11 

+  0.88 

—  46.98 

16  Pegasi 

w 

9 

21   48 

10.90 

+  0.07 

-0.12 

+  0.59 

-46.86 

a  Aquarii 

w 

13 

22     0 

10.45 

+  0.05 

-0.11 

+  1.05 

-47.01 
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Beobachtungen  in  Leipzig. 


Tag 

Name  des 

1 

"5 

1  = 

Durchgangs- 

Corroct. 
für 

Corroct. 
für 

Correct. 

für 

Uhr- 

Längen- 

4875 

Sterns 

© 

2;s 

zeit 

IUI 

k 

Correct. 

difierenz 

«u- 

t 

c 

November  3 

0  Pegasi 

0 

11 

2äM»45?«  8 

-0?04 

+  0!84 

-0?82 

— 2«48!86 

15««47!18 

Beobachter 

41  Aquarii 

0 

11 

iS  10   16.17 

-0.02 

+  0.88 

-4.18 

-2   48.42 

45   47.27 

V.  Steeb 

e  Aquarii 

0 

11 

22  18      6.82 

-0.08 

+  0.81 

-1.00 

-2   48.41 

15    47.25 

Polstern  L  (0.  C.) 

0 

5 

22  25    30.59 

-0.58 

+  8.94 

+  8.15 

»      L  (0.  C.) 

w 

6 

22  25    88.58 

-0.11 

-4.82 

+  8.15 

C  Pegasi 

w 

11 

22  88    06.05 

-0.01 

-0.85 

-0.76 

-2   48.47 

15    47.24 

68  Aquarii 

w 

11 

22  48    48.50 

0.00 

-0.16 

-1.16. 

-2   48.49 

15   47.19 

X  Aquarii 

w 

11 

22  48   58.50 

-0.01 

-0.14 

-0.99 

-2   48.50 

15    47.16 

«  Piscis  austr. 

«  Pegasi 

November  4 

23  Hevelii 

0 

11 

20  19    51.01 

-^0.01 

+  0.31 

-0.78 

-2   49.85 

15    47.24 

Beobachter 

n  Capricorni 

0 

11 

20  28      2.69 

—  0.01 

+  0.33 

-1.07 

-2    49.47 

15   47.29 

V.  Steeb 

69  Aquilae 

0 

11 

20  25    59.31 

-0.01 

+  0.31 

-0.88 

-2    49.39 

15   47.23 

Polstern  K  fO.  C.) 

0 

5 

20  37    16.66 

-0.11 

+  4.98 

+  3.42 

»       K(O.C.) 

w 

6 

20  87    20.60 

-♦-0.06 

-2.18 

+  3.42 

15  Delphini 

w 

11 

20  46    81.99 

+  0.01 

-0.85 

-0.70 

-2   49.47 

15    47.37 

(A  Aquarii 

w 

11 

20  47    48.01 

0.00 

-0.34 

-0.95 

-2    49.52 

15    47.89 

16  Delphini 

w 

11 

20  52   38.88 

4-0.01 

-0.35 

-0.70 

-2   49.47 

15    47.45 

d  Capricorni 

w 

11 

21      1    48.88 

0.00 

-0.36 

-1.06 

-2   49.52 

15   47.39 

61«  Cygni 

w 

11 

21      4      9.60 

+  0.01 

-0.48 

-0.82 

-2   49.47 

15    47.32 

612  Cygni 

w 

11 

21      4    11.12 

+  0.01 

-0.48 

-0.32 

-2   49.49 

15    47.88 

y  Equulei 

w 

11 

21      7      8.50 

+  0.01 

-0.34 

-0.73 

-2   49.36 

15    47.83 

a  Equulei 

w 

11 

21    12    27.45 

+  0.01 

-0.34 

-0.78 

-2   49.47 

15    47.85 

Polstern  F(Ü.C.) 

w 

5 

21    22      8.57 

-0.05 

+  2.40 

-5.57 

»      F(Ü.C.) 

0 

6 

21    22    12.88 

+  0.10 

-2.19 

-5.57 

e  Capricorni 

0 

d  Aquarii 

0 

11 

21   86      5.21 

-0.01 

+  0.81 

-0.82 

-2    49.40 

15   47.14 

8  Pegasi 

0 

11 

21    40    55.08 

-0.02 

+  0.31 

-0.73 

-2   49.85 

15    47.17 

16  Pegasi 

0 

a  Aquarii 

0 

6  Pegasi 

0 

11 

22      6   46.31 

-0.01 

+  0.31 

-0.77 

-2   49.48 

15    47.30 

41  Aquarii 

0 

11 

22  40    17.18 

-0.04 

+  0.88 

-1.11 

-2   49.52 

15   47.28 

B  Aquarii 

0 

11 

22  18      7.31 

-0.04 

+  0.84 

-0.94 

—  2   49.49 

15   47.25 

Polstern  L  (O.e.) 

0 

5 

22  25    81.09 

-0.24 

+  8.94 

+  7.70 

o      L(O.C.) 

w 

6 

22  25    39.74 

-0.41 

-4.82 

+  7.70 

C  Pegasi 

w 

11 

22  87      7.04 

-0.01 

-0.85 

-0.72 

-2   49.51 

15   47.29 

68  Aquarii 

w 

11 

22  48   44.48 

0.00 

-0.36 

-1.09 

-2    49.54 

15   47.27 

X  Aquarii 

w 

11 

22  48    59.46 

-0.01 

-0.84 

-0.94 

-2    49.51 

15   47.80 

tt  Piscis  austr. 

w 

«  Pegasi 

w 

November  1 4 

93  Hevelii 

Beobachter 

69  Aquilae 

Weinek 

Polstern  K  (0.  C.) 
»      K(O.C.) 

B  Capricorni 

61  i  Cygni 

61«  Cygni 

y  Equulei 

a  Equulei 

Polstern  F(Ü.C.) 
»      F  (ü.  C.) 

8  Capricorni 

d  Aquarii 

8  Pegasi 

1 6  Pegasi 

«  Aquarii 
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Tag 

Name  des 

1 

^g 

Durchgang»- 

Gorrect. 

für 

i 

Correct. 
Wr 

c 

Gorrect. 
für 

Ijhr- 

Differenz 

4S75 

Sterns 

1 

5^ 

zeit 

k 

Corroct. 

dertbren 

November  f  4 

•  RegMi 

W 

43 

«•^  4n>4W$ 

•♦•♦•05 

-0!41 

+   0!94 

-4i!*0 

BeobachUr 

41  Aqttarii 

W 

4a 

St     8 

12.86 

•0-0.08 

-0.42 

+   4.40 

-46.95 

von  Steob 

•  Aqoarii 

w 

48 

U  14 

2.88 

-•-0.04 

-O.ll 

+    1.17 

-46.W 

Polstern  L  {O.e.} 

w 

6 

S9  28 

49.24 

-••0.14 

-1.40 

-10.64 

»      L(O.C.) 

0 

7 

21  28 

47.06 

-0.20 

+  1.14 

—  10.64 

CPoRMl 

0 

43 

21  86 

2  86 

-0.02 

+  •••9 

+    0.87 

-  46.98 

+  2" 

ni5!l6 

68PefW8i 

0 

18 

12  44 

88.98 

-0.04 

+  0.40 

+    1.37 

-47.04 

X  Aqirarii 

0 

13 

22  46 

54.80 

-0.04 

+  0.69 

+    1.16 

—  47.01 

a  Piscis  austr. 

0 

18 

22  51 

88.19 

0.00 

+  0.10 

+    1.57 

-  46.97 

+  2 

15  24 

er  Pegasi 

0 

18 

22  59 

20.96 

-0.02 

+  0.09 

+    0.79 

-4^.95 

+  2 

15.25 

58  Pegasi 

0 

18 

28     4 

82.73 

-0.02 

+  0.09 

+    0.88 

-46.97 

+  2 

45.29 

<jp  Aquarii 

0 

18 

28     8 

89.72 

-0.04 

+  0.09 

+    1.14 

-46.96 

+  2 

13.25 

y  Piscium 

0 

18 

28  11 

80.06 

-0.01 

+  0.09 

+    0.99 

-  46.99 

+  2 

15.26 

Pol8tern.M(O.C.) 

0 

6 

23  28 

51.32 

-0.27 

+  1.88 

-14.59 

.      M(O.C.) 

w 

7 

23  28 

58.92 

-1-0.53 

-1.87 

-14.59 

21  Piscium 

w 

11 

28  43 

52.64 

-1-0.08 

-0.41 

+    1.02 

-46.97 

+  2 

15.24 

9>  Pegasi 

w 

18 

23  46 

57.09 

-•-0.04 

-0.42 

-1-    0.78 

-46.89 

+  2 

4  5.21 

o>  Piscium 

w 

13 

23  53 

42.80 

-1-0.08 

-0.11 

+    0.98 

-46.91 

+  2 

45.28 

a  Asdromedae 

w 

13 

•     2 

45.23 

-1-0.04 

-0.18 

+    0.53 

-  46.85 

+  2 

15.28 

X  Pegasi 

w 

13 

0     7 

87.40 

-•-0.08 

-0.14 

+    0.79 

-46.90 

+  2 

15.25 

«SCeU 

w 

11 

0  24 

28.92 

-1-0.02 

-0.14 

+    l.tl 

-46.96 

+  2 

15.28 

55  Piscium 

w 

13 

e  84 

10.49 

-1-0.04 

-0.42 

+    0.68 

-46.86 

/fCeti 

w 

12 

0  88 

8.16 

-hO.Ol 

-0.42 

+    4.84 

-46.94      +2 

15.88 

58  Piscium 

w 

48 

•  41 

19.82 

-1-0.08 

-0.11 

-    0.85 

-46.91 

+  2 

15.25 

Polstern  A  (O.G.) 

w 

6 

0  58 

10.68 

-4-0.41 

-1.48 

-10.W 

»      A(O.C.) 

0 

7 

e  83 

08.99 

0.00 

-1.17 

-10.92 

17  Ceti 

0 

41 

4     3 

7.87 

0.00 

+  0.09 

+    1.21 

-47.09 

+  2 

15.30 

a>  Piscium 
/  Piscium 

0 

18 

1     7 

47.59 

0.00 

+  0.10 

+    0.62 

-46.92 

+  2 

15.82 

0 

18 

1   12 

10.58 

0.00 

+  0.09 

+    0.98 

-47.08 

+  2 

45.29 

November  1« 

Polstern  K (O.e.) 

0 

6 

20  84 

21.88 

-4*0.48 

+  0.58 

-    4.86 

Beobachter 

»      K(O.C.) 

w 

5 

20  84 

22.20 

-1-0.88 

-0  70 

-    4.86 

von  Steeb 

ISDelphiBi 

w 

43 

20  48 

28.24 

-1-0.06 

-0.4t 

+    0.85 

+  48.27 

/a  Aquarii 

w 

48 

20  45 

42.71 

-•-0.04 

-0.11 

+    1.20 

+  13.20 

4«  Delphini 

w 

40 

20   4» 

28.68 

-4-0.06 

-0.14 

+    0.85 

+  13.26 

y  Equulei 

w 

11 

21      4 

8.82 

-1-0.06 

-0.11 

+    0.89 

+  13.26 

a  Equulei 

w 

18 

21      9 

22.60 

-1-0.05 

-0.11 

+    0.97 

+  13.20 

Polstern  F  (U.  C.) 

w 

6 

21    18 

56.88 

-0.82 

+  0.78 

+    7.68 

•       F  (U.  C.) 

0 

7 

21    18 

57  59 

+  0.05 

—  0.64 

+    7.58 

d  Aquarii 

0 

18 

21    33 

0.82 

-0.01 

+  0.09 

+    1.02 

+  13.21 

6  Pegasi 

0 

13 

21    37 

50.89 

-0.01 

+  0.09 

+    0.90 

-1.13.26 

+  8 

16.60 

16  Pegasi 

0 

13 

21    47 

10.60 

-0.01 

+  0.10 

+    0.60 

+  18.27 

a  Aquarii 

0 

13 

21    59 

10.12 

-0.01 

+  0.09 

+    1.06 

+  18.16 

+  8 

16.60 

B  Pegasi 

0 

18 

22     3 

41.97 

-0.01 

+  0.09 

+    0.96 

+  18,20 

+  8 

16.59 

41  Aquarii 

0 

13 

22     7 

12.08 

0.00 

+  0.10 

+    1.42 

+  48.10 

6  Aquarii 

0 

13 

22  10 

2.57 

-0.01 

+  0.09 

+    1.19 

+  48.19 

+  8 

16.60 

Polstern L  (O.G.) 

0 

6 

22  22 

46.66 

-0.10 

+  1.14 

-1Q,79 

•      L(O.G.) 

w 

7 

22  22 

48.79 

-1-0.40 

-1.40 

-10.79 

C  Pegasi 

w 

13 

22  35 

2.24 

-1-0.03 

-O.H 

•1-    OM 

+  48.27 

+  3 

16.67 

68  Aquarii 

w 

18 

22  40 

88.83 

-1-0.02 

-0.12 

+    1.39 

+  18.21 

X  Aquarii 

w 

13 

22  45 

54.21 

-1-0.02 

—  0.11 

+    1.18 

+  43.22 

+  3 

16.70 

n  Piscis  austr. 

w 

12 

22  50 

33.24 

-1-0.01 

-0.13 

+    1.59 

+  13.17 

+  3 

16.63 

a  Pegasi 

w 

13 

22  58 

20.84 

-1-0.08 

—  0.11 

+    0.81 

+  48.29 

+  3 

16.58 
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1 

1 

Tag                Name  des 

1 

Ig 

Durchgangs- 

Correct. 
für 

f 

Correct. 
für 

Correct. 
für 

Uhr- 

Ungen- 

1875 

Sterns 

2« 

«3^ 

zeit 

c 

k 

Correct. 

dilTerenz 

November  14 

•  Pegasi 

Beobachter 

41  Aquarii 

Weinek 

•  Aquarii 

Polstern  L  (O.e.) 

w 

8 

i3l>25i»50!27 

-I-0!17 

-4?78 

4-   7?55 

»      L  (0. 0.) 

0 

5 

92  25   41.12 

-f. 14 

4-4.40 

4-    7.56 

C  Pegasi 

0 

11 

22  88   18.82 

-0.01 

4-0.35 

-    0.71 

-$«n2!l4 

15™47?08 

68  Aquarii 

0 

X  Aquarii 

0 

«  Piscis  austr. 

0 

11 

21  58    50.92 

0.00 

4-0.40 

-    1.21 

-$  2.21 

15 

47.15 

«  Pegasi 

0 

11 

28     1    87.87 

O.fO 

4-0.86 

-    0.66 

-8    2.20 

15 

47.15 

58  Pegasi 

0 

11 

28     6   49.34 

+  0.01 

4-0.85 

-    0.72 

-3  2.26 

15 

47.20 

<jp  Aquarii 

0 

11 

28  10   56.74 

0.00 

4-0.85 

—    0.91 

-3  2.21 

15 

47.15 

y  Piscium 

0 

11 

21  13   46.88 

-1-0.01 

4-0.$5 

-    0  80 

-3  2.25 

15 

47.16 

Polstern  M  (O.e.) 

0 

5 

28  80   86.55 

•f  0.14 

4-5.88 

4-  10.39 

»      M  (0.  C.) 

w 

4 

23  80   48.10 

-♦-0.54 

-6.82 

4-10.89 

if  Piscium 

w 

10 

23  46     9.99 

-♦-0.08 

-0.J7 

-    0.82 

-8  2.21 

15 

47.11 

tp  Pegasi 

w 

11 

23  49   14.01 

•|>0.04 

-0.39 

-    0.61 

-  8  2.20 

15 

47.08 

ta  Piscium 

w 

11 

2$  56     6.0$ 

-♦-0.08 

-0,37 

-    0.76 

-8  2.19 

15 

47.15 

«  Andromedae 

w 

11 

0     5     1.75 

-♦-0.05 

-0.42 

-    0.47 

-8  2.08 

15 

47.09 

y  Pegasi 

w 

11 

•     9   54.86 

-♦-0.04 

-0.38 

-    0.66 

-8  2,15 

15 

47.10 

12  Ceti 

w 

11 

0  26   46.41 

4-0.08 

-0.37 

-    0.88 

-8  2.19 

15 

47.07 

55  Piscium 

w 

/»Ceti 

w 

11 

0  40   26.15 

-♦-0.02 

-0.89 

-    1.0$ 

-8   2.27 

15 

47.16 

58  Piscium 

w 

11 

0  48   86.87 

4-0.05 

-0.88 

-    0.69 

-3   2.16 

15 

47.09 

Polstern  A(O.C.) 

w 

5 

0  55    11.15 

•f  0.64 

-4.84 

4-    7.75 

»      A(O.C.) 

0 

6 

0  55   02.16 

+  0.82 

4-4.50 

4-    7.75 

17  Ceti 

0 

9 

1     5   24.86 

+  0.01 

4-0.38 

-    0.95 

-8    2.39 

15 

47.11 

g>  Piscium 

0 

2 

1    10      3.76 

4-0.03 

4-0.88 

-    0.53 

-8    2.24 

15 

47.12 

f  Piscium 

0 

11 

1    14    27.86 

-♦-0.02 

4-0.85 

-    0.79 

-8    2.32 

15 

47.09 

November  1 6 

Polstern  K  (O.e.) 

Beobachter 

»      K{0.e.) 

Weinek 

15  Delphini 
/u  Aqu6rii 

16  Delphini 

y  Equulei 
a  Equulei 

Polstern F  (I.e.) 

w 

5 

21    22    24.57 

-0.44 

4-2.47 

-    5.53 

»      F(U.C.) 

0 

5 

21   22   29.80 

-0.30 

-2.28 

-    5.53 

d  Aquarii 

0 

8  Pegasi 

0 

11 

21   41      8.88 

4-0.05 

4-0.83 

-    0.73 

—  3    8.34 

15 

47.04 

16  Pegasi 

0 

a  Aquarii 

0 

11 

22     2    20.36 

4-0.03 

4-0.82 

-    0.85 

-3   3.44 

15 

47.04 

!  $  Pegasi 

0 

11 

22     7      0.02 

4-0.08 

4*0.38 

-    0.77 

-8   8.89 

15 

47.04 

41  Aquarii 

0 

1  0  Aqoarii 

0 

11 

22  18   21.18 

4*0.62 

4-0.88 

-    0.94 

^8   8.41 

15 

47.05 

Polstern  L  (0.  C.) 

0 

4 

22  25   41.79 

4-0.44 

4-4.10 

4-    7.65 

1         »       L(O.C.) 

w 

1 

22  25  49.94 

4-0.7$ 

-4.43 

4*    7.65 

!C  Pegasi 

w 

11 

22  88   20.72 

4-0.05 

-0.36 

-    0.72 

-3    8.40 

15 

47.11 

1  68  Aquarii 

w 

X  Aquarii 

w 

& 

22  49   18.26 

4-0.04 

-0.85 

-    0.94 

-3    8.48 

15 

47.12 

a  Piscis  austr. 

w 

11 

22  58   52.97 

4-0.02 

-0.40 

-    1.28 

-8   8.46 

15 

47.05 

a  Pegasi 

w 

11 

28     1    89.19 

4-0.07 

—  0.36 

-    0.66 

-3   8.29 

15 

47.00 
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Tag 

Name  des 

es 
'S 

Durchgangs- 

Correct. 
für 

• 

Correct. 
für 

c 

Correct. 
für 
k 

Uhr- 

DilTert»nz 

1875 

Sterns 

£ 

zeit 

Corrcct. 

der  Uhren 

Ud 

N 

November  1 6 

58  Pegasi 

W 

43 

23h  3m32?57 

+  oeo8 

-0!4  4 

+    0.90 

+  48?84 

+  3"46!84 

Beobachter 

<jp  Aquarii 

w 

43 

23  07    89.63 

+  0.02 

-0.44 

+    4.46 

+  13.27 

+  8 

46.70 

von  Steeb 

y  Piscium 

w 

43 

23  4  0   29.92 

+  0.03 

—  0.44      +    4.04 

+  43.28 

Polstern  M  (0.  C.} 

w 

6 

28  27    52.46 

+  0.58 

—  4.87      -44.79 

»      M(O.C.) 

0 

7 

28  27    50.45 

-0.58 

+  4.53      -44.79 

%\  Piscium 

0 

43 

23  42   52.80 

-0.08 

+  0.09 

+    4.04 

+  43.20 

y  Pegasi 

0 

48 

23  45    56.83 

-0.04 

+  0.09 

+    0.74 

+  43.12 

(u  Piscium 

0 

43 

23  52   42.55 

-0.08 

+  0.09 

+    0.95 

+  43.47 

a  Andromedae 

0 

43 

•     4    45.00 

-0.04 

+  0.40 

+  .0.54 

+  43.24 

+  8 

16.67 

y  Pegasi 

0 

43 

0     6   37.47 

-0.08 

+  0.09 

+    0.81 

+  43.47 

+  8 

16.67 

12  Ceti 

0 

43 

0  28   28.69 

-0.02 

+  0.09 

+    4.42 

+  43.40 

+  3 

46.58 

55  Piscium 

0 

48 

0  83    40.25 

-0.04 

+  0.40 

+    0.69 

+  43.22 

+  3 

46.49 

/»  Ceti 

0 

43 

0  87      7.92 

-0.02 

+  0.09 

+    4.36 

+  43.44 

+  8 

4  6.6« 

58  Piscium 

0 

43 

0  40    19.64 

-0.03 

+  0.09 

+    0.86 

+  43.46 

Polstern  A  (O.e.) 

0 

6 

0  52      9.37 

-0.41 

+  1.47 

-44.08 

»      A  (0.  C.) 

w 

7 

0  52    44.45 

+  0.10 

-4.48 

-44.08 

»7  Ceti 

w 

48 

4      2     7.37 

+  0.04 

-0.41 

+    1.28 

+  43.09 

+  8 

4  6.64 

^  Piscium 

w 

13 

4      6    47.58 

+  0.01 

-0.12 

+    0.63 

+  48.30 

+  8 

46.78 

/•  Piscium 

w 

48 

4   44    40.52 

+  0.04 

-0.11 

+    4.00 

+  43.20 

+  3 

4  6.70 

f]  Piscium 

w 

43 

1   24    87.44 

+  0.01 

-0.44 

+    0.84 

+  48.23 

+  3 

46.71 

n  Piscium 

w 

43 

4    30    48.06 

+  0.01 

-0.14 

+    0.86 

+  13.22 

+  8 

46.60 

V  Piscium 

w 

48 

4    34    45.48 

+  0.01 

-0.44 

+    0.97 

+  43.19 

+  8 

4  6.59 

Polstern  G  (ü.  C.) 

w 

6 

4    45    29.68 

-0.06 

+  0.95 

+    9.09 

»      G  (U.  C.) 

0 

7 

4   45    81.46 

+  0.47 

-0.78 

+    9.09 

60CeU 

0 

43 

4   56   36.49 

-0.02 

+  0.09 

+    4.06 

+  43.45 

«  Arietis 

0 

43 

4   5»   57.70 

-0.03 

+  0.40 

+    0.65 

+  48.24 

+  8 

46.68 

4SArietis     . 

0 

43 

2     3    84,83 

-0.03 

+  0.09 

+    0.73 

+  4  8.28 

+  3 

4  6.59 

67Ceü 

0 

43 

2  40    34.30 

-0.02 

+  0.09 

+    4.46 

+  43.46 

+  8 

4  6.63 

^Ceti 

0 

VII.  Ableitung  der  Endresultate. 

a.  Am  gleichen  an  jedem  Abend   auf  beiden  Stationen  beobachteten 

Sternen. 

Obwohl  die  Beobachter  bemüht  gewesen  sind,  an  den  heiteren 
Abenden  auf  beiden  Stationen  dieselben  Sterne  zu  beobachten,  ist 
dies  doch  nicht  mmer  gelungen,  und  ebenso  wie  bei  früher  ausge- 
führten Langenbestimmungeü  wei'de  ich  daher  versuchen,  das  Resultat 
einmal  aus  den  identischen  Sternen,  welche  auf  beiden  iStationen  an 
jedem  Abend  gesehen  sind,  anderntheils  dann  aber  auch  aus  allen 
beobachteten  Sternen  abzuleiten. 

Um  zunächst  zu  untersuchen,  ob  eine  Differenz  zwischen  Kreis- 
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BeobachlungeD  in  Leipzig. 


T«g 

Name  des 

OL 

h 

Durchgangs- 

Correct. 

für 

t 

Correct. 

für 

c 

Correct. 

für 

k 

ühr- 

Längen- 

4  875 

Sterns 

ti 

zeit 

Correct. 

differenz 

rember16 

58  Pegasi 

w 

4 

23»»  6»«51?20 

4-0.08 

-0.35 

—   0.73 

—  8nJ3!50 

15»n47?24 

obachter 

<jp  Aquarii 

w 

4 

28  10   58.62 

+  0.06 

-0.35 

-    0.92 

-3    3.43 

15   47.12 

Weinek 

y  Piscium 

w 

Polstern M  (O.e.) 

w 

2 

23  30   48.62 

+  1.47 

-5.93 

+  10.54 

»»      M  (0.  C.) 

0 

2 

23  30    37.66 

+  1.08 

+  5.49 

+  10.54 

%\  Piscium 

0 

q>  Pegasi 

0 

0»  Piscium 

0 

«  Andromcdae 

0 

10 

0     5      2.31 

+  0.07 

+  0.37 

-    0.48 

-3    3.46 

15    47.08 

y  Pegasi 

0 

8 

0     9   54.98 

+  0.06 

+  0.38 

-    0.67 

—  3    3.50 

15   47.08 

42  Ceti 

0 

1t 

0  26   47.00 

+  0.04 

+  0.32 

-    0.89 

—  3    3.48 

15   46.99 

55  Piscium 

0 

11 

0  86   27.67 

+  0.05 

+  0.35 

-    0.58 

-3    8.26 

15    46.88 

i^Ceti 

0 

11 

0   40   26.66 

+  0.02 

+  0.34 

-    1.06 

—  8    8.50 

15   47.00 

58  Piscium 

0 

Polstern A  (O.e.) 

0 

5 

0  55      3.00 

+  0.62 

+  4.20 

+    7.86 

»      A  (0.  C.) 

w 

6 

0  55    12.38 

+  0.98 

-4.54 

+    7.86 

rj  Ceti 

w 

11 

1      5   26.41 

+  0.04 

-0.36 

-    0.97 

-3    8.55 

15    47.08 

€p  Piscium 

w 

11 

1    10      5.71 

+  0.08 

-0.88 

-    0.54 

-8    8.48 

15   47.16 

f  Piscium 

w 

11 

1    14   29.21 

+  0.06 

-0.85 

—    0.80 

-8    3.50 

15    47.09 

rj  Piscium 

w 

11 

1   27    55.80 

+  0.08 

-0.86 

-    0.66 

-3    3.48 

15   47.10 

.  71  Piscium 

w 

11 

1   33    36.76 

+  0.08 

-0.36 

-    0.70 

-3    3.38 

15    46.98 

V  Piscium 

w 

11 

1   88      3.70 

+  0.07 

-0.85 

-    0.78 

-3    3.40 

15   46.97 

Polstern  G  (ü.  C.) 

w 

5 

1    49      1.28 

-0.60 

+  8.02 

-    6.61 

»       G(U.C.) 

0 

5 

1    49      6.68 

-0.42 

-2.80 

-    6.61 

60  Ceti 

0 

a  Arletis 

0 

11 

2     8    15.24 

+  0.07 

+  0.85 

-    0.56 

-3    8.47 

15    47.04 

15  Arietis 

0 

11 

2     6   49.41 

+  0.06 

+  0.84 

-    0.61 

-3    8.31 

15   46.97 

67  Ceti 

0 

11 

2  13    52.70 

+  0.04 

+  0.83 

-    0.92 

-8    8.46 

15    47.00 

|«Ceti 

0 

11 

2  24    38.47 

+  0.05 

+  0.83 

-    0.75 

-3    8.45 

läge  West  und  Kreislage  Ost  besteht,  ferner  ob  die  einzelnen  von 
einander  unabhängigen  Zeitbestimmungen  —  unter  Zeitbestimmung 
ist  die  Beobachtung  eines  Polsterns  und  sechs  bis  acht  Zeitsternen 
verstanden  —  dieselben  Resultate  geben,  habe  ich  auf  beiden  Sta- 
tionen für  jede  Kreislage  zunächst  für  die  Uhrstdnde  und  für  die 
Längendifferenzen  die  Mittel  genommen. 

Die  erhaltenen  Werthe  sind  die  folgenden: 


Abbftndl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.    XX. 
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Tabelle  XXX.     Mittelwerthe    aus 


4  875 

Krels- 
lage 

Wiener 
Uhrzeil 

Uhrcorrecllon 

Zahl  der 
SIerne 

Kreis 
läge 

Oclober  8 

W 

20i'201'7 

-0'»31»817 

3 

VV 

0 

20  47.0 

—  0  31.837 

3 

0 

0 

ii     4.7 

-0  31.872 

4 

0 

w 

21    42.2 

-0  31.748 

5 

\V 

w 

22     7.6 

-0  31.737 

3 

\V 

0 

22  41.3 

—  0  31.757 

3 

0 

Oclobep  9 

0 

21     3.6 

-0  30.068 

5 

0 

w 

21   42.1 

—  0  29.940 

5 

w 

w 

22     7.7 

-0  29.897 

3 

\v 

0 

22  46.8 

—  0  29.918 

5 

0 

0 

23     8.0 

-0  29.880 

3 

0 

w 

23  48.3 

—  0  29.748 

4 

w 

Oclober  19 

w 

w 

w 

21     3.8 

-0  16.100 

4 

w 

0 

21   42.1 

—  0  16.122 

5 

0 

0 

22     7.5 

-0  16.110 

3 

0 

w 

22  45.5 

-0  15.980 

4 

w 

w 

23     7.7 

-0  15.920 

3 

\v 

0 

23  52.7 

-0  15.935 

4 

0 

November  2 

0 

20  54.3 

-0     4.090 

5 

0 

vv 

21   41.7 

—  0     4.208 

5 

w 

w 

22     7.3 

-0     4.290 

3 

w 

0 

22  46.3 

-0     4.484 

5 

0 

0 

23     7.5 

-0     4.523 

3 

0 

w 

23  54.3 

-0     4.578 

' 

w 

November  3 

w 

20  20.2 

-0     8.893 

3 

w 

0 

20  46.6 

—  0     9.093 

3 

0 

0 

21     3.7 

-0     9.207 

4 

0 

w 

21   41.8 

-0     9.258 

5 

w 

w 

22     7.4 

-0     9.370 

3 

w 

0 

22  46.5 

—  0     9.616 

5 

0 

Novem])er  4 

0 

20  20.3 

-0  14.223 

3 

0 

w 

20  46.6 

-0  14.243 

3 

w 

w 

21     3.3 

-0  14.332 

5 

\v 

0 

21   41.9 

-0  14.558 

5 

0 

0 

22     7.4 

-0  14.640 

3 

0 

w 

22  46.6 

-0  14.756 

5 

w 
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den  Beobachtungsresultaten. 


Leipziger 
Uhrzeit 

Ubrcorrection 

Zahl  der 
Sterne 

Lttngendifferenz 

Zahl  der 
Sterne 

aoosä-i 

-2"'16!533 

3 

15'»46!963 

3 

20  48.7 

-2  16.603 

3 

46.973 

3 

H     6.6 

-2  16.620 

3 

46.930 

2 

21   36.1 

—  2  16.570 

3 

46.927 

3 

22     9.5 

-2  16.633 

3 

46.950 

3 

22  43.1 

—  2  16.673 

3 

46.907 

3 

21     6.6 

-2  17.650 

3 

15  46.940 

3 

21   36.1 

-2  17.627 

3 

46.933 

3 

22     9.5 

-2  17.687 

3 

47.017 

3 

22  43.1 

—  2  17.770 

3 

46.990 

3 

23     9.8 

-2  17.727 

3 

46.977 

3 

23  49.7 

—2  17.713 

3 

47.013 

3 

20  49.0 

-2  30.390 

3 

• 

21     5.3 

-2  30.407 

4 

15  47.197 

3 

21  36.3 

-2  30.437 

3 

47.137 

3 

22     9.7 

-2  30-500 

3 

47.177 

3 

22  48.9 

-2  30.560 

4 

47.257 

3 

23  10.0 

-2-30.553 

3 

47.320 

3 

23  49.9 

-2  30.437 

3 

47.127 

3 

21     5.9 

-2  47.626 

5 

15  47.192 

4 

21   36.6 

-2  47.630 

3 

47.220 

3 

22  10.0 

-2  47.653 

3 

47.287 

3 

22  48.2 

-2  47.664 

5 

47.208 

5 

23  10.3 

-2  47.683 

3 

47.247 

3 

23  50.2 

-2  47.670 

3 

47.293 

3 

20  26.3 

—  2  48.317 

3 

15  47.293 

3 

20  49.3 

—  2  48.357 

3 

47.213 

3 

21     5.9 

-2  48.354 

6 

47.135 

5 

21   36.6 

-2  48.347 

3 

47.187 

2 

22  10.0 

-2  48.397 

3 

47.227 

3 

22  43.6 

-2  48.487 

3 

47.187 

3 

20  23.0 

-2  49.413 

3 

15  47.253 

3 

20  49.0 

-2  49.487 

3 

47.403 

3 

21     6.0 

-2  49.502 

5 

47.344 

5 

21   38.5 

-2  49.375 

2 

47.155 

2 

22  10.1 

—  2  49.497 

3 

47.227 

3 

22  43.6 

—  2  49.520 

3 

47.287 

3 

23* 
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1875 


November  H 


November  iß 


Wiener 
Uhrzeit 


ührcorreclion 


W 
0 
W 
W 
O 
0 
W 
W 
O 

W 
W 
0 
O 
W 
W 
O 
0 
W 

w 
o 


20^20^8 


21 
21 
22 

22 

23 

23 

0 

4 


3.9 
42.5 

8.0 
47.1 

8.3 
59.9 
37.9 

7.7 


20 

46.2 

S1 

6.7 

21 

44.3 

22 

7.0 

22 

46.1 

23 

7.2 

23 

58.9 

0 

36.9 

i 

6.7 

i 

29.9 

2 

2.7 

-0' 

—  0 

—  0 
-^0 
-0 
-0 

—  0 

—  0 
-0 


'46?865 
47.050 
46.958 
46.913 
46.990 
46.973 
46.913 
46.903 
47.013 

13.243 
13.230 
13.225 
13.163 
13.232 
13.287 
13.182 
13.167 
13.197 
13.213 
13.200 


Zaiil  der 
Sterne 


Kreis- 
lage 


2 
5 
5 
3 
5 
3 
6 
3 
3 

3 
2 
4 
3 
5 
3 
6 
3 
3 
3 
4 


O 
O 
W 
W 
O 


0 
0 
\V 
W 
0 
0 
W 
W 
O 


Um  die  Dilferenzen  zwischen  Kreislage  Ost  und  Kreislage  West 
zu  finden,  sind  die  in  der  vorstehenden  Tabelle  enthaltenen  Uhr- 
correclionen  auf  dieselben  Uhrzeiten  zu  reduciren,  und  dazu  bedarr 
man  der  Uhrgünge.  Dieselben  sind  abgeleitet  aus  den  erhaltenen 
Zeitbestimmungen,  selbstverslUndlich  mit  Berücksichtigung  der  zwi- 
schen Kreis  Ost  und  Kreis  West  bestehenden  Differenz,  und  hat  sich 
gefunden : 


Wiener  Uhr 

Leipziger  Uhr 

stündlicher  Gang 

stündlicher  Gang 

Oclober  8 

H-  0«053 

-0«041 

)) 

9 

-1.0.088 

—  0.042 

» 

19 

-1.0.086 

-0.045 

November  2 

-0.185 

—  0.020 

» 

3 

—  0.255 

—  0.059 

» 

4 

-0.246 

-0.027 

» 

14 

-hO.OlO 

-0.051 

» 

16 

-  0.008 

-0.005 

Am  Pendel  der  Wiener  Uhr   wurde,  wie  schon  erwiihnt,  einige 
Mal  geschraubt,  daher  die  starken  Aenderungen  des  Ganges. 
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Leipziger 
Ulii-zeit 

Ubrcorrection 

Zahl  der 
Sterne 

Lttngendiflerenz 

Zahl  der 
Sleme 

22'' 51  f  3 

—  3"'2H83 

3 

15'"47H27 

3 

23  10.5 

-3  2.240 

3 

47.170 

3 

0     2.4 

-3  2.170 

6 

47.100 

6 

0  42.0 

-3  2.205 

2 

47.125 

2 

1   10.0 

-3  2.317 

3 

47.107 

3 

21   51.8 

—  3  3.390 

2 

15  47.040 

2 

22  10.2 

-3  3.400 

2 

47.045 

2 

22  50.8 

-3  3.407 

4 

47.070 

4 

23     8.9 

-3  3.465 

i 

47.180 

<» 

0  13.9 

-3  3.480 

3 

47.050 

3 

0  38.4 

-3  3.380 

2 

46.940 

2 

1    10.0 

-3  3.510 

3 

47.093 

3 

1   33.2 

-3  3.420 

3 

47.017 

3 

2  12.1 

—  3  3.422 

4 

47.003 

3 

Das  Gewicht  einer  jeden  der  folgenden  Differenzen  Kreis  Ost 
Kreis  West  ist  nach  der  Fonnel: 

berechnet  und  jedem  Sterne  das  Gewicht  1   gegeben. 
Es  findet  sich: 


1875,  Tag 

Wiei 
Ost  —  West 

1 

1 
Gewicht 

Leipzig 
Ost  —West      Gewicht 

Llingendiflerenz 
Ost  — West   j  Gewicht 

October  8 

-01043 

6.0 

—  0!055 

6.0 

+  0!010 

6.0 

-0.090 

8.9 

-0.070 

6.0 

-1-0.003 

4.8 

-0.049 

6.0 

—  0.017 

6.0 

-0.043 

6.0 

Oclober  9 

-0.071 

10.0 

—  0.044 

6.0 

+  0.007 

6.0 

—  0.078 

7.5 

-0.059 

6.0 

-0.027 

6.0 

-0.073 

6.9 

-0.042 

6.0 

-0.036 

6.0 

October  19 

-0.077 

8.9 

-0.007 

6.9 

-0.060 

6.0 

-0.075 

6.9 

+  0.031 

6.9 

-0.080 

6.0 

-0.080 

6.9 

+  0.146 

6.0 

-0.193 

6.0 
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<875,  Tag 

Wien 
Ost  — West 

Gewicht 

Leipzig 
Ost— West     Gewicht 

Läogeodifferenz 
Ost— West     Gewicht 

November  2 

-0?026 

10.0 

—  0!006 

7.5 

-  0!028 

6.9 

-0.072 

7.5 

+  0.002 

7.5 

-0.079 

7.5 

-0.089 

7.5 

-0.026 

6.0 

-0.046 

6.0 

•  November  3 

-0.088 

6.0 

-0.017 

6.0 

—  0.080 

6.0 

-0.-113 

8.9 

-0.037 

7.5 

-0.052 

5.7 

-0.080 

7.5 

-0.057 

6.0 

-0.040 

6.0 

November  4 

-0.088 

6.0 

+  0.072 

6.0 

—  0.150 

6.0 

-0.068 

10.0 

+  0.142 

5.7 

-0.189 

5.7 

-0.045 

7.5 

+  0.008 

6.0 

-0.010 

6.0 

November  4  4 

-0.192 

5.7 

-0.114 

8.0 

+  0.048 

12.0 

-0.084 

7.5 

-0.028 

4.8 

-0.018 

4.8 

-0.051 

8.0 

-0.115 

6.0 

November  16 

0.000 

5.3 

+  0.004 

5.3 

-0.028 

8.0 

-0.074 

7.5 

—  0.009 

4.8 

-0.130 

4.8 

-0.098 

8.0 

+  0.127 

4.8 

-0.153 

4.8 

-0.034 

6.0 

+  0.001 

6.9 

-0.014 

6.0 

-0.009 

6.9 

Beachtet  man,  dass  October  8,  9,  November  14  und  16  die 
Beobachter  an  ihren  Wohnorten  beobachteten,  October  19,  November 
2,  3  und  4  aber  gewechselt  hatten,  so  hat  man  mit  Berücksichtigung 
der  Gewichte: 


V.  Steeb  in  Wien 
Weinek  in  Wien 


Wiener  Instrument 


Ost— West 


-0.079  ±0.007 
-0.074  ±0.005 


Ge- 
wicht 


96.2 
98.6 


Weinek  in  Leipzig 
V.  steeb  in  Leipzig 


Leipziger  Instrument 


Ost  — West 


Ge 
wicht 


-0.030  ±0.0n 
^0.018  ±0.01S 


70.6 
78.0 


Lttngendifferenz 


Ost— West 


;  Ge- 
wicht 


-0.023  ±0.009 
-0.088  ±0.014 


75.2 

78.8 


Auf  beiden  Stationen  ist  daher  eine  Differenz  zwi- 
schen Kreis  Ost  und  Kreis  West,  aber  bei  dem  Wiener  In- 
strument ist  die  Differenz  bei  beiden  Beobachtern  nicht  nur  nahe 
dieselbe,  sondern  sie  ist  auch  beträchtlich  und  scheint  reell  zu  sein ; 
bei  dem  Leipziger  Instrument  hat  sie  bei  den  beiden  Beobachtern 
verschiedenes  Zeichen  und  ist  ausserdem  klein,  so  dass,  wie  man 
aus  den  wahrscheinlichen  Fehlem  ersieht,  an  der  Realität  gezweifelt 
werden  kann.     Der  Einfluss,  welcher  aus  dem  nicht  identischen  Ver- 


Digitized  by 


Google 


71]  DER  Längendifferenz  zwischen  Leipzig  und  Wien.  351 

fuhren  der  beiden  Beobachter  die  Neigung«  anzubringen  [s.  S.  296 
(16)]  herrührt,  ist  im  Mitlei,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
verschwindend  klein.  Ob  die  Differenz  zwischen  den  Kreislagen  von 
einer  seitlichen  Biegung  der  Instrumente,  oder  von  einer  Verschieden- 
heit der  persönlichen  Gleichung  bei  Polsternen  und  Zeitsternen,  oder 
von  der  entgegengesetzten  Bewegungsrichtung  der  Sterne  in  den  Fern- 
röhren mit  gebrochener  Achse  herrührt,  braucht  hier  nicht  erörtert 
zu  werden  ■^—  ich  bin  geneigt,  mich  für  letzteres  auszusprechen. 

Dadurch,  dass  man  Kreis  Ost  und  Kreis  West  immer  mit  einander 
verbindet,  fällt  der  Fehler  heraus,  und  es  ist,  um  ein  Endresultat  ab- 
zuleiten, noch  erforderlich,  sich  für  eine  Gewichtseinheit  zu  ent- 
scheiden. Von  der  Anzahl  der  Polslerne  hängt  die  Sicherheit  der 
Ermittelung  der  Collimation  und  des  Azimutes  ab  und  die  in  den 
Instrumentalfehlern  begangenen  Fehler  gehen  unmittelbar  in  die  ühr- 
correctionen  und  daher  auch  in  die  Längendifferenzen  über.  Zu 
denselben  kommen  die  Beobachtungsfehler  der  Zeitsterne,  und  nehmen 
wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  Genauigkeit  bei  allen  Pol- 
sternen die  gleiche  und  ebenso  auch  die  Genauigkeit  bei  den  ver- 
schiedenen Zeitsternen  unter  einander  dieselbe  sei,  d.  h.  nehmen  wir 
nicht  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  beobachteten  Fäden  und  auf  die 
Verschiedenheit  der  Declination  und  bezeichnen  den  mittleren  Fehler, 
den  eine  Polslernbeobachtung  hervorbringt,  mit  m,  den  einer  Zeitstern- 
beobachtung mit  w,  so  ist  der  mittlere  Fehler  für  p  Polsterne  in  Ver- 
bindung mit  z  Zeitsternen  gleichzusetzen 

P  ^ 

und  das  Gewicht  ist  proportional  der  Grösse: 

P^ 

Nehmen  wir  als  Gewichtseinheit  die  Combination  eines  Pol- 
sternes mit  einem  Zeitsterne  an,  so  wird  die  Bedingung  zu  erfüllen 
sein,  dass 

m^  -I-  n^  SB  1 
sein  muss. 

Da  die  Beobachtungsfehler,  wenn  man  mit  Auge  und  Ohr  be- 
obachtet, sich  zusammensetzen  aus  dem  Gesichts-  und  dem  Gehör- 
fehler,  oder,    wenn   man   registrirt,    aus   dem   Gesichts-    und  dem 


VI- 
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Handfehler  (eigeotlich  dem  Fehler,  der  durch  das  Signalgeben  mit 
der  Hand  entsteht),  so  kann  man  den  Fehler  von  der  Form 

a  -f-  6  sec  d 

n 

setzen,  wo  b  der  Gesichts-,  a  der  Gehör-  oder  Handfehler,  /*  die 
Anzahl  der  Fäden,  d  die  Declination  des  Siemes  bezeichnet.  Aus 
einer  Anzahl  von  Beobachtungen  von  Zeitsternen  und  aus  den  Pol- 
Sternen  habe  ich  gefunden ,  dass  bei  /*  =  11  Fäden  füi;  einen  Zeit- 
Stern  nahe 

v/- 

ist ;  aus  einem  Polstern  folgt  der  mittlere  Fehler  nahe  zu : 

0f02. 
Setze  ich  daher: 

m  _  ^ 

n  ~  "3  ' 

und  erftllle  die  Gleichung: 

so  wird 

«^  =  1  =  0.7 

m^  =  ^  =  0.3, 
und  das  Gewicht  g  ßndet  sich  nach  obiger  Gleichung: 

^        0.7p  +  0.3ij     ^' 
Ist  g^  das  in  Wien,  g^  das  in  Leipzig  gefundene  Gewicht,  so  ist  das 
Gewicht  der  Differenz  der  Uhrcorrectionen  und  der  Längendifferenz : 

g_    9w9i 

Für  die  an  beiden  Stationen  beobachteten  identischen  Sterne 
findet  sich  als  Längendifferenz  aus  der  Tabelle  XXX,  wenn  man 
einfach  aus  den  in  Kreislage  Ost  und  Kreislage  West  beobachteten 
Sternen  das  Mittel  nimmt,  die  Gewichte  nach  der  gegebenen  Formel 
berechnet  und  die  persönliche  Gleichung: 

Steeb  —  Weinek  =  «  —  w 
nennt : 


*)  Diese    anzuwendende  Gewichts-Formel    bat   Herr    von    Oppolzer   mir   mitgetheilt. 
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1875 

Längendifferenz  —  («  —  tc) 

P 

z 

Gewicht 

October  8 

»        9 

November  14 

16 

isnefgis 

46.978 
47.124 
47.053 

3  und  3 
3     »     3 

5  »     3 

6  »      5 

17 
18 
17 
24 

3.5 
3.6 
4.1 

5.8 

■ 

Mittel 

15-475031 

17.0 

4875 


Oclober  19 

November  2 

»  3 

»  4 


Längend  ifferenz  +  {s — w) 


15n7^202 
47.241 
47.207 
47.286 


Oewiclit 


4.0 
3.7 
3.7 
3.7 


Mittel 


15n7!233 


15.1 


Es  ist  demnach  die  persönliche  Gleichung 

8—w  =  +  0?101. 

Mit  Berücksichtigung  der  persönlichen  Gleichung  wird  daher  die 
Längendiffereuz : 


October     8 

15'»47»043 

Gewicht  3.5 

»          9 

47.079 

3.6 

.)        19 

47.101 

4.1 

November     2 

47.140 

5.8 

3 

47.106 

4.0 

4 

47.185 

3.7 

.)        14 

47.225 

3.7 

16 

47.154 

3.7 

Längendiffereuz  = 

=  15"'47?130 

+ 

0?012 

Gewicht  32.1 

Nimmt  man  gar  keine  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  beobach- 
teten Sterne  oder  giebt  man,  wie  ich  es  früher  gethan,  jedem  Abend 
dasselbe  Gewicht,  so  erhalt  man  mit  Hilfe  der  VVerthe  in  beiden 
obigen  Tabellen: 

Längendifferenz  —   (s—w)  =  15"  475024 
+  {s—w)   =  \6  47.234 
mithin        8  —  w  =   -|-  0.M05, 
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und  die  LängendifTerenz : 

1 

Oclober  8 

15"'47!047 

.)          9 

47.083 

»        19 

47.097 

November     2 

47.136 

3 

47.102 

»            4 

47.181 

»         14 

47.229 

-16 

47.158 

Mittel 

15"47?129  ±  0!014 

Um  noch,  wie  oben  schon  gesagt  ist,  zu  untei'suchen ,  ob  die 
einzelnen  Zeitbestimmungen  dieselben  Resultate  geben ,  stelle  ich  die 
Resultate  nach  den  Polsternen  zusammen,  bringe  aber  gleich  die 
gefundene  persönliche  Gleichung 

s  —  W  =   -•-  0M01 

überall  an,  um  die  Resultate  direct  vergleichbar  zu  haben. 

Es  findet  sich  die  Längendifferenz  aus  den  Zeitbestimmungen  mit: 


Polstern  K 

Polstern  F 
15'»47!030 

Polstern  L 
1.5"'47!030 

Polstern  .M 

Polstern  A     Polstern  G 

i 
Oflbr.  8  15»47:069 

9 

47.038 

47.105 

15-47.096I                    ' 

«      19 

47.066 

47.116 

47.1221                   ! 

.Novbr.  2 

47.10.') 

47.146 

47.169i 

.)        3 

47.142 

47.060 

47.106 

»        4 

47.227 

47.148 

47.181 

1                   j 

0      14 

47.239* 

47.236  15n7!217! 

»      16 

47.152» 

47.159 

47.216 

47.118|1än7Mll 

1 

MiUel    i15"47-U6  15°»47^080  |15"'47«128    15n7H68ll5n7«168  IÖ^THH 


Mittel     lo"^i7M28  ±  OfOOS. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  so  klein  gefunden,  weil  jeder 
einzelnen  Zeitbestimmung  das  Gewicht  1  gegeben  ist.  Berechnet 
man  noch  die  wahrscheinlichen  Fehler  zu  den  Mittelwerthen  der 
Längendifferenz,    geordnet    nach    den    Polsternen,    so    erhält    man: 


*)  An  die  Kreislage  Ost  ist  nach  S.  350  4-  0!0H  »  J  (West — Ost)  angebracht  und  diesen 
Wertheo  nur  halbes  Gewicht  gegeben. 
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Längendifferenz  =  i5n7!U6  ±  0!034 
47.080  ±  0.013 
47.128  ±  0.015 
47.168  ±  0.018 
47.168  ±  0.034 
47.111 

wovon  der  erste,    dritte,   fünfte   und    sechste  Werth  ganz  innerhalb 

der   wahrscheinlichen    Fehler   mit     dem   Mittelwerth     übereinstimmt, 

während  der   zweite  und  vierte  um  die  geringe  Grösse  von  einigen 

hundertste!  Secunden  ausserhalb  der  Grenzen  liegt. 

Um  zu  sehen,  ob  nach  Rectascension  und  Declination  der  Sterne 
geordnet,  sich  auch  die  genügende  Uebereinstimmung  zeigt,  sind  die 
Längendififerenzen  in  den  folgenden  Tabellen  nach  den  genannten 
Polarcoordinaten  geordnet  zusammengestellt.  Um  die  Werthe  mit 
einander  wieder  vergleichbar  zu  haben,  ist  die  persönliche  Gleichung 
angebracht,  auf  die  Differenz  zwischen  den  Kreislagen  aber  keine 
Rücksicht  genommen,  weil  dieselbe  im  Mittel  herausfällt. 

Es  findet  sich: 


Stern 


23  Hevelii 
rt  Capricorni 
69  Aquilae 

15  Delphini 
(X  Aquarii 

1 6  Delphini 


AR 


Längen-      ^  S 
differenz    1  2  -g 


20M7" 
20  20 
20  23 
20  44 
20  46 
20  50 


15n7!l40 
47.136 
47.143 
47.170 
47.143 
47.186 


6  Capricorni 
61 » Cygni 
612Cygni 
/  Equulei 
a  Equulei 
6  Capricorni 
d  Aquarii 
€  Pegasi 
Of  Aquarii 

d  Pegasi 
41  Aquarii 
6  Aquarii 
t  Pegasi 
68  Aquarii 
k  Aquarii 
a  Piscis  austr. 
Of  Pegasi 


20  59 


21 
?1 
21 


121    10 
!21   30 


21   33 

21   38 

121   59 


15 


47.117 
47.111 
47.229 
47.096 
47.081 
17.042 
47.070 
47.080 
47.141 


22  4 

45  47.128 

22  7 

47.118 

22  10 

47.128 

22  35 

47.131 

22  41 

47.118 

22  46 

47.117 

22  51 

47.170 

22  59 

47.182 

3 
3 
3 
3 
3 
3 


5 
4 
1 

5 
6 
& 

6 
7 
1 

7 
6 
7 
8 
6 
6 
3 
4 


Stern 


58  Pegasi 
fp  Aquarii 
y  Piscium 
21  Piscium 
(p  Pegasi 
u)  Piscium 
aAndromedae 
y  Pegasi 
12  Ceti 


55  Piscium 

58  Piscium 
ly  Ceti 
(p  Piscium 
/  Piscium 


ri  Piscium 
TC  Piscium 
V  Piscium 
a  Arietis 
1 5  Arietis 
67  Ceti 


AR 


Längcn- 
differcnz 


23»»    4" 
23     8 

23  n 

23  43 

23  46 

23  53 

0     2 

0     7 
0  24 


15" 


'47?224 
47.186 
47.162 
47.145 
47.130 
47.135 
47.1861 
47.191 
47.131 


—  Cd 
CO   O 


33 
37 
41 
2 
7 
11 


!15 


1 

25 

1 

30 

1 

35 

2 

0 

2 

4 

2 

11 

15 


46.981 
47.181 
47.1911 

47.171' 
47.241, 
47.191,' 


47.201 
47.081 
47.071 
47.141 
47.071 
47.101 
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Es  findet  sich,  wenn  man  die  Sterne  in  sechs  Gruppen  theill, 
welche  durch  die  Striche  angedeutet  sind,  mit  Rücksicht  auf  die  An- 
zahl der  Beobachtungen  : 


Mittlere  AR 

LängendifTerenz 

Erste  Gruppe 

aoi'as"' 

15n7H53 

Zweite    » 

21  19 

47.089 

Dritte       » 

22  28 

47.132 

Vierte      » 

23  34 

47.167 

Fünfte     » 

0  55 

47.174 

Sechste    » 

1  48 

47.111 

Anzahl  der 
Beobacht 

18 

40 

47 

32 

10 

6 


Mittel 


22|b28« 


15»47H33 


153 


Obwohl  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  einzelnen  Gruppen  nur 
zwischen  ±  OfOl  und  +  0?02  liegen,  ja  bei  einzelnen  noch  ge- 
ringer sind,  zeigt  sich  doch  weder  ein  fortschreitender,  noch  ein 
periodischer  Gang  und  sind  die  Abweichungen  theils  der  Unsicher- 
heit der  Instruraentalfehler,  theils  zufälligen  Beobachtungsfehlern  zu- 
zuschreiben. 

Nach  Declinationen  geordnet  erhält  man: 


Name 

Decl. 

Langendilferenz 

Zahl  der 
Beobacht. 

a  Piscis  austrini 

—  30°17.'1 

15-47M70 

3 

41  Aquarii 

-21   41.7 

47.118 

6 

68  Aquarii 

-20  15.9 

47.118 

6 

e  Capricorni 

-20     1.5 

47.042 

5 

fiCeü 

-18  40.4 

47.181 

2 

7t  Capricorni 

—  18  37.2 

47.136 

3 

ß  Capricorni 

-17  43.7 

47.117 

0 

ri  Ceti 

-10  50.7 

15  47.171 

2 

ft  Aquarii 

-    9  27.1 

47.143 

3 

6  Aquarii 

-    8  24.3 

47.128 

7 

i,  Aquarii 

-    8  14.7 

47.117 

6 

67  Ceti 

-    6  59.9 

47.101 

1 

(f  Aquarii 

—    6  43.4    ^ 

47.186 

5 

2  Ceti 

-    4  38.9 

47.131 

2 

69  Aquilae 

-    3  18.0 

47.143 

3 

a Aquarii 

-    0  55.6 

47.141 

1 

Digitized  by 


Google 


77] 


DER    LäNGENDIFFBRENZ    ZWISCHEN    LEIPZIG    UND   WiEN. 


357 


Name 


?  Pegasi 
58  Piscium 
7t  Piscium 
15  Delphini 
46  DeJphini 
y  Pegasi 
a  Pegasi 
ij  Piscium 
ip  Pegasi 
45  Arietis 


Decl. 


21  Piscium 

+ 

0°23/0 

d  Aquarii 

+ 

1    44.0 

y  Piscium 

+ 

2  36.0 

f  Piscium 

.  + 

2  57.3 

a  Equulei 

+ 

4  43.9 

V  Piscium 

+ 

4  54.3 

23  Hevelii 

-»• 

4  56.7 

0  Pegasi 

+ 

5  35.0 

ü)  Piscium 

+ 

6  40.3 

58  Pegasi 

+ 

9     8.7 

6  Pegasi 

+ 

9  48.2 

y  Equulei 

+ 

9  37.7 

55  Piscium 
a  Arietis 
(jf)  Piscium 
a  Andromedae 
61»Cygni 
612Cygni 


+  10 
+  11 
+  11 
+  12 
+  12 
+  14 
+  14 
+  14 
+  18 
+  18 


10.8 
17.5 
30.1 
4.8 
5.5 
29.3 
32.0 
42.0 
25.0 
54.6 


20 
22 
23 
28 
38 
38 


45.1 
52.2 
55.3 
24.0 
8.1 
8.1 


Längendifferenz 


15 


47.131 
47.191 
47.081 
47.170 
47.186 
47.191 
47.182 
47.201 
47.130 
47.071 


15 


46.981 
47.141 
47.241 
47.186 
47.111 
47.229 


Zahl  der 
Beobachi. 


45"'47';4  45 

4 

47.070 

6 

47.462 

4 

47.494 

2 

47.084 

6 

47.074 

4 

47.4  40 

:t 

47.428 

7 

47.435 

4 

47.224 

5 

47.080 

7 

47.096 

5 

8 
1 
1 
3 
3 
2 
4 
1 
4 
1 

1 
1 
2 
2 
4 
1 


Bildet  man  hier  die  5  schon  abgetheilten  Gruppen,  so  erhält  man ; 


Decl. 

LUngendiflerenz 

Erste  Gruppe 

-20°49' 

45 

»47!446 

Zweite.    » 

-    7  48 

47.444 

Drille      » 

+   5  32 

47.422 

Vierte      » 

+  43  45 

47.453 

Fünfte     » 

+  30  49 

47.450 

Mittel 

4°  5' 

45 

"'47H33 

Zahl  der 
Beobacht. 

30 

30 

54 

28 

11 


Bei  den  wahrscheinlichen   Fehlern  von   nahe  ±  0.^02    der  ein- 
zelnen Gruppen  stimmen  die  Resultate  befriedigend  überein,  und  wir 
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nehmen  daher  als  Resultat  aus   den    an   den   einzelnen  Abenden   an 
beiden  Stationen  beobachteten  identischen  Sternen  nach  S.  353  (73)  an: 

LSngendifferenz  =  15»47?130  ±  o.'Oi2. 

b.    Ableitung  des  Resultates  aus  allen  boobachteten  Sternen. 

Zu  dem  Zwecke  sind  zuerst  aus  allen  beobachteten  Zeit-Sternen 
die  Uhrcorrectionen  nach  den  Kreislagen  zu  Mitteln  vereinigt  und 
auch  dazu  das  Mittel  der  Uhrzeiten  genommen.  Wenn  die  Uhrzeiten 
in  Wien  und  Leipzig  genau  so  viel  von  einander  verschieden  wären, 
als  die  Uhrzeiten  in  Tafel  XXVII,  für  welche  die  Uhrdifferenzen 
gelten,  so  wäre  die  Längendifferenz  einfach  gleich  der  Differenz  der 
Uhrcorrectionen  an  beiden  Orten  vermehrt  um  die  für  die  Uhrzeiten 
geltende  Uhrdifferenz,  d.  h.  mit  den  Bezeichnungen  auf  S.  333  [53] 


1875 

Kreislage 

ührzeit 

Wien 

T 

Ubr- 
Correclion 

5« 

Uhneil 
Leipzig 

r 

Oclober  8 

W 
0 

24''26'!'9 
24   28.4 

-34!674 
-34.827 

44 

40 

24''22»7 
24  32.8 

October  9 

0 
W 

22  42.0 
22  30.6 

-29.967 
-29.865 

43 

42 

22  49.8 
22  34.8 

Octoher  49 

W 
0 

22  44.6 
22  32.0 

-46.007 
-46.057 

44 

42 

24   57.4 
22  34.0 

November  2 

0 
W 

22     8.4 
22  38.6 

-  4.342 

-  4.369 

43 
43 

22  44.4 
22  32.3 

November  3 

w 

0 

24   26.5 
24   42.3 

-  9.489 

-  9.349 

44 
42 

24  28.0 
24  24.3 

November  4 

0 

w 

24   26.6 
24  39.2 

-44.489 
-44.475 

44 
43 

24  22.0 
24  27.8 

November  44 

w 

0 

22  48.9 
22  45.2 

—  46.948 
-46.004 

49 
46 

24  42.4 
23  43.9 

November  46 

0 

w 

23  45.6 

23     7.7 

+  43.483 
+  43.234 

20 
49 

24  43.4 
24     9.2 
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wo  die  Grösse  V  sich  leicht  findet,  da  dieselbe  aus  den  Werthen 
der  Tabelle  XXYII  interpolirt  werden  kann,  denn  der  Uhrgang  kann 
für  die  kurze  Zeit  der  Beobachtung  als  gleichförmig  angenommen 
werden.  Da  die  obige  Voraussetzung  aber  bei  dem  Mittel  der  Uhr- 
zeiten nicht  stattfindet,  ist  an  die  eine  Uhrcorrection  noch  eine  kleine 
Verbesserung  anzubringen,  welche  wir  die  Reduction  nennen  wollen. 
Wie  schon  oben  gesagt,  ist  der  Uhrgang  der  Leipziger  Uhr  ein  regel- 
mässigerer  als  der  der  Wiener  Uhr  gewesen  und  daher  ist  es  am 
vortheilhaflesten,  die  Leipziger  Uhrcorrection  auf  die  Uhrzeit,  welche 
gleich  ist  der  Wiener  Uhrzeit  minus  der  UhrdiflFerenz  aus  Tab.  XXVII, 
zu  reduciren.  Der  Uhrgang  der  Leipziger  Uhr  ist  schon  S.  348  (68) 
gegeben  und  in  der  folgenden  Zusammenstellung  sind  alle  Daten  ent- 
halten : 


Uhr- 
correction 

Reduction 
von 

-»-0?007 
•+•0.013 

•t-Red. 

u 

/ 

-2-1 6*579 
16.632 

9 
9 

+  1"'44!808 
44.792 

14' 

»  2H38 
2.134 

15-465945 
46.926 

-2  17.716 
17.676 

9 
9 

+  0.015 
•+•0.011 

+  1    47.734 
47.800 

13 

59.232 
59.203 

46.966 
47.003 

-2  30.479 
30.458 

14 
9 

-0.004 
+  0.009 

+  2  14.476 
14.392 

13 

32.779 
32.749 

47.255 
47.141 

-2  47.654 
47.651 

13 
9 

+  0.007 
+  0.002 

+  2  43.305 
43.280 

13 

3.923 
4.011 

47.228 
47.291 

-2  48.391 
48.353 

11 
9 

+  0.014 
—  0.005 

+  2  39.188 
39.009 

13 

8.079 
8.127 

47.267 
47.136 

-2  59.431 
49.485 

8 
11 

+  0.004 
+  0.001 

+  2  34.938 
35.009 

13 

12.301 
12.341 

47.239 
47.350 

—3     2.181 
2.247 

8 
9 

+  0.084 
+  0.062 

+  2  15.179 
15.181 

13 

31.921 
31.924 

47.100 
47.105 

-3     3.421 
3.446 

13 
12 

+  0.004 
+  0.007 

+  3  16.600 
16.673 

12 

30.416 
30.425 

47.016 
47.098 
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C.   Brubns,   Neue  Bbstiiiiiung 


[80 


Um  den  Fehler  ia  den  beiden  Kreislagen  zu  eliminiren,  ist  für 
jeden  Tag  einfach  das  Mittel  zu  nehmen.  Bestimmt  man  die  Ge- 
wichte nach  der  S.  352  (72)   gegebenen  Formel,  so  hat  man: 


~,„„                  Lttngendifferenz 

l»8                       -  (»-«») 

Gewicht 

Tag 

Langendifferenz 

Gewicht 

October  8 

9 

November  H 

»      46 

<5"46!936 
46.984 
47.102 
47.057 

3.7 
3.7 
4.5 
6.4 

October  19 

November    2 

3 

4 

15»47!198 
47.260 
47.202 
47.294 

4.3 
3.9 
3.8 
3.8 

Mittel 

15"47!029 

18.3 

Mittel 

15-47!237 

15.8 

Daraus  «  —  m?  =  -i-  Ofl  04 


und  die  Längenditferenz : 


October  8 
9 

15 

«'47':040 
47.088 

Gewicht  3.7 
3.7 

19 

47.094 

4.3 

November    2 
3 
4 

47.156 
47.098 
47.190 

3.9 
3.9 
3.8 

14 

47.206 

4.5 

16 

47.161 

6.4 

Mittel 

15 

■47!133 

34.1 

und  den  wahrscheinlichen  Fehler  ±  0.'013. 

Nimmt  man  ohne  Rücksicht  auf  die  Gewichte  das  Mittel,  so  er- 
halt man: 

15"  47-020  —  {8—w) 
15  47.238  +{s—w)  , 
daher 

s  —  W  =-|.0.M09 
und  die  LängendifTerenz 

15"47.M29  ±  0f013. 

Mit  Berücksichtigung  der  früheren  Werthe  nehmen  wir  daher 

In  Wien  beträgt  die  Reduction  auf  den  östlichen  Pfeiler,  welcher 
von  Herrn  von  Oppolzer  als  Normalpunkt  angenommen  wird, 

-•-  0f015  ; 
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io  Leipzig,    wo   im  kleinen  östlichen  Meridianzimmer  beobachtet,  ist 

die    Längendifferenz    mit    der    Mitte    des    grossen    Refractorpfeilers^ 

welcher  als  Centrum  der  Sternwarte   angenommen    wird,    9,4  Meter 

oder 

-•-  0!032  , 

so  dass  also  die  neue  Wiener   Sternwarte   auf  der  Türken- 
schanze 

16»47!l78  ±  0?013 

östlicher    als    das    Centrum    der    Leipziger    Sternwarte 
liegt. 

Im  Jahre  1865  war  gefunden  : 
Centrum  der   Leipziger  Sternwarte   westlich   vom  Beobach- 
tungspfeiler auf  dem  Laaer  Berge 

1 5"^2f262  ±  0!01 5  —  0?036  =  1 6™2!226  ±  0!01 5. 

Die  Differenz  Türkenschanze  —  Laaer  Berg  ist  nach  Herrn  von 
Oppolzer's  Ermittelungen 

—  15?091, 
so  dass,  mit  Rücksicht  der  Reduction  von  -l-  0?01 5,  das  frühere  Re- 
sultat : 

15"47!150 
ist.   Der  wahrscheinliche  Fehler  wird,  da  die  Längendifferenz  Türken- 
schanze —  Laaer  Berg  auch  auf  telegraphischem  Wege  ermittelt,  nahe 
±  0?020  sein. 

Wir    nehmen    daher    mit    Rücksicht    auf   die    wahrscheinlichen 
Fehler  als  Endresultat  an: 

Wiener    Sternwarte    auf    der    Tttrkenschanze,     östlicher 
Pfeiler,   östlich   vom   Centrum    der    Leipziger   Sternwarte 

16"47?17  ±  0-011. 


AbhMdl.  d.  K.  S.  a«Mll»ek.  d.  WisMnseh.    XX  U 
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MITQLIED  DEB  KÖNIQL.  SACHS.  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


NB.  Dieser  Aufsatz ,  von  welchem  ein  Auszug  schon  im  Jahre  4  877  in  den 
Berichten  der  Königl.  Sächsischen  Ges.  der  Wissenschaften  publicirt  wurde  (Be- 
richte vom  30.  Juli  1877.  Seite  4  34)  bildet  eine  Vorarbeit  für  den  unmiUelbar 
folgenden,  ein  Problem  der  Elektrostatik  behandelnden  Aufsatz. 

Abhandl.  d.  E.  S.  GenelUch.  d.  WisM^niicIi.  XX.  25 
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Va  ich  in  diesem  Aufsatz  auf  die  Theorie  der  reciproken  Radien 
mich  fast  fortwährend  stutzen  werde,  so  erscheint  es  angemessen, 
zunächst  die  wichtigsten  Sätze  dieser  Theorie  in  Kürze  zu  recapi- 
tuliren. 

Es  sei  gegeben  eine  Kugelfläche  (o,  //),  d.  i.  eine  Kugelfläche 
mit  dem  Mittelpunkt  o  und  dem  Halbmesser  H,  Lässt  man  von  o 
einen  Strahl  ausgehen,  und  markirt  auf  demselben  irgend  zwei  der 
Relation 

(1.)  (oS)    (OX)    =^2 

entsprechende  Punkte  f,  «r,  so  heisst  bekanntlich  jeder  von  diesen 
beiden  Punkten  das  Spiegelbild  des  andern  in  Bezug  auf  die  Kugel- 
fläche  (o,  jff).  Auch  pflegt  man  die  beiden  Punkte  kurzweg  corre- 
spondirende  oder  conjugirte  Punkte  zu  nennen. 

Sind  zwei  Paare  correspondirender  Punkte  |,  x  und  ly,  y  ge- 
geben, so  ist  nach   (1.): 

tu.)  (0^)  (ox)  =  [ori)  (oy)  ^  H\ 

und  folglich 

(111.)  A(o^ij)^A(oya:); 

und  aus  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke  folgt  sofort: 


/,V  1  (£_5)  ^  (Ol)  ^  jo^  ^   I /(Ol)   (017)  ^ 

^     '^  [xy]         (oy)  [ox)  r  [ox]  {oy) 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  beweist  man  leicht"*),  dass  conjugirte 
Figuren  in  ihren  kleinsten  Theilen  einander  ähnlich  sind.  Sind-  z.  B. 
^,  ^,  f  drei  einander  unendlich  nahe  Puncte  der  einen  Figur,  und 
X,  y,  z  die  entsprechenden  Puncte  der  andern,  so  werden  die  un- 
endlich kleinen  Dreiecke  ^tjS  und  xyz  einander  ähnlich  sein.  Oder 
ein  wenig  anders  ausgedrückt:     Sind  irgend  drei  einander  unendlich 


*)   Vgl.   z.  B.   mein  Werk  über  das  Logarithmische  und  Newton* sehe  Potential 
(Leipzig,  Teubner  1877),   daselbst  Seite  356. 

25* 
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nahe  Punkte  f,  ?;,  f  gegeben^  und  bezeichnet  man  die  denselben  in 
Bezug  auf  (o,  //)  conjugirten  Punkte  mit  x^  y^  z,  so  sind  die  beiden 
Dreiecke  ^7/f  und  xyz  einander  ähnlich.  Versieht  man  feiner  unter 
rfA,  dl  irgend  zwei  einander  conjugirte  Linienelemente,  ebenso  unter 
r/ö,  ds  zwei  conjugirte  Flächenelemente,  endHch  unter  rfr,  dt  zwei 
conjugirte  Raumelemente ,  so  gelten  die  Formeln  *) : 

dX:  dl  =  P    :  R, 
(V.)  da:  ds  =  P^:  ß^ 

dT  :  dt=:P^  :  R^; 

falls  man  nämlich  die  Entfernung  der  Elemente  dA,  do,  dr  vom 
Punkte  0  mit  P,  andererseits  die  Entfernungen  der  Elemente  dl, 
ds^  dt  ebenfalls  vom  Punkte  o  mit  jR  bezeichnet. 

Ist  ferner  von  zwei  in  Bezug  auf  fo,  H)  einander  conjugirten 
Figuren  die  eine  eine  Kugel  fläche^  so  gilt  Gleiches  auch  von  der 
andern.  Und  geht  insbesondere  die  eine  dieser  Kugelflächen  durch  den 
Punkt  0,  so  wird  die  andere  eine  unendlich  grosse  Kugelfläche, 
d,  i,  eine  Ebene  setn^"^). 

Ohne  auf  den  Beweis  dieser  bekannten  Sätze  hier  weiter  ein- 
zugehen, wollen  wir  sofort  zu  einer  sich  anlehnenden  Betrachtung 
uns  hinwenden.  Sind  —  immer  unter  Zugrundelegung  der  Kugel- 
fläche  (o,  H)  —  f ,  X  zwei  conjugirte  Punkte  und  a,  s  zwei  con- 
jugirte Kugelflächen,  und  construirt  man  die  durch  o^  l^  x  gehende 
gemeinschaftliche  Tangential  -  Ebene  jener  beiden  Kugelflächen  a,  s, 
so  werden  offenbar  die  beiden  Berührungspunkte  r  und  t  dieser 
Ebene  ebenfalls  einander  conjugirt  sein;  so  dass  man  also  die  For- 
meln (IV.)  auf  die  beiden  Punktpaare  f,  x  und  r,  /  anzuwenden 
vermag.     Hiedurch  ergiebt  sich: 

(VI)  (It)    ^    (Ofl    ^   (0_T)_    ^    I/MJÖ^ 

^        '  {Xt}  (0  t)  {ox}  Y   [ox]  [oi] 

Die  hier  auftretenden  Grössen 

(01^),   (oO,   (?^),   [xt) 
repräsentiren  die  von  den  Punkten  o,  |,  j;  an  die  Kugelflächen  o,  s 
gelegten  Tangenten,   jede  Tangente   gerechnet   von    ihrem  Ausgangs- 
punkt bis   zu   ihrem  Berührungspunkt.     Demgemäss   mag  es  erlaubt 


*)   I.   c.   Seile   356,    357. 
♦*)    I.   c.   Seite  357,    358. 
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sein,    die    Buchslaben   r,  t   ganz   zu   unterdrücken,    und  diese   vier 
Tangenten  zu  bezeichnen  mit 

(oa),   {os)y   (§a),   (xs)*). 
Diese  neue  Bezeichnungsweise  in   die   Formeln  (VI.)  eingeführt,   ge- 
langt man  zu  folgendem  Satz: 

Sind  —  unier  Zugrundelegung  der  gegebenen  Kugel/lüche  (o,  //) 
—  i^  X  zwei  conjugirte  Punkte  und  a,  s  zwei  conjugirle  Kugelßächen^ 
so  finden  die  Relationen  statt: 


^       ''  (xs)         [oj]         {ox)         y  [ox]  [os]' 

Oder  einfacher  ausgedrückt:  Die  früher  angegebenen  Relationen 
(IV.)  bleiben  auch  dann  noch  in  Gültigkeit,  wenn  man  daselbst  slatl 
der  conjugirten  Punkte  i^,  y  zwei  einander  conjugirte  Kugelflächen  a,  *• 
substituirt;  nur  sind  in  diesem  Falle  unter  [oo)^  {os),  (|a),  {xs) 
nicht  mehr  Entfernungen,  sondern  die  Längen  der  betreffenden  Tan- 
genten zu  verstehen. 

Die  äusserst  einfache  Art  und  Weise,  in  welcher  ich  diesen 
schon  früher**)  von  ujir  aufgestelllen  Satz  hier  abgeleitet  habe,  ver- 
danke ich  einer  Miltheilung  des  Herrn  Überlehrer  Dr.    Wolf. 


§  1- 

Definition  der  peripolaren  Coordinaten  in  Bezug  auf  einen 
gegebenen  Grundkreis. 

In  der  Horizonlalebene  sei  ein  Grundkreis  vom  Radius  B  ge- 
geben; und  gleichzeitig  mögen  die  beiden  Theile,  in  welche  die 
Horizontalebene  durch  diesen  Kreis  zerlegt  wird,  bezeichnet  sein 
als  die  innere  und  ausseife  Grundfläche;  so  dass  also  die  erstere  iden- 
tisch ist  mit  der  Fläche  des  Grundkreises,  während  die  letztere 
vom  Grundkreise  aus  nach  allen  Seiten  hin  sich  ins  Unendliche 
erstreckt. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  sämmtliche  auf  dem  Grundkreise 
stehenden  Kugelcalotten ,  d.  i.  all'  diejenigen  Kugelcalotten ,    welche 


*)   Unter   dem    Symbol   (§a)   soll    also   verslaoden    werden    die    Länge    der 
von  ^  an  die  Kugelßäche  a  gelegten  Tangente. 
**)  1.  c.   Seite  358. 
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den  Grundkreis  zum  gemeinsamen  Rande  haben,  so  werden  offen- 
bar die  kleinste  und  grösste  dieser  Calotten  identisch  sein  resp.  mit 
der  innem  und  äussern  Grundfläche.  Zur  Bestimmung  einer  jeden 
Calotte  C  des  in  Rede  stehenden  Systems  bedienen  wir  uns  ihrer 
Inclinßlion^  d.  i.  desjenigen  Winkels  co,  unter  welchem  dieselbe  gegen 
die  obere  Seite  der  äussern  Grundfläche  G  geneigt  ist. 


Alsdann  wird  z.   B. 

dirrch  w  =  0  die  äussere  Grundfläche  G, 
angedeutet  sein,  femer 

durch  CO  ^  \7t  eine  über  dem  Grundkreis  stehende  Halbkugelfläclie  S, 

durch  w  =  /r  die  innere  Grundfläche  7, 

durch  w  =  l/r  eine  unter  dem  Grundkreis  siehende  Halbkugelfläche   7, 

durch  CO  =  2  TT  dieselbe  Fläche,  wie  durch  w  =  0,   d.   i.   G, 

durch  0}  =  \7t  dieselbe  Fläche,  wie  durch  w  =  |7r;   d.  i.  S;   u.   s.   w. 

Die  Mittelpunkte  all'  dieser  Kugelcalotten  liegen  auf  einer  ge- 
raden Linie,  —  auf  der  Axe  des  Grundkreises;  und  alle  durch 
diese  Axe  gehenden  Ebenen,  oder  (besser  ausgedrückt)  alle  an  diese 
Axe  sich  anlehnenden  Ilalbebenen  mögen  als  Meridianebenen  bezeichnet 
werden. 

Solches  festgesetzt,  können,  um  die  Lage  irgend  eines  Raum- 
punktes f  zu  bestimmen,  folgende  drei  Grössen  benutzt  werden: 
erstens  das  Azimuth  y,  unter  welchem  die  Meridianebene  des  Punk- 
tes I  gegen  eine  bestimmte  feste  Meridianebene  geneigt  ist;  zweitem 
die   lnclinatio7i   lo  der   auf  dem    Grundkreise    stehenden    und   durch 
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f  gehenden  Kugelcalolte ;  endlich  drittens  der  Quotient  A  =  ^,  wo  q 
die  kürzeste  und  (/  die  längste  Kante  des  von  f  nach  dem  Grund- 
kreise gelegten  Kegels  vorstellen  soll.  Diese  drei  Grössen  y,  A,  w 
nennen  wir  die  peripolaren  Coordinaten  des  Punktes  f  in  Bezug  auf 
den  gegebenen  Grundkreis;  und  gleichzeitig  nennen  wir  p,  p'  die 
Hauptstrahlen  des  Punktes,  endlich 

n  =  Vqq 
den  Parameter  des  Punktes.  —  Will  man  säramtliche  Punkte  des 
Raumes,  und  zwar  jeden  nur  einmal  erhalten,  so  hat  man  (p  zwischen 
0...27r,  ferner  w  ebenfalls  zwischen  0...2:rr,  endlich  X  zwischen 
0...1  variiren  zu  lassen.  Doch  werden  wir,  wie  schon  jetzt  be- 
merkt sein  mag,  an  diesen  Grenzen  nicht  immer  festhalten*). 

A  allerdings  soll  stets  zwischen  0...1  bleiben.  Hingegen  mögen 
(p  und  0)  unbestimmt  bleiben  bis  auf  ganze  Vielfache  von  in. 
Alsdann  besitzt  die  Inclination  w  einer  gegebenen  Calotte  unendlich 
viele,  theils  positive  theils  negative  Werthe.  So  z.  B.  wird  die 
Inclination  cd  der  oberen  Halbkugelfläche  S  (Figur  Seite  368)  die 
unendlich  vielen  Werthe  haben: 

,    — ^TT,    —  |/r,    H- l^^,    H-f/r,   -•-  f  tt,    

Bei  all'  dieser  Unbestimmtheit  ist  indessen  festzuhalten^  dass^  ebenso 
wie  (pj  ebenso  auch  (o  stets  in  ein  und  derselbeti  Richtung^^)  ge- 
rechnet werden  soll.  Und  um  solches  zu  betonen^  wiederholen  wir:  es 
soll  cö  gerechnet  werden  von  der  obern  Seite  der  äussern  Grundfläche 
aus  (vgl.  die  Figur  Seite  368). 

Beiläufige  Bemerkung. —  Die  drei  Flächensysteme  ^  =  Const., 
(o  ^  Const. ,  A  =  Const.  sind  zu  einander  orthogonal.  Das  erste  ist 
das  System  der  Meridianebenen  ^  das  zweite  das  System  der  auf  dem 
Grundkreise  stehenden  Kugelcalottim ,  endlich  das  dritte  ein  System 
ineinander  geschachtelter  Ring  flächen. 


*)  Wollte  man  an  jenen  Grenzen  festhalten,  so  würde  dadurch  die  ücber- 
sichllichkeit  und  Einfachheit  der  zu  cxponirenden  Gegenstände  in  unangeneliiner 
Weise  beeinträchtigt  werden. 

**)   Diese  Richtung  ist  diejenige,   welche  in  der  Figur  Seite  368  durch  einen 
gekrümmten  Pfeil  angedeutet  ist. 
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§2. 

Beziehung  der  peripolaren  Coordinaten  zu  den 

rechtwinkligen  Coordinaten. 

Es  sei  S  6in  beliebiger  Raumpunkt  mit  den  peripolaren  Coor- 
dinaten A,  0),  (p  und  den  Hauptstrahlen  (>,  (/,  Ist  nun  d  deijcDige 
Punkt,  in  welchem  der  Grundkreis  von  der  Meridianqbene  des 
Punktes  f,  und  e  derjenige,  in  welchem  jener  Kreis  von  der  Forl- 
setzung dieser  Meridianebene  geschnitten  wird,  so  wird  offenbar  der 
kürzere  Hauptstrahl  q  durch  (fd),  und  der  längere  (>'  durch  (f*) 
dargestellt  sein;  so  dass  man  schreiben  kann: 


(^) 


Ferner  wird  der  Winkel  (df^)   identisch   sein   mit  der  Inclination  w 

des  Punktes  f: 

(2.)  a>  =  ((5§€). 

Lässt  man  jetzt  vom  Mittelpunkt  a^  des  Grundkreises  zwei 
Linien  a^x  und  a^r  ausgehen,  von  denen  die  erstere  die  geometrische 
Axe  des  Grundkreises  darstellt,    wUhrend   die   letztere  mit  der  Rich- 


Fig.  2. 

tung  a^d  zusammenfällt,  und  bezeichnet  man  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten des  Punktes  f  in  Bezug  auf  diese  Axen  a^x,  a^r  mit  x,  r, 
so  erhält  man: 
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.^  .  a?  =  ^'  sin  E,  a;  =  ^  sin  A, 

r  H-  B  =  ^'  cos  E,  r  —  B  =  ^  cos  A, 

wo  B  den  Radius  des  Grundkreises  vorsteJIt,  und  E,  A  die  Neigungs- 
winkel der  Strahlen  ff,  d|  gegen  die  Richtung  edr  bezeichnen. 

Aus   (3.)   folgt  sofort: 

{r  -I-  B)  -h  ix=  Q  e*  ^,  [r  —  B)  -h  ix=  q e'^,         {i  =  V"^) , 

und  hieraus  durch  Division: 

(r  -  B)  H-  ix  _    Q^  ^i  (A  «  S) 
(r  +  B)  +  ix        q' 

Nach  (1.),   (2.)   ist  aber  4  =  A,    und   A  —  E  =  ((>!*)  =  w.      Also 
wird : 

r  +  ICC  +  B  "  ^  ^      ' 

und  hieraus  folgt: 

r  +  ^a;  =  B^— y^, 

oder,  falls  man  Reelles  und  Imaginäres  sondert: 

i  X  sin  Ol 


(4.)  (E=B 

(5.)  r=B 


4    -  2  X  cos  (ü  +  X2  ' 

1  —  2  A  COS  Ol  +  A^ ' 


Denkt  man  sich  nun,  in  der  Ebene  des  Grundkreises,  von  «^ 
aus  zwei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  a^y  und  a^z  festgesetzt, 
der  Art,  dass  der  Strahl  a^r  gegen  a^y  unter  dem  Winkel  ip  und 
gegen  a^z  unter  dem  Winkel  90®  —  (p  geneigt  ist,  und  bezeichnet 
man  die  Coordinaten  des  Punktes  f  im  System  a^a?,  r<^f/,  a^z  resp. 
mit  a?,  y,  2J,  so  wird  x  identisch  sein  mit  dem  in  (4.)  angegebenen 
x^  während  y  und  z  zu  dem  in  (5.)  angegebenen  r  in  der  Be- 
ziehung stehen: 

y  =  r  cos  f/) , 

5  =  r  sin  (p. 

Man  erhall  somit  scIUiesslich  für   die   rechtwinkligen  Coordinalen  jr, 
y,  z  des  Punktes  f  folgende    Werthe: 

P  2  X  sin  Ol 

^  ""       4  -  2A  COSöi  +  Ä2 ' 

(6.)  B       M  -X«)cosy 

^     ^  ^        '^  1  -  2A  cosüi  +  A2' 

o       (1  -  A2)  sin  y 
4  -  2A  cosai  +  A2' 
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wo   B   der   Radius  des   Grundkreises  isl^   während  A,  o/,  <p  die   peri- 
polaren Coordinaten  des  Punktes  {  vorstellen. 
Hieraus  folgt  durch  einfache  Rechnung: 

li.)  ao;   +  ay   -I- a55   -  B  (^  -  ax  cos  01  +  A«)« 

und  ferner: 

lö-j       ISSlj     —  ZD  (4   -  2A  cos  öl  +  X^)  {i  -  ^Xt  cos  a»,  +  X,2) 

und  zwar  bedeutet  in  der  letzten  Formel  (ffi)  den  geradlinigen  Ab- 
stand irgend  zweier  Punkte  f  und  fi  mit  den  Coordinaten  A,  a>,'9 
und  Ai,  0)1,  (fi, 

'  Anwendung  dieser  Formeln.  —  Markirt  man  auf  der  a>-Axe 

(d.  i.  auf  der  geometrischen  Axe   des  Grundkreises)  einen  beliebigen 

Punkt  r<,    und   bezeichnet   man    die  Coordinaten   dieses  Punktes  mit 

A«,  cö«,  (pa^  so  wird  offenbar  A«  =  1   sein;  hingegen  wird  co«  einen 

variablen  Werth   haben,   der  abhängt   von   der   variablen   Lage    des 

Punktes   auf  der  genannten  Axe;    endlich  wird  (pa  unbestimmt  sein. 

Also : 

A^  =  1  ,  ^a  =  var. ,  q)f^  ==  unbesi. 

Lässt  man  insbesondere  den  Punkt  a  zusammenfallen  mit  dem  Mittel- 
punkte a^  des  Grundkreises,  so  ergiebt  sich: 

A«  =  1  ,  iü„  ^  7C,  (fa  =  unbest. 

**o  0  0 

>larkirt  njan  andererseits  auf  der  Peripherie  des  Grundkreises  einen 
beliebigen  Punkt  /tf,  so  ergeben  sich  für  die  Coordinaten  A^,  o)^,  (pß 
dieses  Punktes  die  Werthe: 

Ai^  =  0 ,  <<'/?==  unbest.  tfß  =  var. 

Somit  folgt  aus  (8.): 

(0  \  /t^\2  —  0R2  1   --  2  X  cos  (ft>  -  ttl J   H-  A2 

^^•^  ^^"^      ""    ^°      (1    -  2A  cos  01   +  X2)    (1    -  COSOlJ' 

^^    '^  ^^^^  *°  ^  -  2Xcosai  +  X2 

Hier  bezeichnet  J  einen  ganz  beliebigen  Punkt  des  Raumes  mit  den 
peripolaren  Coordinaten  A,  w,  y. 

Sind  d  und  €  diejenigen  Punkte,  in  denen  der  Grundkreis  von 
der  Meridianebene  des  Punktes  f  (A,  cd,  ip)  geschnitten  wird,  oder 
(genauer  ausgedrückt)  bezeichnet  d  denjenigen  Punkt  des  Grundkreises, 
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welcher  in  der  Meridianebene  von  f  liegt,  und  e  denjenigen  andern 
Punkte  des  Grundkreises,  welcher  in  der  Fortsetzung  dieser  Meridian- 
ebene liegt,  so  ist  das  Azimuth  von  d  identisch  mit  den  von  |, 
hingegen  das  Azimuth  von  e  am  n  grösser  als  das  von  f.     Also: 

Vs  =  Vy 
Nimmt  man  also  in  (11.)  an  Stelle  von  ß  die  Punkte  d^^  £,  so  folgt: 

Offenbar  sind  (fd)  und  (f«)  nichts  anderes  als  die  beiden  HaujU- 
strahlen  (>,  (>'  des  Punktes  f.     Also: 

aex 

^  ""  l/l  -  2Acosa>  +  ;i2 ' 

(43.)  '^ 

^  .  2B 

Q  = 


yi  -  2  X  cos  öl  +  A2 


Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  durch  Division  die  Gleichung  \  =  A, 
d.  i.  diejenige  Gleichung,  durch  welche  A  definirt  wurde  (vgl.  Seite 
369).     Andererseils  folgt  durch  Multiplication : 

(14.)  n  =  }/^  =  ^_il:^__  , 

wo  TT  den  Parameter  des  Punktes  f  vorstellt. 


§  3. 
Einige  sioh  anschliessende  Aufgaben. 

Erste  Aufgabe:  Es  sei  gegeben  eine  auf  dem  Grundkreise 
stehende  Calotte  o  mit  der  Inclination  w^.  Es  soll  die  Länge  der  von 
irgend  einem  Punkt  f  (A,  w,  y)  an  die  Calotte  gelegten  Tangente 
ermittelt  werden^  die  Tangente  gerechnet  von  ihrem  Ausgangspunkt 
f  (A,  0),  qp)   bis  zum  Berührungspunkt, 

Bezeichnet  man  diese  Länge  der  Tangente  mit  (£  a) ,  und  den 
räumlichen  Mittelpunkt  der  Calotte  a,  d.  i.  den  Mittelpunkt  derjenigen 
Kugelfläche,  von  welcher  diese  Calotte  ein  Theil  ist,  mit  ^,  so  folgt 
aus  dem  Pythagoräischen  Satz: 

(1ö.)  (^^)2=  i^f^P-  (ßf^?. 
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wo  ß  einen   beliebigen  Punkt   auf  der  Peripherie   des    Grundkreises 
bezeichnet. 

Um  in  dieser  Gleichung  die  Glieder  rechts  mittelst  der  Formel 
(9.)  ausdrücken  zu  können,  müssen  wir  zunächst  die  a>- Coordinale 
des  Punktes  [i  berechnen.  Zu  diesem  Zweck  construiren  wir  eine 
neue  durch  [i  gehende  und  wiederum  auf  dem  Grundkreise  stehende 


^^e 


Fig.  3. 


Calotte.  Die  Inclination  dieser  neuen  Calotte,  oder  (was  dasselbe 
besagen  will)  die  Inclination  des  Punktes  //,  hat  alsdann  den  Werth  : 

w^  =  [G(iV]  ,  vgl.  die  Figur; 
Während  die  Inclination  co^  der  von  Hause  aus  gegebenen  Calotte  a 

sich  ausdrückt  durch : 

o;,  =  [GßU]. 

Nach  bekannten  Sätzen  über  Peripherie-  und  Centriwinkel  ist  aber 
{GßV)  =  9^{GfHJ),  also  m^  =  gw^.  Diese  letzte  Formel  ist,  weil 
die  IncUnalionen  m  bis  auf  ganze  Vielfache  von  %n  unbeslimnU  bleiben 
sollen  (vgl.  die  Festsetzungen  Seite  369),  folgendermassen  zu  schreiben : 
(46.)  w^^2wa,   (niodS/r). 

Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  (9.) 

4   -  «A  cos  ((ü  -  2wJ  +X2 

^       '  ^^^^  *"    (^  -  iX  cos  (ü  +  r^j  (4  -  cosSüiJ 

Da  diese  Formel  gültig  ist  für  jedweden  Raumpunkt  f  (A,  w,  y),  so 
wird  sie  z.  B.  auch  gültig  sein  für  den  Punkt  /?,  dessen  Coordinaten 
nach  Seite  37S1  lauten: 

A^  =  0  ,  w^  =  unbest. ,  y^  =  var. 

Somit  erhält  man: 
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(i8.)  (/^iu)2  =  2B2 ?— —  . 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  (17.),  (18.)  in  (15.)  erhält  man 
schliesslich : 

(^    ]2  —  JBn  _    cos  ctf  ~  cos  (oj.^  2(ü  J 

^^^^     ""  4  -  2;i  cos  Ol  +  ;i2  4  -  cos  2cü^  ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

,t    N2  «. i?^ sin  (ctf^  -  ctf) 

^»^i  4-2Acos(ü+A2         sin  cü^    "^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  (14.): 

(49.)  (ga)^  =  n^  ""'"--""■ 

Hier  repräsentiren  A,  cö,  (/),  TT  die  Coordinaten  und  den  Parameter 
des  Punktes  |,  wahrend  eo^  die  Inclination  der  gegebenen  Calotte  g 
vorstellt.     Demgemüss  kann  man  sich  so  ausdrücken: 

Sind  irgend  zwei  auf  dem  Grundkreise  siehende  Calotten  gegeben, 
mit  den  Inclinationen  w  und  w^,  und  legt  man  von  irgend  einem  Punkt 
der  erstem  eine  Tangente  an  die  zweite,  so  wird  das  Quadrat  dieser 
Tangente  (dieselbe  gerechnet  vom  Ausgangspunkt  bis  zum  Berührungs- 
punkt)  den   Werth  haben: 

_o  sin  {(a„  —  Ol) 

(20.)  n^ — '-A — -, 

^       '  sin  w^       ' 

WO  TT  den  Parameter  des  Ausgangspunktes  vorstellt.  —  Vertauscht  man 
die  Calotte,  welche  berührt  werden  soll,  mit  der  supplementären*), 
d.  i.  (Oa  mit  (ö^  +  TT,  so  bleibt  der  Ausdruck  (20.)  ungeändert,  wie 
a  priori  zu  erwarten  stand. 

Uebrigens  wird  die  Formel  (19.)  auch  dann  gültig  sein,  wenn 
von  dem  gegebenen  Punkt  ^  aus  eine  Tangente  an  die  gegebene 
Calotte  a,  resp.  an  die  supplementäre  Calotte  unmöglich  ist.  Nur 
hat  man  in  diesem  Fall  (|o)  nicht  als  Länge  einer  Tangente,  sondern 
durch  die  Formel  (15.)  zu  definiren.  Auch  wird  in  diesem  Fall  (|o)^ 
negativ  sein. 

Zweite  Aufgabe :  Es  seien  gegeben  eine  auf  dem  Grundkreise 
stehende  Calotte  o  mit  der  Inclination  cö^  ,  ferner  zwei  Punkte  |  (A,  w,  y,  TT) 
und  f'(A',  (o\  (p\  TT'),   welche  in  Bezug  auf  a  zu  einander  conjugirt 


*)   Ich  nenne  zwei  Calotten  zu  einander  supplementär ,  wenn  sie  zusammen- 
genommen eine  Kugelflüche  ausmachen. 
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sind*).    Es  sollen  die  Beziehungen  zwischen  A,  w,  y,  TT  und  X\  m\  (p\  Tf 
näher  uniersucht  werden. 

Conslruirt  man  die  geraeinschaftliche  Meridianebene  der  Punkte 
I,  S\   und   bezeichnet   man    mit   d,    resp.    6   die   beiden   Punkte,    in 


Fig.  4. 

denen  der  Grundkreis  von  dieser  Ebene   resp.  ihrer  Fortsetzung  ge- 
troffen wird,  so  ist  offenbar: 

(«<.)  "   da)  '  "■  (l'e)' 


Sind  nun  tj,  rf  irgend  zwei  Punkte,  die  (ebenso  wie  |,  f')  in  Bezug 
auf  a  zu  einander  conjugirt  sind,  so  ist  bekanntlich^*): 

wo  ^  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  Calotte  o  bezeichnet  (vgl.  die 
Figur).  Nimmt  man  in  dieser  Formel  für  tj  einen  Punkt  der  Calotte 
a,  z.  B.  irgend  einen  Punkt  ß  des  Grundkreises,  mithin  für  tf  eben- 
denselben Punkt,  so  folgt: 


*)  Ich  nenne  zwei  Punicie  in  Bezug  auf  eine  Kugelfläche  vom  Centrum  /i 
zu  einander  conjugirt,  wenn  beide  auf  demselben  von  fi  ausgehenden  Strahl  liegen, 
und  wenn  ausserdem  das  Produkt  ihrer  Centraldistanzen  gleich  dem  Quadrat  des 
Kugelradius  ist.  Und  derselben  Ausdrucksweise  bediene  ich  mich  auch  dann, 
wenn  von  der  KugelflUche  nur  ein  Theil,  z.  B.  wie  hier  nur  eine  Calotte  ge- 
geben ist. 

*♦)  Vgl.   (IV.)   Seite  366. 
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(23.) 

ii'ß) 
V(Mn' 

also. 

falls 

man 

ß 

successive  nach 

d  und  f 

rUckcn 

lassi 

(24.) 

(frf)   _ 

(CS) 

V(f*n ' 

Hieraus  folgt  durch  Division,  mit  Rücksicht  auf  (S1.)- 

(25.)  k  =  l'; 

andererseits  durch  Multiplication,  wiederum  mit  Rucksicht  auf  (21.): 

(26.)  -^--^' 

Ausserdem  ist,  weil  die  Punkte  J,  ^  dieselbe  Meridianebene  haben, 
q)  =  (p\  oder  genauer  ausgedrückt: 

(27.)  q>  =  g)',   (raod  27r). 

Es  bleibt  also  nur  noch  die  Beziehung  zwischen  w  und  w  zu  unter- 
suchen. 

Unter  conjugirten  Punkten  mögen  hier  stets  solche  verstanden 
werden,  welche  zu  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  die  ge- 
gebene Calotte  a,  oder  vielmehr  in  Bezug  auf  diejenige  Kugelfläche, 
von  welcher  o  ein  Theil  ist.  Denkt  man  sich  nun  im  Räume  eine 
beliebige  Kugelfläche  x  beschrieben,  und  sucht  man  zu  allen  Punkten 
dieser  Kugelfläche  die  conjugirten  Punkte  auf,  so  wird  bekanntlich^) 
die  von  diesen  conjugirten  Punkten  gebildete  Fläche  wiederum  eine 
Kugelfläche  sein.  Letztere  heisst  die  zu  x  conjugirte  Kugelfläche, 
und  mag  mit  x'  bezeichnet  sein. 

Geht  X  durch  den  gegebenen  Punkt  f  und  durch  irgend  drei 
andere  Punkte  a,  6,  c,  so  wird  x'  durch  die  zu  f,  a,  6,  c  con- 
jugirten Punkte  l',  a,  6',  c  hindurchgehen.  Nimmt  man  nun  für 
a,  6,  c  irgend  drei  auf  dem  Grundkreise  gelegene  Punkte,  so  werden 
offenbar  a\  b\  c  identisch  mit  a,  6,  c.  Und  man  gelangt  daher  zu 
dem  Satz:  Geht  eine  Kugelfläche  x  durch  den  Punkt  |  und  durch  den 
Grundkreis  ^  so  geht  die  conjugirte  Kugelfläche  x'  durch  den  Punkt  |' 
und  ebenfalls  durch  den  Grundkreis.     Auch  bemerkt  man,   dass  jede 


♦)    Vgl.   Seile   366. 
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dieser   beiden  Kugelflächen   durch    den  Grundkreis  in  zwei   Calotten 
zerlegt  wird ,  und  dass  diese  Calotten  einzeln  einander  conjugirt  sind. 

Construirt  man  also  eine  auf  dem  Grundkreise  stehende  Calotte 
r,  welche  durch  |  geht,  und  eine  zweite  ebenfalls  auf  dem  Grund- 
kreise  stehende  Calotte  r',  welche  durch  f'  geht,  so  werden  diese 
beiden  Calotten  r  und  r'  zu  einander  conjugirt  sein.  Gleiches  gilt 
daher,  weil  o  sich  selber  conjugirt  ist,  auch  von  den  Figuren  a,  r 
und  o,  t'.  Conjugirte  Figuren  sind  aber  in  ihren  kleinsten  Theilen 
einander  ähnlich^).  Folglich  ist,  was  jene  Figuren  o,  t  und  a,  r 
hotiifft,  der  Neigungswinkel^  unter  welchem  die  Calotten  a  und  r  am 
Grundkreise  zusammenstossen  ^  ebensogross  wie  derjenige  Neigungswinkel^ 
welchen  a  und  r    daselbst  bilden. 

Beachtet  man  nun,  dass  die  durch  f  (A,  w,  tp)  und  f'(A',  w,  (f) 
gehenden  Calotten  t  und  r  die  Inclinationeii  o>  und  (o  haben,  und 
dass  andererseits  die  IncHnation  der  Calotte  o  mit  co^  bezeichnet 
wurde,  so  erkennt  man  sofort,  dass  jene  beiden  Neigungswinkel  die 
Werthe  haben  e (co  —  co^)  und  a[w„  —  w) ,  wo  e  =  ±  1  ist.  Aus 
der  Gleichheit  jener  beiden  Neigungswinkel  ergiebt  sich  also  die 
Formel:  co  —  w^  =  «^  —  w,  d.  i.  co  -i-  «  =  2«^,  oder  genauer 
ausgedrückt : 
(«8.)  CO  +  w'  S2wa,   (mod  Stt). 

Dem  Mittelpunkte  [i  der  Calotte  a  ist  (immer  in  Bezug  auf  o) 
ein  Punkt  [ji  conjugirt,  der  im  Unendlichen  liegt.  Lässt  man  also  r 
durch  fi  gehen,  so  wird  gleichzeitig  r'  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  fi  gehen,  also  sich  verwandeln  in  die  äussere  Grundfläche, 
Mit  andern  Worten:  Lässt  man  w  in  das  dem  Punkte  [i  entsprechende 
0)^  sich  verwandeln,  so  verwandelt  sich  o/  in  0.  Somit  folgt  aus 
Formel  (28.): 
(29.)  cü^sScüa,   (modS/r), 

in  voller  üebereinstimmung  mit  der  früher  gefundenen  Formel  (16.). 
Um  die  Hauptresultate  zusammenzufassen:  Sind  zwei  Punkte 
|(A,  w,  (p,  TT)  und  f' (A',  a>',  y',  Tty  in  Bezug  auf  eine  über  dem 
Grundkreise  stehende  Calotte  o  zu  einander  conjugirt^  so  finden  die 
Relationen  statt: 


*]   Vgl.   Seile  365. 
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A  =  r, 

w  +  to'  =  ^  cOö  ,   (mod  2  7t) , 
(^^•)  cp  =  cp\   (mod  2  TT), 

Vö"!)  ""  VW)' 

hier  bezeichnet  /ii  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  Calotte  a,  ferner  o)„ 
die  Inclinulion  der  Calotte  a,  endlich  co^  die  Inclitiation  derjenigen  auf 
dem  Grundkreise  stehenden  Calotte^  welche  durch  ft  geht, 

(31.) Ausserdem    ist  mit  Bezug  auf  die  Formel  (29.) 

noch  folgender  Satz  hinzuzufügen:  Errichtet  man  über  dem  gegebenen 
Grundkreis  zwei  Calotten^  von  welchen  die  zweite  durch  den  räumlichen 
Mittelpunkt  der  ersten  geht^  so  wird  die  Inclination  dieser  zweiten  Ca- 
lotte (abgesehen  von  ganzen  Vielfachen  von  'in)  doppelt  so  gross  sein 
als  die  der  ersten. 

Beiläufige  Bemerkung.  —  Betrachtet  man  zwei  Paare  con- 
jugirter  Punkte  f,  f'  und  rj^  r]\  und  bezeichnet  die  Parameter  der- 
selben resp.  mit  TT,  TT'  und  P,  P',  so  ist  nach   (30.) 

fOQ  \  ^  TT'  ,  P  P' 

vW)     VW  VJm)     VW)' 

wodurch  die  allgemeine  Formel  (22.)  die  Gestalt  gewinnt: 

eine  Gestalt,  in  welcher  sie,  wie  spater  gezeigt  werden  soll,  einer 
bedeutenden  Verallgemeinerung  föhig  ist. 


§  4. 

Betrachtung  zweier  peripolaren  Coordinatensysteme,  deren 

Grundkreise  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelfläche 

einander  conjugirt  sind. 

Ein  Punkt  f  und  ein  Kreis  ß  seien  beliebig  im  Räume  gegeben, 
und  die  peripolaren  Coordinaten  von  |  in  Bezug  auf  ß  als  Grund- 
kreis seien  bezeichnet  mit  A,  cd,  (p.  Lässt  man  nun  diese  Figur  ^5,  f 
an  einer  gegebenen  Ebene  sich  spiegeln,  so  entsteht  als  Spiegelbild 
eine  congruente  Figur  6,  x.  Und  bezeichnet  man,  was  diese  neue 
Figur   betrifft,    die   peri polaren  Coordinaten   des  Punktes  x  in  Bezug 

Abhandl.  d.  K.  S.  aesellsch.  d.  Wissensch.  XX.  26 
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auf  b  als  Grundkreis  mit  /,  w,  v,  so  wird,   wie  aus  der  Congruenz 
beider  Figuren  folgt, 

sein. 

Weniger  einfach  werden  offenbar  diese  Relationen  ausfallen, 
wenn  wir  die  ursprüngliche  Figur  /?,  ^  nicht  an  einer  Ebene,  son- 
dern an  einer  Kugelfläche  sich  spiegeln  lassen,  oder  (mit  andern 
Worten)  wenn  wir  unter  6,  x  diejenige  Figur  verstehen,  welche 
zur  ursprünglichen  Figur  ß,  g  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  jene  ge- 
gebene Kugelfläche.  Und  die  Ermittelung  der  in  diesem  complicirtern 
Fall  stattfindenden  Relationen  bildet  den  Gegenstand,  mit  dem  wir 
uns  hier  beschäftigen  wollen. 

Die  zu  behandelnde  Aufgabe  ist  also  folgende:  Beliebig  im 
Räume  sind  gegeben  ein  Punkt  |,  ein  Kreis  ß  und  eine  Kugelfläche 
(o,  Ä),  d,  h.  eine  Kugelfläche  vom  Centrum  o  und  Halbmesser  H. 
Gleichzeitig  sei  die  zur  Figur  ß^  ^  in  Bezug  auf  (o,  //)  conjugirte 
Figur  mit  6,  x  benannt.  Endlich  seien  die  peripolaren  Coordinalen 
des  Punktes  f  in  Bezug  auf  ß  als  Grundkreis  mit  A,  o),  ^,  und  die 
peripolaren  Coordinaten  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  b  als  Grundkreis 
mit  /,  w^  v,  bezeichnet,  —  Es  sollen  ermittelt  werden  die  zwischen 
k^  (o^  (f  und  l,,  w^  V  stattfindenden  Relationen. 

ß  und  b  liegen  offenbar  auf  ein  und  demselben  von  o  aus- 
gehenden Kegelmantel,  und  können  also  bezeichnet  werden  als  zwei 
nichtparallele  Kreisschnitte  dieses  Mantels.  Bezeichnet  man  die  Syra- 
metrie-Ebene  dieses  elliptischen  Kegelmantels,  d.  h.  diejenige  durch 
0  gehende  Ebene,  gegen  welche  die  Ebenen  der  beiden  Kreise  ß 
und  6  senkrecht  stehen,  mit  jB,  und  bezeichnet  man  femer  die 
Punkte,  in  denen  die  Kreislinien  ß  und  6  von  der  Ebene  E  ge- 
schnitten werden*),  resp.  mit  d\  €  und  d,  le,  und  zwar  in  solcher 
Weise,  dass 

(0(J)<(0€), 

{od]<(oe) 
ist,   so   werden   die  Punkte   o,  ^,  e   in  gerader  Linie   liegen,    des- 
gleichen die  Punkte  o,  6,  d.    Oder  genauer  ausgedrückt:  es  werden 


*)  Die  nebeDstehende  Figur  ist  gezeichnet  zu  denlcen  in  der  Ebene  E.  In 
dieser  Ebene  E  liegen  offenbar  auch  die  geometrischen  Axen  der  beiden  Grund- 
kreise ß  und  b.     Dieselben  sind  in  der  Figur  durch  PfeUe  angedeutet. 
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ä,  e  einander  conjugirt  sein  in  Bezug  auf  die   gegebene  Kugelfläche 
{o,  H),  desgleichen  f,  d.     Somit  folgt: 

(34.)  ^2=  (o(Jj  {oe)  =r  [oe]  (od). 

Bezeichnet    man   ferner   den  Parameter  des   Punktes  o  in  Bezug  auf 
den  Grundkreis  ß  mit  TT^,  und  den  Parameter  eben  desselben  Punktes 


Fig.  5. 

0  in  Bezug  auf  den  Grumikreis  b  mit  P^,    so   ergiebt    sich   (vgl.  die 
Definition  des  Parameters,  Seite  369): 


(35.) 


n,  =  V[od}  (06), 


P,=  y{od)  [oe), 
also  mit  Rücksicht  auf  (34.) : 
(36.)  UoPo^^H^. 

Bezeichnet  man   die   Radien   der   Kreise  ß  und  b  mit  den  ent- 
sprechenden grossen  Buchstaben  B  und  B,  so  ist  offenbar: 
(37.)  (de)  =28,     und     [de)  =  2B. 

Femer   sind,   wie  z.  B.  aus  (34.)   folgt,    die  Dreiecke  ode  und  ode 
einander  ähnlich,  mithin  ihre  Seiten  einander  proportional,  also: 


(0  (f)         (o  d) 


(o  e)         (0  e) 


B 


B 


B 


B 
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Hieraus  aber  folgt  durch  Multiplication  und  mit  Rücksicht  auf  (35.): 

Solches  vorangeschickt,  gehen  wir  über  zur 

Ermittelung  der  zwischen  o)  und  w  stattfindenden  Be- 
ziehung. —  Ebenso  wie  die  Inclinalion  co  gerechnet  werden  soll 
von  der  oberen  Seite  der  äusseren  Grundfläche  des  Kreises  ß  aus 
(vgl.  Seite  369) ,  ebenso  soll  auch  die  Inclination  w  gerechnet  werden 
von  der  oberen  Seite  der  äusseren  Grundfläche  des  Kreises  b  aus. 
Die  oberen  Seifen  dieser  äusseren  Grundflächen  mögen  aber  in  solcher 
Weise  festgesetzt  sein,  dass  sie  entweder  einander  zugekehrt^  oder 
von  einander  abgewendet  sind.  Und  zwar  wollen  wir,  um  die  Vor- 
stellung zu  fixiren,  uns  für  das  letztere  entscheiden,  also  als  obere 
Seiten  diejenigen   ansehen,   welche   in    Ftg,    Seite  381    schraffirt    sind. 

Construirt  man  eine  auf  dem  Grundkreise  ß  stehende  und  durch 
^  gehende  Calotte  C^^,  und  ferner  eine  auf  b  stehende  und  durch  x 
gehende  Calotte  C^j.,  so  werden  weil  |  und  x,  ebenso  ß  und  b  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Kugelfläche  (o,  H)  einander  conjugirt  sind, 
diese  Calotten  derselben  Conjunction  sich  erfreuen;  was  angedeutet 
sein  mag  durch  die  Formel: 
(39.)  C^i  conj  Cft^. 

Lässt  man  f  nach  oo,   d.  i.  nach  einem   unendlich  fernen  Ort  wan- 
dern,  so  geht  gleichzeitig  x  nach  o.     Und  umgekehrt:    lässt  man  f 
nach  0  wandern,    so   geht  x  nach  oo.     Somit  ergeben  sich  aus  der 
vorstehenden  Formel  (39.)  die  specielleren  Formeln: 
(40.)  C^^  conj  C^o, 

(4i.)  C^o  conj  Cb^. 

Nun  sind  offenbar  C^,  und  C^  nichts  anderes  als  die  äusseren 
Grundflächen  der  Kreise  ß  und  6;  und  die  Formeln  (40.),  (41.)  sagen 
also  aus,  dass  die  äussere  Grundfläche  von  ß  der  Calotte  C^^,  und  die 
äussere  Grundfläche  von  b  der  Calotte  C^^  conjugirt  ist^).  Bezeichnet 
man  ferner  die  Werthe  der  Coordinaten  o)  und  w  für  den  Punkt  o 
mit  w^  und  iv^, ,  oder  (mit  andern  Worten)  versteht  man  unter  to^  und 


*;   Beiläufig    folgt   hieraus,    dass   die    innere   Grundfläche   voD  ß  der  zu  C^o 
supplementären  CaloUe  conjugirt  ist.      ü.   s.   w. 
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w^  die  Inclinationen  der  Calotten  C^^  und  6^^  in  Bezug  auf  die  Grund- 
kreise /?  und  6,  so  folgt  aus  den  Formeln  (40.),  (41.),  dass  die  Werthe 
(42.)  10  =  0     und     w  ^  Wo 

correspondirende  Werthe  der  Variablen  w  und  w  sind,  und  dass 
Gleiches  auch  gilt  von  den  Werthen : 

(43.)  CO  =  lüg     und     tr  =  0. 

Geben  wir  dem  variablen  Punkt  f  eine  unendlich  kleine  Ver- 
rückung IS',  und  dem  correspondirenden  (d.  i.  conjugirten)  Punkt  x 
die  entsprechende  Verrückung  xx\  so  erhalten  wir  im  Ganzen  vier 
Calotten,  entsprechend  den  Punkten  |,  f',  ^,  x.  Diese  Calotten 
mögen  bezeichnet  werden  mit  a,  o\  s^  «',  so  dass  also 

Sind  nun  (ebenso  wie  bisher)  a,  und  w  die  Inclinationen  der  Calotten 
a  und  «,  ferner  w  +  do)  und  w  +  dw  die  Inclinationen* der  Calotten 
a'  und  «',  so  repräsentirt  offenbar  (iw  den  Neigungswinkel,  unter 
welchem  a  und  o'  am  Grundkreise  /?  zusammenstossen,  desgleichen 
dw  denjenigen  Neigungswinkel,  unter  welchem  s  und  s'  am  Grund- 
kreise b  zusammenstossen.  Diese  Neigungswinkel  aber  müssen,  weil 
die  einander  conjugirten  Figuren  o,  a  und  «,  «'  in  ihren  kleinsten 
Theilen  einander  ähnlich  sind ,  von  gleicher  Grösse  sein.    Somit  folgt : 

(45.)  dw  =  dw  y 

und  hieraus  durch  Integration: 

(46.)  w  r=  M?  -h  Const. 

Um  die  Const.  zu  bestimmen,  können  wir  uns  entweder  der  in  (42.) 
oder  der  in  (43.)  angegebenen  correspondirenden  Werthe  von  w  und 
w  bedienen.  Nehmen  wir  die  erstem,  so  folgt:  0  =  ti?^  +  ConsL^ 
also  ConsL  =  —  w^;  wodurch  unsere  allgemeine  Formel  (46.)  die 
Gestalt  erhält: 

(47.)  (O  =:  W   —  Wo. 

Erinnern   wir   uns   schliesslich   daran,   dass   die  Inclinationen   immer 
nur  bestimmt  sein  sollen  bis  auf  ganze   Vielfache  von  Stt,    so   werden 
wir  die  Formel  (47.)  folgendermassen  zu  schreiben  haben : 
(48. a)  io  =  w^Wo,   (mod^Tt). 
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üebrigeos  können  wir  die  ComL  in  (46.)  auch  mit  Hülfe  der 
in  (43.)  angegebenen  correspondirenden  Werthe  bestioainen.  Als- 
dann erhalten  wir  die  Relation  zwischen  cd  und  w  in  folgender  Gestajl: 
(48.  b)  ai  —  ojoSWj    {mod  2  7t). 

Um  endlich  der  Relation  eine  mehr  symmetrische  Gestalt  zu  gebeu, 
brauchen  wir  nur  die  Formeln  (48.  a,  b)  zu  addiren,  und  erhalten 
alsdann  : 

(48. c)  ^(ü  —  (OoS^w  —  Wo,    (modSTr), 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(48. d)  oj  —  \ojoSw  —  \wo,   (mod/r). 

Schliesslich   sei   noch  notirt  die  aus  (48.  a,  b)  durch  Subtraction   re- 
sultirende  Formel: 
(49.)  et;^ -I-  u?oS  0,   (mod27r). 

Nachdem  wir  die  Relation  zwischen  co  und  w  durch  die  Forfneln 
(48. a,  b,  c,  d)  in  vier  verschiedenen  Gestalten  angegeben  haben,  bleibt 
uns  noch  übrig  diejenigen  Relationen  zu  finden,  welche  zwischen 
A,  q)  und  /,  v  stattfinden.  Zuvor  aber  wird  es  angemessen  sein, 
die  schon  gefundenen  Resultate  weiter  zu  entwickeln;  und  hierbei 
werden  wir  zu  merkwürdigen  geometrischen  Sätzen  gelangen. 

§  5. 
Einige  geomeMsche  Sätze. 

Sind  f,  1^,  f  irgend  drei  Puncte,  und  j?,  y,  z  die  in  Bezug 
auf  die  Kugelfläche  (o,  H)  conjugirten  Puncte,  so  ist  nach  bekann- 
tem Satz*) : 

V 
(50.) 


I 


V  of)  [OTi)         Yiox)  [oy) 

(10  ix  3) 


i^O {y_z) 

Viov)  {oC)         Yioy)  (öz)  ' 

woraus  durch  Multiplication  und  Division  folgt: 

(Kt  \  i^v)  (oC)  _  jxy)  [oz] 

^       -^  {(OivO        {xz){yz)' 


Vgl.   (IV.)   Seite  365. 
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Nach  einem  von  mir  aufgestellten  Satz*)  bleiben  diese  Formeln 
(50.),  (51)  in  Gültigkeit,  wenn  man  statt  der  conjugirten  Puncte  f, 
z  zwei  einander  conjugirte  Kugelflächen  a,  s  nimmt;  nur  sind  als- 
dann unter  den  Symbolen  (p,  0),  [p^  s)  die  Längen  der  von  p  an  o 
und  s  gelegten  Tangenten  zu  verstehen,  jede  solche  Tangente  ge- 
rechnet vom  Ausgangspunct  p  bis  zu  ihrem  BerUhrungspunct.  Somit 
folgt  z.  B.  aus  (51.),  falls  man  gleichzeitig  zum  Quadrat  erbebt: 

.Mg  X  (^^)MQ(rj2  ^  (xy)^  {os)i 

^      ^^  (|(r)2(^(r)2        (a;*y2(y,)2- 

Nimmt  man  endlich  statt  der  Kugelflächen  a,  s  zwei  über  den  Grund- 
kreisen /?,  b  errichtete,  einander  conjugirte  Kugelcalotlen  a,  ä,  so 
ist  nach  (19.): 


(53. 


Hier  reprüsentirt  ca^  die  Inclination  der  Calotte  a  in  Bezug  auf 
den  Grundkreis  /?.  Ferner  bezeichnen  €0^,  co^,  (o^  die  Inclinationen 
der  Puncte  S,  rj^  0  in  Bezug  auf  den  Grundkreis  /?,  oder  (was 
dasselb*e)  die  Inclinationen  derjenigen  drei  auf  ß  stehenden  Calotten, 
welche  resp.  durch  ^^  tj^  0  gehen.  Ferner  bezeichnen  TT|,  TT,^,  TJ^ 
die  Parameter  der  Puncte  ^^  rj^  0  wiederum  in  Bezug  auf  den  Grund- 
kreis /?.  Endlich  haben  w^  und  w^,  Wy,  w^  und  P,,  P^,  P^  analoge 
Bedeutungen  für  die  Calotte  s  und  die  Puncte  x^  y^  0  mit  Bezug 
auf  den  Grundkreis  6.  —  Durch  Substitution  der  Werthe  (53.)  in 
die  Formel  (52,)  folgt: 


^=*     '                 Sin  cü^             ^' 

l'"*)     -         Sin«.,         *»' 

Sin  («,„-«.,)      3 
W     /                  sin  a>^              »1' 

sin  fw,  —  «>„)     . 

V       /                  sin  a>^              0' 

Sin  («,.-«,,) 
^     '                  sin  w^           0 

(54. 


Ii^l3  \^     »'"  (<*>q  ~  ^0)  •  ^'"  '^g       _  /(^y)  ^o\2     Sin  (w;,  -  tü^)  .  sin  tv^ 


I  i^v)  n^  \^     sin  (tt)^  ~  cü^)  .  sin  cü^      ^  /(a^y)  P^V- 
\  TT|  n^'/  sin  (01^-  Ol.)  .  sin  (oi^-  cüJ   "  \  ^;c  ''y  / 


Nun  ist  aber  nach  (48.  a) : 

(a.) (jJa  S  Ws  —  Wo^   (mod  Stt)  , 

ferner  nach  (48.  b) : 

{ß,) coa  —  coo  s  u;« ,   (mod  2  tv)  , 

(jd^  —  lOoSWx,   (mod  2  tt)  , 
(ü^  —  0)0  S  Wf  j   (mod  2  tt)  , 

*)  Vgl.  Seile  367 
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und  wie  hieraus  durch  Subtraction  folgt: 

(y.) Wo  --  lo^  S  Wa  —  Wj,j    (mod  Stt)  , 

((J.) Wo  —  w.^  S  t^'s  —  t^tf ,    (mod  2  7c) . 

Mit  Rücksicht  auf  die  vier  Relationen  («.) ,  (/?.) ,  (y,) ,  {d.)  gewioot 
die  t'ormel  (54.)  die  einfachere  Gestalt: 

so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satz  gelangen: 

Sind  zwei  Kreislinien  /?,  b  und  vier  Puncle  |,  tj^  x,  y  in  solcher 
Weise  gegeben^  dass  [i^  ^^  tj  zu  b^  oo^  y  conjugirt  sind  in  Bezug  auf 
irgend   eine   Kugelfläche   (o,  //),    so  findet   zwischen   den    Entfernungen 

[^tj)  und  [xy)  die  Relation  statt: 

WO  TTi,  TT,p  TTo  die  Parameter  der  Puncle  i^  ti^  o  in  Bezug  auf  den 
Kreis  (i,  und  Z*^,  P^,  P^  die  Parameter  der  Punctex^  y  ^  o  in  Bezug 
auf  den  Kreis  b  vorstellen^). 

Sich  anschliessende  Sätze.  Lässt  man  tj  nach  o  gehen,  so 
wandert  y  nach  oo,  d.  i.  nach  einem  unendlich  fernen  Punct.  So- 
mit folgt  aus  (56.)  : 

(|o)   _  (^  QO)  P^ 

oder,  falls  man  beachtet,  dass  nach  der  Definition  des  Parameters 
(Seite  369)   ^^  =  1   ist: 

•oft 


*)  Bezeichnet  man  die  kürzeste  und  längste  Kante  des  von  ^  nach  dem 
Kreise  ß  gelegten  Kegels  resp.  niit  (^A)  und  (^E)  ,  andererseits  die  kürzeste  und 
längste  Kante  des  von  x  nach  dem  Kreise  b  gelegten  Kegels  resp.  mit  {xD)  und 
(xE]  ,  so  ist  offenbar: 


P^  ==V[xD)  [xE). 

Aeusserst  einfach  würde  nun  der  Beweis  unseres  Satzes  (56.)  sich  führen  lassen, 
wenn  sich  nachweisen  Hesse,  dass  die  Puncte  A  und  E ,  ebenso  E  und  D  einan- 
der conjugirt  seien  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  (o,  H),  Das  aber  ist,  wie  aus 
der  Betrachtung  speciellerer  Fälle  leicht  hervorgeht,  im  Allgemeinen  nicht 
der  Fall. 

Jedenfalls  unterliegl  es  wohl  keinem  Zweifel,  dass  wir  hier  zu  dem  Satze 
(56.)  auf  bedeutenden  Umwegen  gelangt  sind,  und  dass  eine  einfache  rein  geome- 
trische Ableitung  desselben  sich  werde  finden  lassen.  Eine  solche  werde  ich  im 
letzten  §  dieses  Aufsatzes  zu  geben  mich  bemühen. 
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(57.  a)  nT=/',  = 

und  in  analoger  Weise  ergiebt  sich: 

Endlich  erhalt  man  durch  Division  der  Formeln  (57.  a,  b) : 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(07.0)  ^r=~T" 

Unter  diesen  Sätzen  (57.  a,  b,  c)  ist  nanaentlich  der  letzte  durch  seine 
Einfachheit  und  Symmetrie  beachtenswerth.  Auch  ist  es  leicht,  zu 
zeigen,  dass  der  ursprüngliche  Satz  (56.),  falls  man  will,  als  eine 
unmittelbare  Folge  dieses  letzten  Satzes  (57.  c)  angesehen  werden  kann. 
Schlussbemerkung.  Liegt  der  Kreis  ß  mit  air  seinen  Puncten 
auf  der  gegebenen  Kugelfläche  (o,  W),  so  wird  b  mit  /?,  folglich 
auch  P  mit  TT  identisch.  In  diesem  speciellen  Fall  gewinnt  also  die 
Formel   (56.)  folgende  Gestalt: 

i^v)  n,  _  jxy)  n^ 

oder,  wenn  man  durch  TTo  dividirt,  folgende : 

Dies  aber  ist  der  schon  früher  in  (33.)  erhaltene  Satz,  nur  in  etwas 
anderer  Bezeichnungsweise. 

§  6- 

Weitere  Behandlung  der  im  vorletzten  Paragraph  (Seite  380) 

nntemomnienen  Aufgabe. 

Nachdem  in  (48.  a,  b,  c,  d)  die  Relation  zwischen  w  und  w  ge- 
funden ist,  bleibt  zur  vollständigen  Lösung  unserer  damaligen  Auf- 
gabe (Seite  380)  noch  übrig,  die  Relationen  zwischen  A,  y  und 
/,  V  zu  ermitteln. 

Was  die  Azimuthe  (p  und  v  betrifl*t,  so  sei  bemerkt,  dass  die 
Anfangsmeridiane ^   von  denen  aus  dieselben  zu  rechnen  sind,   unab- 
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hängig  von  einander^  in  ganz  beliebiger  Weise  festgesetzt  sein  sollen; 
und  dass  dieselbe  gegenseitige  Unabhängigkeit  auch  stattfinden  soll 
hinsichtlich  der  Richtungen^  in  denen  diese  Azimutbe  gerechn^ 
werden.  Denken  wir  uns  also  die  Puncte  |  und  «r  in  beliebiger 
Bewegung  begriffen,  jedoch  der  Art,  dass  sie  stets  zu  einander 
conjugirt  bleiben  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugelfläche  (o,  H)^  und 
denken  wir  uns  etwa,  um  die  Vorstellung  mehr  zu  fixiren,  |  längs 
der  Kreislinie  /?,  und  x  längs  der  Kreislinie  b  fortschreitend,  so  soll 
völlig  dahingestellt  bleiben,  ob  während  einer  solchen  Bewegung  die 
Azimuthe  y  und  v  dieser  Puncte  beide  im  Wachsen  begriffen  sind, 
oder  aber  das  eine  im  Wachsen,  das  andere  im  Abnehmen  be- 
griffen ist. 

Was  ferner  die  früher  von  uns  construirten  Puncte  d,  «,  rf,  e 
(Figur,  Seite  381)  betrifft,  so  liegen  offenbar  o  und  d  in  ein  und 
derselben  Meridianebene  des  Grundkreises  /?,  während  e  in  der  rff«- 
meiral  entgegengesetzten  Meridianebene  gelegen  ist.    Somit  ergiebt  sich : 

^.  S  9?^  -h  TT,   (mod  äTT). 
Analoges  gilt  offenbar  für  die  Puncte  o,  d,  e.     Also: 

(60.) 


v^  =  t;^,   (mod^TT), 


v^  =  v^  +  TT ,   (mod  2  7t] . 

Diese  Bemerkungen  vorangeschickt,  wenden  wir  uns  nun  zu 
unserer  eigentlichen  Aufgabe,  indem  wir  dabei  ausgehen  von  den 
in  (56.)  und   (57. a)  aufgestellten  geometrischen  Sätzen: 

TT  P  '■ 

Aus  diesen  beiden  Formeln  folgt  durch  Division: 

oder,    falls  man  für  i;,  y   zwei   auf  den  Kreislinien  /?,  6   gelegene 
Puncte  /?,  b  substituirt**): 


*)   Statt  des  in  (57.  a)    auftretenden   conjugirten  Punctpaares   f,  x  ist   hier 
das  conjugirte  Punctpaar  iq,  y  genommen. 

**)  Es  wird  kein  Missverst'ändniss  hervorrufen,    wenn   wir   hier   die   Puncte 
mit  denselben  Buchstaben  wie  die  Kreislinien  beseichnen. 
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Bezeichnen  wir   nun,    wie   zum  Theil   schon   früher   geschehen,   die 
Coordinaten  *) 

von  ^  mit  X,  oj ,  q) ,  von  x  mit  / ,   w  ,  v, 

von  ß  mit  0,    *,   r/?.,  von  b  mit  0,    *,  v^, 

von  0  mit  l^,  w^,   cp^,  von  o  mil  /^,  t^^,  v^, 

SO  folgt  aus  (11.)  und  (14.): 

/t^,2        oR.    (i  -I- ^^)  -  (1  -  X^)  cos  (y  -  y^) 


f  4  -  2  A  cos  cü  +  ;i2 ' 

und  hieraus  durch  Division: 

(^•)  (lif )  =  ^Ä äT-^«  (9^  -  9^^ 

also,  falls  man  f  für  einen  Augenblick  nach  o  rücken  lässt: 

Femer  ergiebt  sich  die  mit  (A.)  analoge  Formel: 

(c.)  (i^l  =  -2] ir  "^'  (^  -  ^*)- 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  (A.),  (B.),  (C.)  in  (62.)   folgt: 

i^-     '^   **■  ^^'   "Ji  -  ^^)  <^"S  (y     -  y^j)    _    (4    4-  /2)   -   (t    -  12)  cos  (t;  ~  t)^)     ^ 
^      '^  Ä     "(4  +  A^j  _  (^  _  ^2j  ^^g  (^^  -  9P^)   "■  21 

/?  und  6  sind  irgend  zwei  conjugirte  Puncte  auf  den  gleichnamigen 
Kreisperipherien,  also  zwei  Puncte,  welche  mit  o  in  gerader  Linie 
liegen,  und  können  also  z.  B.  in  die  speciellen  Lagen  d  und  ^,  oder 
auch  in  die  speciellen  Lagen  e  und  d  versetzt  werden  (vgl.  Figur 
Seite  381).  Im  ersten  Falle  wird,  wie  die  unmittelbare  geome- 
trische Anschauung  zeigt  [vgl.  auch  (59.),  (60.)] : 

q)^  =  9?^,    (mod  %7c) ,     und    v^  S  i^^  -i-  tt ,   (mod  ^tc)  ; 
und  andererseits  wird  im  zweiten  Fall: 

9)^  =  9?^  +  TT,   (mod  ^7t) ,     und     v^  =  v^,   (mod  Stt). 
Somit  erhält  man  aus   (63.)   die  specielleren  Formeln: 


*)  Die  co-Coordinate  von  ß  und  die  i^  - Coordinale  von  b  sind    unbestimmty 
und  deswegen  durch  einen  *  bezeichnet. 
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K      (<  +  ^^)  -  (^  -  ^^)  cos  i<P  -  9'o)  -         (4  +  /2)  +  (4  -  /2)  cos  {V  -  vj 


(64.) 

X^       (4    +  X2)   +   (<   -  Ä2)  COS  (9)  -  9)J  (4    +  (2)  -(4   -  fi)  COS  (V  -  v^) 


X  2  Si 

aus  deneo  durch  Addition  uad  SubtractioQ  folgt: 


(65.; 


Die^e  Formeln  (65.)  repräsentiren  die  gesuchten  Relationen  zttnschen 
den  Variablen  A,  ^  wwd  /,  v.  Die  in  denselben  enthaltenen  Con- 
stanten Ao9  Vo»  ^0  hängen  ab  von  der  relativen  Lage  der  beiden 
Grundkreise  /?,  6  zur  Kugelfläche  (o,  H). 


§  7. 
Prüfung  der  erhaltenen  Resultate  durch  Anwendung   auf 

einen  speciellen  Fall. 

Die  zwischen  A,  (o,  ^  und  /,  w^  v  erhaltenen  Relationen  lauten 
nach  (48.  b)  und  (65.)  folgendermassen : 

w  ^  u)  —  co^ ,   (raod  2  tt)  , 

(66.)  ('-^)  [-tt)  -  (^v)  (^) ""'''-  "'l  =  (tt^)' 

Wir  wollen  nun  diese  Relationen  auf  den  speciellen  Fall  in  Anwen- 
dung bringen,  dass  die  KreisHnie  ß  mit  all'  ihren  Punct^n  auf  der 
Kugelfläche  (o,  H)  liegt.  Dann  wird  6  mit  ß  identisch,  und  A^=  1; 
so  dass  die  Relationen   (66.)  übergehen  in 

to  =  w  —  Wo ,   (mod  2  7t) , 

(67.)  \-2r'j  =  \-^ir/' 

Aus  der  zweiten  folgt  A  +  A"-^  =  /  +  /"*,  mithin  entweder  A  =  /, 
oder  A  :=  /"^     Letzteres   aber  ist  unmöglich,   weil  A  sowohl  wie  / 
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ihrer  Definition  nach  stets  zwischen  0  ...  1    liegen.     Somit  ergiebt 

sich  also: 

(A.)  X  =  Z; 

und  mit  Rücksicht  hierauf  nimmt  die  dritte  Relation  die  Gestalt  an: 

cos  {q>  —  %)  +  cos  {v  —  t;^)  ^  0,  oder  (was  dasselbe  ist)  die  Gestalt: 

(B.)  ((p  -  9)J  =  +  (^  -  ^o)  +  ^>   Kd  2^)- 

Ueber  die  Rechnungsweise  der  Azimuthe  q>^  v  ist  im  Allgemeinen 
keinerlei  Regel  festgesetzt  worden.  Macht  man  für  den  gegenwär- 
tigen Specialfall,  wo  ß  und  b  identisch  sind,  die  Festsetzung,  dass 
beide  Azimuthe  in  gleicher  Richtung  gerechnet  werden  sollen^  so  ist 
in  Formel  (B.)  das  obere  Vorzeichen  zu  nehmen,  also  zu  setzen: 
(C.)  {(p  -  yj  =  (v  -  vj  -h  7t,   (mod  27r). 

Setzt  man  ferner  fest,    dass  beide  Azimuthe  ip  und  v,    mithin  z.  B. 
auch  (p^  und  v^  von  ein  und  demselben  Anfangsmeridian  aus  gerech- 
net werden  sollen,  so  wird 
(D.)  Vo^^o  -^  ^»    (modÄTT); 

denn  %  war  (vgl.  (59.)]  das  Azimulh  von  ^,  und  v^  dasjenige  von 
d  [vgl.  (60.)],  und  man  übersieht  sofort,  dass  d  und  d  beim  Ueber- 
gange  vom  allgemeinen  Fall  zum  gegenwärtigen  Specialfall  sich  in 
zwei  einander  diametral  gegenüberliegende  Puncte  verwandeln  (vgl.  die 
Figur  Seite  381).  Durch  Addition  von  (C),  (D.)  folgt: 
(E.)  9>  =  ^»   (™od  Ätt). 

Die  dem  betrachteten  Specialfall  entsprechenden  Relationen  (67.) 
können  also  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  zweite  und  dritte  dieser 
Relationen  die  Gestalten  (A.)  und  (E.)  angenommen  haben,  folgen- 
dermassen  dargestellt  werden: 

Cf>  -h  (—  tv)  =  w^,    (mod  S/f)  y 

(68.)  ;i  =  /, 

cp  ^v,   (mod  S/r). 
Vergleicht  man  diese  Relationen  mit  den  früher  direct  für  diesen 
Specialfall  abgeleiteten  Relationen   (30.) : 

w  -h  w'  S  a>  ,    (mod  2  /r) ,  *) 

q>S  q)'j    (mod  2  7t) , 

*)   Statt  tojo  kann  nUmlich  cj^  gesetzt  werden,   zufolge  (29.). 
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so  bemerkt  man  völlige  Uebereinstimmung,  nur  dass  ( —  w)  statt  « 
steht.  Dieser  Unterschied  erklärt  sich  daraus,  dass  die  oberen  Seiten 
der  äusseren  Grundflächen  der  Kreise  (i  und  6,  von  denen  aus  die 
Inclinationen  o)  und  w  zu  rechnen  sind,  entgegengesetzte  Lngen  haben 
(vgl.  Seite  382),  und  dass  dieser  Gegensatz  auch  auf  den  hier 
betrachteten  Specialfall ,  wo  beide  Kreise  zusammenfallen ,  sich  über- 
tragen hat.  Mit  andern  Worten,  der  in  Rede  stehende  Unterschied 
erklärt  sich  daraus,  dass  das  damalige  cd  und  das  gegenwärtige  w 
in  verschiedenen  Richtungen  gerechnet  sind,  nämlich  w'  in  derselben 
Richtung  wie  w,  andererseits  aber  w  in  der  zu  co  entgegengesetzten 
Richtung. 

§  8. 

Einfachere  Ableitung  der  im  Vorhergehenden  (Seite  386,  387) 

gefundenen  geometrischen  Sätze. 

Aufstellung  einiger  Hülfssätze.  —  Wir  betrachten  zunächst 
Figuren,    die   einander   conjugirt   sind    in  Bezug   auf  eine   gegebene 
Kugelfläche  a.     Sind  f,  f'  zwei  in  solcher  Weise  conjugirte  Puncte, 
und  legt  man  durch  f  beliebig  viele  Kugelflächen  a,  /?,  y,  .  .  .,  so 
werden  die  conjugirten  Kugelflächen  «',  ß'  /,  .  .  .  sämmtlich   durch 
^  gehen.     Auch  werden  je  zwei   solche  Kugelflächen  wie  a  und  a 
die   gegebene  Kugelfläche  a   in   ein  v/nd  demselben  Kreise  schneiden. 
Nimmt   man   nun   insbesondere   für   die   durch   f   gehenden  Flächen 
a,  ^,  y,  .  .  .  lauter  zu  a  orthogonale  Kugelflächen,  so  werden  offen- 
bar a,  ß\  /,  ...   mit  a,  /?,  y,  .  .  .  identisch^).    Somit  ergiebt  sich 
der  Satz: 

(1.)  ...  Legt  man  durch  einen  Punct  f  unendlich  viele  Kugelflächen 
«,/?,/,...,  welche  sä^nmtlich  orthogonal  sind  zu  einer 
gegebenen  Kugelfläche  a,  so  werden  alle  jene  Kugelflächen 
a,  /?,  y,  .  .  .  noch  durch  einen  zweiten  Punct  f  gehen. 
Dieser  letztere  ist  der  zu  f  in  Bezug  auf  g  conjugirte  Punct. 
Fügt  man  eine  neue  Kugelfläche  (o,  H)  hinzu,  d.  i.  eine  Kugel- 
fläche,  die   mit  beliebigem   Radius  H  um   einen  beliebigen  Punct  o 


*)  Denn  die  Kugelfläche  a  wird  z.  B.  von  a  und  a'  (wie  schon  bemerkt  wurde) 
in  ein  und  demselben  Kreise  geschnitten.  Ist  nun  ausserdem  a  zu  a  orthogonal, 
so  gilt  offenbar,  (nämlich  nach  dem  Satze  der  Aehnlichkeit ,  Seite  365)  Gleiches 
auch  von  a  .     Und  es  wird  also  in  diesem  Fall  a'  mit  a  identisch  sein.   'W.  z.  z.  w. 
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beschrieben   ist,   und    construirt  man  zu  der  im  Satze  (1.)   betrach- 
teten Figur: 

<y,  I,  f',  «,/?,/,... 

die  in  Bezug  auf  (o,  H)  coojugirte  Figur: 

und  beachtet  man,  dass  die  Eugelfläcben  a,  /?,  /,  ...  sämmtlich 
orthogonal  sein  sollen  zur  Kugelfldche  a,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
Satze  der  Aehnlichkeit  sofort,  dass  auch  die  Kugelflächen  a,  6,  c,  .  .  . 
orthogonal  zur  Kugelfläche  s  sind.  Hieraus  aber  folgt ,  mit  Rücksicht 
auf  den  Satz  (1.)  sofort,  dass  die  Puncte  x,  od  einander  conjugirt 
sind  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  8,     Also  der  Satz: 

(2.)  .  .  .  Sind  zwei  Puncte  f ,  ^  einander  conjugirt  in  Bezug  auf  eine 
Kugelfläche  a,  und  construirt  man  in  Bezug  auf  eine  im 
Baume  beliebig  gegebene  Kugelfläche  (o,  //)  die  zu  g^  ^^  ^' 
conjugirte  Figur  s^  a?,  x\  so  wei^den  x^  x  einander  conjugirt 
sein  in  Bezug  auf  s. 

Man  kann  diesen  Satz  unmittelbar  von  Puncten  auf  beliebige 
Figuren  ausdehnen,  und  hat  alsdann  sich  folgendermassen  auszu- 
drücken : 

.  .  .  Sind  zwei  Figuren  0,  *'  einander  conjugirt  in  Bezug  auf 
eine  Kugelfläche  o,  U7id  construirt  man  in  Bezug  auf  eine  im 
Baume  beliebig  gegebene  Kugelfläche  (o,  H)  die  zw  o,  *,  *' 
conjugirte  Figur  s,  F,  F,  so  werden  F,  F  einander  con- 
jugirt sein  in  Bezug  auf  s. 
Denkt  man  sich  die   eben  genannten  Figuren  und  Kugelflächen 


(3.) 


0 

0 

*' 

[0,  H) 

F 

-  s 

F' 

Sämmtlich  construirt  mit  alleiniger  Ausnahme  von  F',  so  wird  man 
offenbar  [nämlich  auf  Grund  des  Satzes  (3.)]  diese  Lücke  in  dop- 
pelter Weise   beseitigen   können,   nämhch   entweder   dadurch,    dass 
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man  F  an  «,  oder  dadurch,  dass  man  *'  an  (o,  H)  sich  spiegeln 
lässt.  Denn  im  einen  wie  im  andern  Fall  wird  die  durch  eine 
solche  Spiegelung  entstehende  Figur  identisch  mit  F  sein.  Man 
erkennt  somit  leicht,  dass  man  den  Satz  (3.)  auch  so  aussprechen 
kann: 

(4.)  ...  Sind' zwei  Figuren  *,  <t>'  conjugirt  in  Bezug  auf  eine  Kugd- 
fläche  a,  sind  ferner  irgend  zwei  andere  Figuren  F,  F  ein- 
ander conjugirt  in  Bezug  auf  eine  Kugelfläclie  «,  und  sind 
endlich  o^  <i>  zu  8^  F  cofijugirt  in  Bezug  auf  eine  Kugel- 
fläche (o,  fl),  so  wird  in  Bezug  auf  diese  letztere  auch  <t>' 
conjugirt  sein  zu  F. 

Zu  diesen  Hülfssätzen  mag  endlich  noch  folgender  hinzugefügt 
werden,  der  aus  (36.),  (38.)  Seite  381   sich  sofort  ablesen  lässt: 

(5.)  .  .  .  Sind  zwei  Kreislinien  ß  und  6,  deren  Radien  resp,  mit  B 
und  B  bezeichnet  sein  mögen  ^  einander  conjugirt  in  Bezug 
auf  eine  gegebene  Kugelfläche  (o ,  H)  ^  und  bezeichnet  man 
die  Parameter  des  Punctes  o  in  Bezug  auf  ß  und  b  resp. 
mit  TTo  und  P^,  so  gelten  die  Formeln: 

T]o  Po  =  IPy 
n,  :  P,  =  B  :  5. 

Selbstverständlich  sind  hier  unter  o  und  H  der  Miüelpuncl 
und  der  Halbmesser  der  Kugelfläche  (o ,  H)  zu  verstehet^.  Die 
auf  Seite  381  ,  382  für  diesen  Satz  gegebene  Begründung 
ist  eine  äusserst  einfache  und  rein  geometrische. 

Diese  Hülfssätze  vorangeschickt,  wenden  wir  uns  nun  zu  unserer 
eigentlichen  Aufgabe,  d.  i.  zur 

Ableitung  des  Satzes  Seite  386.  —  Es  handelt  sich  hier 
um  zwei  Kreislinien  /?,  6,  die  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Kugelfläche  (o,  tf),  ferner  um  zwei  Puncte^  die  der- 
selben Conjunction  sich  erfreuen.  An  Stelle  dieser  Puncte  wollen 
wir  zunächst  zwei  unendlich  kleine  Kugeln  o,  s  nehmen,  und  jene 
Kreislinien  ß^  b  an  diesen  Kugeln  sich  spiegeln  lassen.  Die  so  ent- 
stehenden neuen  Kreislinien  /S',  V  sind  alsdann  ebenfalls  unendlich 
klein ^  und  (ebenso  wie  /?,  6  selber)  einander  conjugirt  in  Bezug 
auf  die  Kugelfläclie  (o,  //),  —  nach  Satz  (4.). 
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Einander  conjugirte  unendlich  kleine  Figuren  sind  aber  einander 
ähnlich*).  Bringt  man  diesen  SaU  in  Anwendung  auf  die  unendlich 
kleinen  Figuren  a,  ß^  und  «,  b\  so  gelangt  man  zu  einer  gewissen 
Formel**),  welche  ohne  Schwierigkeit  «»f  die  ursprünglichen  Kreise 
ß^  h  sich  übertragen  lässt.  Und  hiedurch  gelangt  man  zu  dem  ab- 
zuleitenden Satz. 

Oenaueres.  —  Wir  construiren  irgend  zwei  in  Bezog  auf 
(o,  H)  zu  einander  conjugirte  unendlich  kleine  Kugeln  a  und  «,  deren 
MittelpuBcte  i^  x^  und  deren  ftadien  (>.  r  heissen  mögen.    Die  Puncte 


Fig.  6. 

i  und  X  liegen  alsdann  auf  ein  und  demselben   von  o   ausgehenden 
Strahl.     Legt   man   von  o   aus   eme   Tangente   oaa   an  die   beiden 


*)  Saftz  Seite  365. 
*♦)  Es  ist  dies  die  Formel  fF.)   Seite  396. 

Abhuidl.  d.  K.  S.  Geselltch.  d.  Wittensoh.  XX. 
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Kugeln,    und   fUIlt  sodann   von  a  ein  Perdendikel  axi  auf  die  Linie 
o^x^  so  ist  oflTenbar*): 

(o?)  [ox,)  =  [oa]  {oa),  d.i.  = //2; 
woraus    folgt,   dass   die   Puncte  f  und  Xt   einander   conjugirt  sind   in 
Bezug  auf  die  gegebene  Kugelfläche  (o,  H).    Bezeichnet  man  ferner 
den  Neigungswinkel   der    beiden    Strahlen   o^x  und  oaa    mit  «,    so 

ergiebt  sich: 

[aXi)  Ä  {ax)  cos  6. 

Der  Winkel  €  aber  ist,  weil  die  beiden  Kugeln  unendlich  klein  sein 

sollen,  ebenfalls  unendlich  klein;  sodass  man  also  erhält: 

(6.)  {axi)  =  [ax). 

Auch  ergiebt   sich   aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  oat  und  oax 

die  Formel : 

Diese  elementaren  Formeln  vorangeschickt,  wollen  wir  nun  in 
unsere  Vorstellung  mit  hineinziehen  irgend  zwei  (in  der  Figur  nicht 
gezeichnete)  Kreise  ß  und  b ,  die  zu  einander  conjugirt  sind  in  Bezug 
auf  (o,  H).  Lassen  wir  ß  an  a  und  6  an  «  sich  spiegeln,  so  er- 
halten wir  zwei  unendlich  kleine  Kreise  ^  und  b\  die  [zufolge  des 
Satzes  (4.)]  wiederum  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  (o,  H), 
Gleichzeitig  mögen  die  Radien  der  vier  Kreise  /?,  6,  /^,  ft'  bezeichnet 
sein  mit  B,  B,  B',  F. 

Da  die  in  Bezug  auf  (o,  H)  einander  conjugirten  Figuren  a,  (f 
und  5,  6'  unendlich  klein ^  mithin  einander  ähnlich  sind,  so  werden 
die  correspondirenden  Linienelemente  in  diesen  Figuren  einander 
proportional  sein.     Hieraus  folgt  z.  B. : 


(F. 


*)   nämlich  weil   (aa^Xi)  ein  Kreis  -  Viereck  ist. 

**)  Die  beiden  Kreislinien  (f  y  6'  liegen,  weil  sie  in  Bezug  auf  (o,  H)  con- 
jugirt sind,  auf  ein  und  demselben  von  o  ausgehenden  Kegelmantel.  Ist  nun  E 
die  Symmetrie-Ebene  dieses  Mantels,  d.  i.  diejenige  Ebene,  welche  zu  den  Ebenen 
der  beiden  Kreise  [f  und  6'  senkrecht  steht,  und  bezeichnet  man  ähnlich  wie 
früher  (Figur  Seite  38 <)  die  Puncte,  in  denen  die  Kreise  //  und  b'  von  der 
Symmetrie  -  Ebene  E  geschnitten  werden,  mit  d',  e  und  d\  e,  so  ist  offenbar 
((J'  e)  =  2  B'  und  (cT  e)  =  tB\  Diese  beiden  Durchmesser  sind  aber  (ebenso 
wie  die  Kreise  selber)  unendlich  klein,  und  reprasentiren  daher  zwei  einander 
conjugirte  Linienelemente.     Dies  sind  die  Nenner  der  obigen  Formel   (F.). 

Dass  andererseits  die  Zähler  [a^  und  (aXi)  der  Formel  (F.)  ebenfalls  zwei 
einander  conjugirte  Linienelemente  vorstellen,    bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 
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oder  mit  Rücksicht  auf  (6.) : 

(«I;  iax) 

d.  i. 

oder,  falls  man  mit   (7.)   multiplicirt: 

(9.1  — ^ = 

^     '  Ol   B'         [ox]  B' 

Diese  Formel  wollen  wir  nun  auf  die  ursprünglichen  Kreise^ 
d,  u  auf  /?,  6  zu  übertragen  suchen,  —  Nach  (5.)  ist  H^  =  TJoPoj 
und  hiemit  analog:  p^  =  TT  TT',  und  r^  =  PP\  falls  man  nämlich 
unter  TT,  TT'  die  Parameter  des  Punctes  f  in  Bezug  auf  /S,  ß',  an- 
dererseits unter  P,  F  die  Parameter  des  Punctes  x  in  Bezug  auf 
6,  6'  versteht.     Somit  folgt  aus  (9.): 

TT  TT'  P  P' 

'10.)  "  "      s  . 

^      ^  :o|j  B'  oa;)  B' 

Ferner  ist  nach  5.) :  TT<>  :  B  =  -P^  •  ^^  und  hiemit  analog:  TT  :  B'  = 
TT  :  B,  und  F  :  B'  =  P  :  B^   wo  TT,  TT',  P,  F  die  schon  genannten 

Bedeutungen  haben.     Somit  folgt  aus   (1 0.) : 

m]  J1IL  =  _^. 

'       '  lo|]  B         [ox]  B 

Diese  Formel  aber  fuhrt,  falls  man  die  unendlich  kleinen  Kugeln  a,  s 
geradezu  in  Puncie  sich  verwandeln  lässt,  und  beachtet,  dass  als- 
dann zwischen  diesen  Kugeln  a,  s  und  ihren  Mittelpuncten  f,  x 
kein  Unterschied  mehr  stattfindet,  zu  folgendem  Resultat: 

Sind  zwei  Kreislinien  /?,  b  mit  den  Radien  B,  B  und  zwei  Puncte 
I,  X  in  solcher  Weise  gegeben^  dass  ß^  ^  zu  b^  x  conjugirt  sind  in 
Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelfläche  (o,  fl),  so  findet  die  Relation  statt: 

^       '  (Ol)  B        (ox)  B^ 

WO  TT  den  Parameter  von  f  in  Bezug  auf  /9,  und  P  den  Parameter 
von  X  in  Bezug  auf  b  vorstellt. 

Dieser  Satz  aber  ist  identisch  mit  unserem  früheren  Satze  (57.  c) 
auf  Seite  387.  Nur  ist  dort  statt  TT,  P  die  genauere  Bezeich- 
nungsweise TT|,  P^  angewendet. 

Bedient  man  sich  dieser  genaueren  Bezeichnungsweise,  und 
denkt   man    sich   ausser   dem   Punctpaar   f,  x  noch   ein   zweites   in 
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Bezug   auf   (o,  H)    conjugirtes  Punctpaar  f]^  y^   so  erhalt   man    aus 
(12.)  successive  die  Gleichungen: 


{olj  B         [ox]  B^ 
JL 


(017)  B        (oy)  B' 

und  hieraus  durch  Multiplicalion ,  und  mit  Rücksicht  auf  (5.): 

(43  )  JV^IL  =     f^^^)\ 

(ofl(oi7)nJ        {ox)  ioy)  Pj' 

oder,  weil  nach  bekanntem  Satz  (o|)  (oij) :  {ox)  (oy)  =  (|i?)^:  (a?y)^  ist*): 

Dies  aber  ist  derjenige  Satz,    um   dessen  Beweis   es  sich  handelte, 
(Seite  386j. 


*)   Vgl.  die  Formel   (IV.)   Seite  36Ö. 
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Die  elektrische  Vertheilung  auf  einer  Kugelcalotte  ist  sowohl  für 
den  Fall,  dass  die  Calotte  sich  selber  überlassen  ist,  als  auch  für 
den  allgemeinern  Fall,  dass  gegebene  äussere  Kräfte  auf  dieselbe 
einwirken,  von  W.  Thomson'^)  und  später  von  Lipschitz^^)  behandelt 
worden.  Ich  werde  im  Folgenden  im  Wesentlichen  den  von  Lijh- 
schitz  eingeschlagenen  Weg  von  Neuem  verfolgen,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  ich,  an  Stelle  der  von  Lipschitz  angewandten 
elliptischen  Coordinalen^  diejenigen  Coordinaten  benutzen  werde, 
welche  in  meiner  Abhandlung  über  die  elektrische  Vertheilung  auf 
einer  Ringfläche***)  von  mir  benutzt  worden  sind.  Diese  letztern 
Coordinaten  sind  dieselben,  welche  ich  im  vorhergehenden  Aufsatz 
einer  genauem  Betrachtung  unterworfen,  und  daselbst  als  peripolare 
Coordinaten  bezeichnet  habe.  —  Zunächst  jedoch  mögen  (in  den  beiden 
ersten  §§)  einige  allgemeine  Bemerkungen  vorangeschickt  werden. 

§  »• 

Die  Methode  der  reciproken  Badien,    als  Hülfsmittel  zur 
Auffindung  der  Oreen'schen  Function  und  der  Oreen'schen 

Belegung. 

Es  bezeichne  (o,  H)  eine  Kugelfläche  vom  Mittelpunkt  o  und 
Halbmesser  H.  Ferner  seien  «,  a  zwei  beliebige  Flächen^  die  in 
Bezug  auf  (o,  H)  einander  conjugirt  sind,  und  ds,  da  zwei  con- 
jugirte  Elemente  derselben.  Denkt  man  sich  nun  auf  jeder  der 
beiden  Flächen   eine  iMassenbelegung   ausgebreitet,    und   nimmt   man 


*)    W,   Thomson:    Papers   on    Electrostatics   and  Magnetism ,    London.    1872. 
pag.   ns— <9I. 

**)   L^5c^if;s  in  zwei  Abhandlungen  im  Crelle'schen  Journal ;   Bd.  58,   Seite  152 
und  Bd.   61.   Seite   I. 

***)   C,  Neumann:   Theorie  der  Elektricitäts  -  und   Wärme -Vertheilung  in  einem 
Ringe,     Halle ,  Verlag  der  Buchhandlung  des  Waisenhauses.   1864. 
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an,  dass  die  Dichtigkeiten  Z),  A  dieser  Belegungen  der  Relation 
entsprechen : 

(1.)  a'.^  =  k4^, 

wo  K,  K  beliebig  gegebene  Constanten,  und  (o«),  {oa)  die  Ent- 
fernungen der  Elemente  d«,  da  von  o  vorstellen,  —  so  werden 
die  von  jenen  iMassenbelegungen  auf  zwei  einander  conjugirte  Punkte 
X  und  f  ausgeübten  Potentiale  F^  und  O^  in   der  Beziehung  stehen: 

(2.)  K  VJ^)  F^  =  K  VJ^I)  0|.       *) 

Da   d8:da;=z  [osy  :  {oa^   ist    [vgl.   (V.)    Seite   366],    und   da 
#  

ferner  YJfis)  V{oa)  =  //,  und  y{ox)  VJpi)  ebenfalls  =  ff  ist,  so 
können  die  Formeln   (1.),   (2.)  auch  so  geschrieben  werden: 

(4.a)  K{os)^  D  =  K  (oa)*A, 


(2.a)  KV(ox)  /?;  =  Ky(o^)  <t>|, 

oder  auch  so: 

(l.b)  KH^D  =:  K  (oa)3A, 

(2.b)  KHF^=  K  (o?)  0{. 

Und   der   Satz   selber   kann    daher,    falls   man  K  =  i    und   K  =  ff 
macht,  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 

Entsprechen  die  Dichligkeilen  Z),  A  der   beiden  Belegungen  in  je 
zwei  einander  correspondirenden  Elementen  ds,  da  der  Relation: 
(3.)  mn  ==  (oa)3A, 

«0   werden   die   von   diesen   Belegungen   auf  correspondirende  Punkte  x 
nnd  f  ausgeübten  Potentiale  F^  und  O^  in  der  Beziehung  stehen: 
(4.)  F,=  (o^)ct>5. 

Aus  dieser  Formel   (4.)   folgt,   falls   man   für  x  und  f  zwei  einander 
conjugirte  Flächenpunkle  s  und  a**)  nimmt,  sofort:  F,  =  [oa)  <t>^,  d.  i. 


*)  Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar- aus  meinem  Werke  über  das  Loga- 
rithmische und  Newton' sehe  Potential  (Teubner.  1877),  nämlich  aus  dem  daselbst 
Seite  361  aufgestelltem  Fundamentalsatz,  unter  Berücksichtigung  der  daselbst  auf 
Seite  360  gegebenen  Note. 

**)  D.  h.  zwei  Punkte  5  und  a,  die  gelegen  sind  auf  den  gegebenen  Flächen 
s  und  a. 
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Denkt  man  sich  also  die  Belegung  D  der  Fläche  s  so  eingerichtet, 
dass  ihr  Potential  F  für  alle  auf  dieser  Fläche  liegende  Punkte  s 
den  Werih  Eins  hat,  so  wird  [wie  aus  (5.)  ersichtlich]  O  die 
Greensche  Function  der  Fläche  a  für  den  Gentralpunkt  o  vorstellen. 

Bezeichnet  man  daher  die  Green'sche  Function  und  die  Green'sche 
Belegung  nicht  mit  O  und  A,  sondern  mit  G  und  ?;,  so  ergiebt 
sich  folgende 

Hegel.  —  Soll  für  eine  gegebene  Fläche  o  und  einen  gegebenen 
Gentralpunkt  o  sowohl  die  Green' sehe  Function  G'',  als  auch  die 
Dichtigkeit  if  der  Green* sehen  Belegung  gefunden  werden^  so  be- 
schreibe man  um  o  mit  beliebigem  Radius  H  eine^  Kugelfläche  (o,  ff), 
und  construire  die  in  Bezug  auf  (o,  H)  zur  Fläche  a  conjugirte 
Fläche  s. 

Denkt  man  sich  nun  auf  dieser  neuen  Fläche  s  eine  Massenbe- 
legung amgebreitet^  deren  Dichtigkeit  mit  D^,  und  deren  Potential  auf 
beliebige  Raumpunkte  x  mit  F^  bezeichnet  sein  mag,  und  gelingt  es, 
durch  irgend  welche  Mittel  diese  Belegung  in  solcher  Weise  einzurichten, 
dass  Fg,  für  aUe  auf  der  Fläche  gelegenen  Punkte  x  gleich  Eins  unrd; 
—  so  bestimmen  sich  die  vorhin  genannten  Functionen  G**  und  rf  mit- 
telst der  [aus  (4.)   und  (3.)  entspringenden]  Formeln: 

Hier  bezeichnet  f  den  in  Bezug  auf  {o,  H)  zu  x  conjugirten  Punkt. 
Desgleichen  sind  a  und  s  conjugirte  Punkte  der  gleichnamigen  Flächen. 


§2. 

Die  Methode  der  reciproken  Badien  in  ihrer  Anwendung 

auf  Doppelbelegnngen. 

Ist  eine  Kugelfläche  mit  irgend  welcher  (gleichförmigen  oder 
ungleichförmigen)  Massenbelegung  versehen,  und  sind  x  und  |  zwei  in 
Bezug  auf  diese  Fläche  zu  einander  conjugirte  Punkte,  so  werden  die 
von  jener  Belegung  auf  x  und  £  ausgeübten  Potentiale  F^  und  F^  der 
Relation  entsprechen: 

(4.)  VW)  p-^yW)  ^r 
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Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  die  ganze  Kugelfläche  oder  nur  ein  Theil 
derselben  mit  Masse  belegt  ist. 

So  lautet  ein  schon  früher*)  von  mir  ausgesprochener  Satz. 
Und  aus  der  damals  gegebenen  Ableitung  scheint  hervorzugehen, 
dass  derselbe  gültig  ist  nicht  nur  für  einfache^  sondern  auch  für 
Z)ojO|)e/-  Belegungen. 

Eine  genauere  Ueberiegung  lässt  indessen  das  Irrthümliche  einer 
solchen  Vermuthung  erkennen**).  In  der  That  werde  ich  im  Fol- 
genden zeigen,  dass  der  Satz  für  den  Fall  einer  Doppel -Belegung 
durch  einen  ganz  anderen  Satz  zu  ersetzen  ist.  Dabei  wird  es  an- 
gemessen sein,  mit  etwas  allgemeineren  Betrachtungen  zu  beginnen. 

Unter  Zugrundelegung  einer  gegebenen  Kugelfläche  (o,  H)  seien 
«,  G  zwei  conjugirle  Flächen  von  beliebiger  BeschaflFenheit ,  femer 
ds,  da  zwei  conjugirte  Elemente  derselben,  endlich  x,  t  zwei  con- 
jugirte  Punkte.     Alsdann  ist  [nach   (IV.)  Seite  365] : 


(^  X  Vios)  jox)  __  V(Q<r)  (Ol) 

^    '  [sx]        "■        (<rf)        > 

WO  s  und  a  die  Orte  der  beiden  Elemente  ds  und  da  vorstellen 
sollen.  Setzt  man  zur  Abkürzung  (««r)~  *  =  T  und  (öl)"*  =  T,  so 
kann  die  Formel  auch  so  geschrieben  werden: 


(3.)  TVios)  {ox)  =  T  V(oa)  (o^) . 

Errichtet  man  nun  auf  den  gegebenen  Flächen  in  den  correspon- 
direnden  Punkten  s,  a  und  auf  correspondirenden  Seiten  die  Nor- 
malen iV,  N,  und  bezeichnet  man  die  ersten  Elemente  derselben 
mit  [ss)  =idN  und  {aa)  =dN,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass 
die  Punkte  «'  und  a'  wiederum  zu  einander  conjugirt  sind,  —  so 
wird  offenbar  die  Formel  (2.),  (3.)  nicht  nur  gültig  sein  Tür  «,  o, 
sondern  ebenso  auch  für  s\  a.  Bezeichnet  man  also  die  linke  und 
rechte  Seite  jener  Formel  resp.  mit  f{s)  und  (p{a),  so  ergeben  sich 
die  Gleichungen: 


*)   In    meinem    Werke    über    das    Logarithmische   und   Newton'sche   Potential 
(Teubner  1877),  daselbst  Seile  365. 

**)  Man  erkennt  das  Irrthümliche  dieser  Vermuthung  sofort,  wenn  man  auf 
der  Kugelfläche  eine  Doppelbelegung  von  überaU  constantem  Moment  sich  vorstellt. 
Denn  alsdann  ist,  falls  man  unter  cd  die  äussern,  unter  §  die  innem  Punkte  ver- 
steht, Fx  gleich  Null,  hingegen  F^  gleich  einer  bestimmten  von  Null  verschie- 
denen Constanten  (1.  c.  Seite  t34);  sodass  also  von  der  Gültigkeit  des  Satzes  (1.) 
im  Falle  von  Doppelbelegungen  nicht  weiter  die  Rede  sein  kann. 
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/•(«')  =9  (ff'); 
woraus  sofort  folgt: 

In       ''^  dN         ""' 

oder,  weil  [nach  (V.)  Seite  366]  rfiV:  rfN  =  (o«)  :  (oo)  ist: 

In      ^"^i diN         ^""'^ 

oder,  was  dasselbe: 

,     ,  df  (s)         ,      ,  da>  fa) 

Andererseits  ist,  was  die  conjugirten  Flächenelemente  dSy  da  betritTt, 
[wiederum  nach  (V.)  Seite  366]: 

ds    d<x 

[ÖS)^  "■    (00)2' 

Multiplicirt  man  diese  Formel  mit  der  vorhergehenden,  so  folgt: 

df{s)      ds    d(p{ff)     da 

'YW    "(öl)  ""      dN       (0  a) ' 

Und  substituirt  man  hier  endlich  für  f{s)  und  q>  (a)  ihre  eigentlichen 
Bedeutungen,  und  führt  die  Differentiationen  nach  iV  und  N  wirklich 
aus,  so  ergiebt  sich : 

(4.)  VJ^  (VM  ^  +  -=  ^  t]  ^±  =  etc. , 

^     ^  "^      '   \     ^     '   dN        «]/(o«)     ^^      I  {0«)  ' 

oder,  was  dasselbe: 

/!•  \  i/7 r/     ^        dT    ,  i         dios)    ^    .     \ 

WO  die  rechten  Seiten  hinzuschreiben  überflüssig  sein  würde,  weil 
sie  aus  den  linken  unmittelbar  hervorgehen  durch  Yertauschung  der 
lateinischen  Buchstaben  mit  den  entsprechenden  griechischen. 

Denken  wir  uns  nun  auf  der  Fläche  s  eine  beliebige  Function  § 
ausgebreitet,  und  dieselbe  Function  auch  auf  der  Fläche  a  ausge- 
breitet, und  zwar  der  Art,  dass  auf  correspondirende  Punkte  stets 
einerlei  Werth  fällt,  was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(6.)  8  =  g,  =  Sa  , 

SO  ergiebt  sich,  falls  man  die  Gleichung  (5.)  mit  §  multiplicirt,  und 
sodann  über  die  gegebenen  Fl&chen  integrirt: 
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(8.) 
(9.) 


Die  hier  (links  und  rechts)  auftrelenden  vier  Integrale  sind  Potentiale, 
welche  theils  von  Doppel belegungen,  theils  von  einfachen  Belegungen 
herrühren,  und  theils  auf  x,  Iheils  auf  |  ausgeübt  werden.  Dem- 
gemäss  mögen  dieselben  in  folgender  Weise  bezeichnet  werden: 

Jy(os)  dN        '  I       JVio&i    dH 

Alsdann  lautet  die  Formel  (7.)  folgendermassen  : 

'(«.)  VJ^)  {w,  -h  i  K,)  «  yRj  {W^  -h  i  Fl) . 

Leicht   übersieht  man   nun,    dass    zwischen   diesen   Potentialen 
noch  eine  zweite  Relation  stattfindet.     Offenbar  ist  nämlich 

^^  =  cos  (AT,  os)  =       cos  (N,  sq)  , 
-j^  CS  cos  (N,  oa)  =  —  cos  (N,  ao)  , 

wo  in  der  ersten  Formel  q  den  unendlich  fernen  Punkt  des  von  o 
ausgehenden  Strahles  {os)  vorstellen  soll.  Nun  sind  aber  die  von  s 
ausgehenden   Richtungen    N  und  sq   conjugirt    zu    den   von    o  aus- 


Flg.  7. 

gehenden  Richtungen  N  und  oo.     Folglich   ist   nach   dem  Satze  der 
Aehnlichkeit  (Seite  365): 

Winkel  {N,  sq)  =  Winkel  (N,  oo). 

Bezeichnet  man  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  Winkel  mit  ^, 
so  ergiebt  sich  also: 
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/JA  \  d{os)  f.  d{off)  f. 

(40.)  -^^  =  cos;»,        -^=-cos;», 

milhin : 

DeiDgemäss  sind  F.  und  y\  Potentiale  gewisser  einfacher  Belegungen, 
deren  Dichtigkeilen  D,  und  A^  der  Relation  entsprechen: 

Und   hieraus    folgl    [mit   Hinblick   auf  Seite  402"^)],    dass   zwischen 
diesen  Potentialen  die  Beziehung  obwaltet: 


(».)  V[ox)  K,  =  -y(o?j  v\. 

Dies  ist  die  gesuchte  zweite  Relation. 

Elirainirt  man  aus  den  beiden  Relationen  (91.) »  (35)  einmal  F^, 
das  andere  Mal   F^,  so  folgt: 

(6.)  VW)  ^.  =  VR)  (TF|  +  v\) , 

(®.)  V'RI  TF^  =  yjpx)  ( TF,  +  rj . 

Diese  Betrachtungen  vorangeschickt,  stellen  wir  uns  nun  folgende 

Allgemeine  Aufgabe:  Die  Fläche  s  sei  versehen  mit  einer  willr- 
kürlich  gegebenen  Massenbelegung  L,  die  ganz  nach  Belieben  einfach 
oder  doppelt^  oder  gemischt**)  sein  kann.  Es  soll  der  correspon- 
direnden  Fläche  o  eine  Massenbelegung  A  von  solcher  Art  zuertheiU 
werden^  dass  die  von  L  und  A  auf  correspondirende  Punkte  x  und  | 
ausgeübten  Potentiale  F^  und  <t>|  der  Relation  entsprechen: 

(12.)  Vlö^  Pcc^VlpS)  <l>|. 

Diese  Aufgabe  kann  man  leicht  lösen  mit  Hülfe  der  Relationen  ($[.), 
(33.)^  (6.)»  (®.)^  ^vobei  die  in  (8.),  (9.),  (10.),  (11.)  angegebene 
Bedeutung  der  Potentiale  F,  W  und  F',  W  im  Auge  zu  behalten 
ist.     Um  genauer  hierauf  einzugehen,   unterscheiden   wir  drei  Fälle. 

(I.)  ....  Die  Belegung  L  sei  eine  einfache.     Alsdann  wird   die  ge- 
suchte Belegung  A  ebenfalls  einfach  sein.     Die  nähere  Be- 


*)  Es  kommen  dabei  namenUich  die  dortigen  Formeln  (l.a),    (2.a)    in  Be- 
tracht; und  zwar  hat  man  in  diesen  ^  =  1   und  K  =  —  \   zu  machen. 

**)  Unter   einer  gemischten  Belegung   soll    eine    solche    verstanden    werden, 
welche  sich  ergiebt  durch  Superposition  einer  einfachen  und  einer  Z>oppel-Belegung. 
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Stimmung  von  A  ist  zu  bewerkstelligen  mittelst  der  Relation  (ö.), 
welche  durch  Substitution  der  VVerthe  (11.)   übergeht  in: 

,/ i*%COS  &    ^    .  i/^-PT    P%  cos  *  T    , 

y^odr")  I  ^ Tds  =  V  ,og;  1^ 3-T(/(y. 

•/      (05)*  «/      (oa)* 

Und  hieraus  folgt  sofort,  dass  die  beiden  Belegungen  L  und  A  die 
vorgeschriebene  Relation  (12.)  erfüllen  werden,  sobald  man  ihren 
Dichtigkeiten  D  und  A  die  Werthe  zuertheilt: 

^  _  8  cos^ 
^  _^  8  cos» 

WO  5  eine  beliebige  Function  sein  kann.     Mit  andern  Worten:  Der 

gestellten  Anforderung   wird   entsprochen    werden,    sobald    man  die 

Dichtigkeiten  D  und  A  der  Belegungen  L  und  A  der  Relation  un- 
terwirft : 

(La)  [os]^  D^  (oa)^  A, 

Etwas  kürzer  hätte  man  zu  diesem  Resultat  gelangen  können  durch 
Anwendung  eines  früher  (Seite  402)  besprochenen  Satzes. 
(II.)  .  .  .  Die  Belegung  L  sei  eine  doppelte^  und  ihr  Moment,  ge- 
rechnet in  der  Richtung  der  Normale  iV,  sei  =  Af.  Als- 
dann wird  die  gesuchte  Belegung  A,  wie  aus  (ß.)  folgt,  im  All- 
gemeinen eine  gemischte  sein,  also  zusammengesetzt  sein  aus  einer 
einfachen  Belegung,  deren  Dichtigkeit  A  heissen  mag,  und  aus  einer 
Doppelbelogung,  deren  Moment,  gerechnet  in  der  Richtung  der  Nor- 
male N,  mit  M  bezeichnet  werden  mag.  —  Denkt  man  sich  M  gege- 
ben in  der  Gestalt 

Viosi 

wo  §  eine  beliebige  Function  vorstellt,  so  kann  man  die  Werthe 
der  zu  bestimmenden  Grössen  M,  A  unmittelbar  entnehmen  aus  den 
Formeln  (6.).  (8.),   (9.).     Man  erhalt: 

M  =  -!=., 

Vioa) 

(Off)?      dN    ■ 

Es  bestimmen  sich  also,  falls  man  ^  eliminirt,  die  Grössen  M,  A 
aus  M  mittelst  der  Formeln: 
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(Il.a)  M  }/(oT)  =  M  Vm,       A  =  ^-  ^. 

Dabei  sei  erinnert,  dass  die  Richtungen  N  und  N,  in  welchen  die 
Momente  M  und  M  gerechnet  sind,  conjugirte  Richtungen  sind. 

(III.)  .  .  .  Die  Belegung  L  ist  eine  gemischte.     Alsdann  wird  die  ge- 
suchte Belegung  A  im  Allgemeinen  ebenfalls  eine  gemischte 
sein.     Und    wie    man   dieselbe   zu    finden  vermag,  bedarf  nach  Ab- 
solvirung  der  Fälle  (I.)  und  (ü.)  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Specieller  Fall.  —  Wir  wollen  die  Flächen  s  und  a  mit  ein- 
ander zusammenfallen  lassen,  also  identisch  werden  lassen  mit  der 
gegebenen  Kugelfläche  (o,  ff),  resp.  mit  einem  Theil  derselben. 
Alsdann  wird  [os)  =z  [oo)  ^=  //,  und  i>  =  0*)  (vgl.  die  Figur 
Seite  406);  sodass  also  die  Formeln  (H.)  und  (9.),  falls  man  zur 
Abkürzung 

(<3.)  .      -\^f 

setzt,  folgende  Gestalt  annehmen : 

(U.)  F,=     ffTds,  v\^^ff\da, 

(15.)  W^^Hjf^ds,         W'^^Hjf^da. 

Auch  bemerkt  man,  dass  im  gegenwärtigen  Specialfall  ds  =s  do  ist, 
und  die  Richtungen  N  und  N  einander  entgegengesetzt  sind.  Hingegen 
bleiben  T  und  T  wesentlich  von  einander  verschieden;  denn  T 
repräsentirt  die  reciproke  Entfernung  irgend  eines  Punktes  x  vom 
Elemente  ds  =  da,  während  T  die  reciproke  Entfernung  des  con- 
jugirten  Punktes  f  von  jenem  Element  bezeichnet.  Somit  folgt  aus 
(14.),  (15.),  dass  die  Functionen  V^^  W^  in  Bezug  auf  den  Punkt  j? 
genau  ebenso  gebildet  sind,  wie  die  Functionen  F^,  Wt  in  Bezug 
auf  f,  —  abgesehen  von  den  entgegengesetzten  Vorzeichen.  In 
der  That  ist: 

(16.)  ^^=-^1» 

(17.)  W'^=:-W^. 


*)   xh  gehl  über  in  0 ,    und    gleichzeitig   verwandelt    sich   N  in    die  äussere, 
und  N  in  die  innere  Normale  der  Kugelfläche  (o ,  U). 
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Eliminirt   man   V\   MV   mittelst  dieser  Formeln    (16.),   (17.),    so   ge- 
winnen die  Relationen  [%.) ,   (SS.),   [^) ,   (®.)  die  Gestalt: 

(91.)  y'M  (^«  +  i^x)  =  -  y^i  (^5  +  in) ' 


(S5.)  V[ox]  r,  =  +1/(0?)  F^, 


(6.)  V  (oo^)  Tf;  -h  V(o?)  TF^=  -  V(o?J  Tf  , 


Diese  Relationen  (91.) ,  (95.) ,  (6.) ,  (®.) ,  von  denen  zwei  eine  un- 
mittelbare Folge  der  beiden  andern  sind,  finden  also  siaU  für  je  zwei 
Punkte  X  und  f,  die  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelßäche  (o,  H) 
zu  einander  conjugirt  sind.  Dabei  bezeichnen  F^,  V^  und  W^,  W^ 
gewisse  auf  jene  Punkte  ausgeübte  Potentiale,  Und  zwar  rühren  F,,  F| 
her  von  einer  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten  einfachen  Belegung^ 
deren  Dichtigkeit  f  in  ganz  beliebiger  Weise  gegeben  ist  [vgl.  (14.)]; 
während  W,,  W^  von  einer  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten  Dop- 
pelbelegung herrühren^  deren  Moment,,  gerechnet  in  der  Richtung  der 
äussern  Normale^  =  Hf  ist  [vgl.  (15.)]. 

Mit  Hülfe  der  Formeln  (Sl.) ,  (33.),  (©) ,  (®.)  wird  man  die 
allgemeine  Aufgabe  (Seite  407)  für  den  gegenwärtigen  Specialfaü  mit 
Leichtigkeit  zu  lösen  im  Stande  sein.  Wir  begnügen  uns  damit, 
folgenden  Satz  [der  unmittelbar  aus  (III.)  Seite  409  sich  ergiebt] 
hier  aufzuführen. 

Bezeichnet  s  eine  gegebene  Kugelfläche^  repräsentiren  femer  x 
und  f  zwei  variable  Puncte^  die  in  Bezug  auf  die  Fläche  s  einander 
conjugirt  sind^  und  denkt  man  sich  endlich  die  Fläche  s  behaftet  mit 
einer  willkürlich  gegebenen  gemischten  Belegung  L,  so  wird  man 
stets  eine  gewisse  andere  gemischte  Belegung  A  der  Fläche  s  anzu- 
geben im  Stande  sein^  von  solcher  Beschaffenheit^  dass  die  von  L  und  A 
resp.  auf  x  und  |  ausgeübten  Potentiale  F^  und  <t>^  der  Relation  ent- 
sprechen : 

(18.)  Vi^)  F,=  VK)<t>^; 

wo  0  den  Mittelpunkt  der  Fläche  s  bezeichnet. 

Beschränkt  sich  die  gegebene  Belegung  L  auf  einen  Theil  der 
Kugelfläche  s  (z.  ß.  auf  eine  Calotte  derselben),  so  wird  sich  die 
zugehörige  Belegung  A  beschränken  auf  eben  denselben  Theil.  — 
Von  diesem  Satz  wird  späterhin  Gebrauch  gemacht  werden. 
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Beiläufige  Bemerkung.  —  Lasst  man,  was  die  Relationen 
(91.)»  (35.)»  (^O»  (®0  l>etrifft,  die  Punkte  x  und  f  miteinander  zu- 
sammenfallen, also  identisch  werden  mit  irgend  einem  auf  der  Kugel- 
fläche (o,  H)  gelegenen  Punkte  s,  so  folgt  aus  ($).) :  W,-H  W,=  — V,, 
oder,  genauer  ausgedrückt: 
(<9.)  Wi,^  Was^  -  n, 

wo  Wi,  und  W^,  diejenigen  Grenzwerihe  vorstellen,  gegen  welche 
das  auf  einen  variablen  Punkt  bezogene  W  convergirt,  sobald  man 
diesen  Punkt  von  Innen,  resp.  von  Aussen  her  dem  Punkt  s  unend- 
lich nahe  rücken  lässt. 

Zwischen  denselben  Grenz werthen  findet  aber  nach   einem   all- 
gemeinen Satz'^)  auch  folgende  Relation  statt: 

wo  fi  das  Moment  der  dem  Potential  W  zu  Grunde  liegenden  Dop- 
pelbelegung vorstellt,  dieses  Moment  gerechnet  in  der  Richtung  der 
innem  Normale.  Nun  haben  wir  das  Moment  jener  Doppelbelegung, 
gerechnet  nach  der  Richtung  der  äussern  Normale,  mit  Hf  bezeichnet, 
[vgl.  (15.)].  Folglich  ist  ^  =  —  Hf,  mithin: 
(20.)  TT,,-  W,,= -iTT^/;. 

Aus  (19.),  (20.)  erhält  man: 
(2^)  2W.-,  =  -  V.^iTtHf., 

(22.)  2Wa,=  -  F,  +  47r/f/;; 

und  diese  Formeln  lassen  sich  leicht  controliren  durch  Anwendung 
auf  den  speciellen  Fall  /*=  1.     Denn  in  diesem  Falle  wird: 

und  ferner '^): 

Wrf  =  —  kitH ^  mithin  auch:    Wi,  =  —  kTtH, 

Wa  =  0,  milhin  auch:    Wa,=  0; 

und  durch  diese  Werthe  wird  in  der  That  den  Relationen  (21.),  (22.) 
Genüge  geleistet. 


*)   Vgl.  mein  Werk  über  das  Logarithmische  und  Newton*sche  Potential  (Teub- 
ner  1877),   daselbst  Seite   UO,  Formel  (48.  ^). 

**)  I.  c.   Seite  134;    wobei  zu  beobachten   ist,    dass   im   gegenwärtigen  Fall 
das  Moment  ju  =  —  Hf  ist. 
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§  3. 

Die    Vertheilung    der    Elektricität    auf    einer    Kreisflache 

(d.  i.  auf  einer  unendlich  dünnen  Ereisscheibe) ,  falls  keine 

äussern  Kräfte  einwirken. 

Man  kann  bekanntlich  die  unendlich  dünne  Kreisscheibe  als  Grenz- 
fall  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  ansehen,  und  auf  diese 
Weise  z.  B.  diejenige  Vertheilung  ermitteln,  welche  eine  der  isolirlen 
Kreisscheibe  raitgetheilte  Elektricitätsmenge  M  in  dem  Falle  annehmen 
wird,  dass  keitie  äussern  Kräfte  einwirken.  Und  gleichzeitig  kann 
man  auf  diesem  Wege  auch  das  Potential  F  finden,  welches  jene 
Elektricitätsmenge  M  wahrend  der  genannten  Vertheilung  auf  einen 
variablen  Raumpunkt  ausübt.  —  Diese  bekannten  Betrachtungen,  auf 
welche  ich  mich  hier  nicht  näher  einlassen  will,  führen  zu  folgen- 
den Sätzen. 

Erster  Satz.  Denkt  man  sich  einen  Punkt  a  beweglich  längs 
der  geometrischen  Axe  der  Kreisscheibe  ^  so  wird  das  auf  diesen  Punkt  a 
ausgeübte  Potential  F„  proportional  sein  mit  demjenigen  Winkel^  unter 
welchem  der  Radius  der  Kreisscheibe,  von  a  aus  gesehen^  erscheint*). 
Bezeichnet  man  also  jenen  Radius  mit  [o  d) ,  und  den  eben  genannten 
Winkel  {päd)  mit  l^,  so  ist: 

(1.)  Fa=C^, 

WO  C  eine  Constante  vorstellt. 

Lässt    man   a   längs   der  Axe   der   Kreisscheibe   ins  Unendliche 

M  M 

rücken,   so   muss   F„  =  -^ ,   d.  i.  =  j^^  werden,  wo  Mdie  auf  der 

Kreisfläche  vorhandene  Elektricilätsmenge,  und  Ä  =  (oa)  die  unend- 
lich grosse  Entfernung  des  Punktes  p  von  o  vorstellt**).    Für  diesen 

Fall  des  unendlich  fernen  Punktes  p  geht  aber  d-  über  in  |— |,   wo- 
durch unsere  allgemeine  Formel  (1 .)  die  Gestalt  gewinnt  F.  =  -^  • 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  vorhin   gefundenen,   so   folgt 
sofort:  itf  =  C[od),  d.  i. 


*)   Dieser  Definition  zufolge  bleibt  der  Winkel  ^  stets   zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  \7t . 

**)   Vgl.  die  Seite  414. 
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WO  B  BS  (o  d)  der  Radius  dei-  Scheibe  ist.  Nachdem  in  dieser  Weise 
die  Constante  C  gefunden  ist,  kann  man  leicht  auch  den  speciellen 
Werth  finden,  welchen  F  im  Punkte  o  (d.  i.  im  Mittelpunkt  der 
Scheibe)  besitzt.  Lässt  man  ndmlich  in  (1.)  den  Punkt  a  nach  o 
wandern,  so  verwandelt  sich  *  in  ^ irr;  und  man  erhält  also: 
(l.b)  Fo  =  ^C7r. 

Zweiter  Satz.  Die  Flächen  F  =  ConsL  (d.  i.  die  sogenannten 
Niveauflächen)  sind  dargestellt  durch  diejenigen  Ellipsoidflächen  ^  welche 
die  gegebene  Kreisscheibe  zur  gemeinsamen  Brennebene  haben.  Legt 
man  also  z.  B,  eine  solche  Ellipsoidfläche^)  durch  den  Punkt  a,  so  wird 
das  auf  irgend  einen  Punkt  f  dieser  Fläche  ausgeübte  Potential  F- 
gleichgross  sein  mit  F^.  Also 
(2.)  F^^  Fa=  C&. 

Mittelst  dieser  Sätze  ist  man  das  Potential  F  für  jeden  beliebigen 
Raumpunkt  anzugeben,  und  folglich  auch  die  elektrische  Dichtigkeit  auf 
der  Scheibe  zu  berechnen  im  Stande.  Wir  werden,  nun  im  Folgenden 
zeigen,  wie  mau  von  der  Kreisscheibe  aus,  mittelst  der  Methode  der 
reciproken  Radien  und  unter  Anwendung  der  peripolaren  Coordinaten, 
zur  Lösung  der  analogen  Aufgabe  für  eine  beliebige  Kugelcalotte  ge- 
langen kann.     Zu  diesem  Zweck  ist  zunächst  die 

Einführung  der  peripolaren  Coordinaten  in  die  Formel 
(2.)  erforderlich.  Es  handelt  sich  also  darum,  das  Potential  F^  (2) 
auszudrücken  durch  die  peripolaren  Coordinaten  A,  co,  tp^  TT  des 
Punktes  f,  diese  Coordinaten  bezogen  gedacht  auf  die  gegebene 
Kreisfläche. 

Sind  d  und  €  diejenigen  Punkte,  in  denen  der  Rand  der  Kreis- 
scheibe von  der  Meridianebene  des  Punktes  ^,  resp.  der  Fortsetzung 
derselben  geschnitten  wird,  so  ist: 

^  =  (K'      TT^i/pjiR. 

Gleichzeitig  ist  g)  derjenige  Winkel,  unter  welchem  die  Meridianebene 
des  Punktes  f  gegen  irgend  eine  feste  Meiidianebene  geneigt  ist. 
Und  endlich  bezeichnet  o)  die  Inclination  einer  über  dem  Kreisrande 
stehenden  und  durch  f  gehenden  Kugelcalotte,  d.  i.  denjenigen  Win- 
kel,   unter  welchen   diese  Calotte  gegen  die  obere  Seite  der  äussern 


*)  Vgl.  die  Figur  Seite  4U. 
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Grun^äche  geneigt  ist.     Demgemäss  ergeben   sich  die  Formeln  (vgl. 
Seite  373): 


%BX 


^^  '      yV 

-  alcostti  +  A*' 

l£e\  — 

SB 

^^  '     yr 

-  iXeoaa  +  X*' 

n  = 

iBym 

(4. 


}/l    -  2AC08«  +  A«' 

wo  B  s=s  (od)  den  Radius  der  gegebenen  Kreisscheibe  vorstellt. 

Beschreibt  man  in  der  Meridianebene  des  Punktes  |  eine  durch 
£  gehende  Ellipse   mit  den  Brennpunkten  d\  e^  und  bezeichnet  man 


Fig.  8. 

den  Punkt,  in  welchem  diese  Ellipse  von  der  Axe  der  Kreisscheibe 

geschnitten  wird,  mit  a,  so  ist  nach  (2.): 

(5.)  F^^Fa^C», 

WO  *  =  {oad).    Um  nun  dieses  *  durch  die  peripolaren  Coordinaten 

A,  0),  9),  TT  des  Punktes  t  auszudrücken,   notiren    wir  zunächst  die 

aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  oad  sich  ergebende  Gleichung: 


tg2^ 


(«  &ii  -  B« 

Diese  Gleichung  aber  können  wir,  weil  in  der  von  uns  construirten 
Ellipse  die  Summe  der  Brennstrahlen  für  den  Punkt  a  eben  so  gross 
wie  für  den  Punkt  {  sein  muss,  mithin  2  {ad)  =  {td)  +  {^e)  ist, 
auch  so  schreiben: 

^  [(Ic^J  +  (^e)p-  *B«' 


Digitized  by 


Google 


Vertheilung  der  ElektricitÄt  auf  einer  Kugelcalotte.  415 

oder,  indem  wir  für  (f()),   (f6)  die  Werthe  (4.)  substituiren ,  auch  so: 

2  a  1  —  a  A  COS  Ol  ■!•  A2 

^  4  A  (cos  i  cü)2 

Hieraus  endlich  folgt,  weil  d^  seiner  Definition  nach  zwischen  0...^7r 
liegt  (vgl.  die  Note  Seite  412),  mithin  lg  ^^  stets  positiv  ist: 


^  \      ayA.cos^üi     / 

oder,  was  dasselbe*): 

(6.)  ^^>/l--Ucoscu-KA2 

2>/i.  abs  (cosicü) 

mithin : 


(7.)  ^  »  Arctg  (VUli22iüLlLin , 

(0 . .  ä)  \  «  }/  A  .  abs  jcos  i  (ü)  / 

WO   das  Zeichen  Arctg  andeutet,   dass   der   Werth   dieser   Function 

Stets  zwischen  den  Grenzen  0  . .  .  tt  gerechnet  werden  soll**). 

Substituiren  wir  endhch  den  Ausdruck  (7.)  in  (5.),  so  haben 
wir  unsere  Aufgabe  gelöst,  nämlich  F^  ausgedrückt  durch  die  peri- 
polaren Coordinaten  A,  (o,  9,  TT  des  Punktes  |. 

Bemerkung.  —  Vow  Wichtigkeit  für  den  weitern  Fortgang  un- 
serer Untersuchungen  ist  es^  dass  man  in  den  Formeln  (6.),  (7.)  das 
Zeichen  abs  vermeiden  kann^  mittelst  einer  besondern  Festsetzung  über 
die  Rechnung  von  «.  Um  solches  näher  dai*zulegen,  betrachten  wir 
die  Gesammtheit  der  über  dem  gegebenen  Grundkreise  (d.  i.  über  dem 
Rande  der  Kreisscheibe)  stehenden  Kugelcalotten,  von  denen  jede 
bestimmt  wird  durch  ihre  Inclination  w  (vgl.  die  Figur  Seite  368). 

Offenbar  wird  man  all'  diese  Calotten  erhalten,  wenn  man  lo 
von  0  bis  2;r  wachsen  lässt;  sodann  wird  man  all'  diese  Calotten 
zum  zweiten  Mal  erhalten,  wenn  man  cd  weiter  von  2 77  bis  477 
wachsen  lässt;  u.  s.  w.  Andererseits  kann  man  all'  diese  Calotten, 
jedoch  in  umgekehrter  Aufeinanderfolge,  auch  dadurch  erhallen,  dass 


*)   ünler   dem    Zeichen  VU  soll    nUmlich     in    dieser   Abhandlung    stets   die 
pobitive  Wurzel  von  U  verstanden  werden. 
**)   Die  so  definirte  Function: 

Arctg  (V) 

(0  .  .  TT) 

wird  offenbar^  falls  ihr  Argument  V  positiv  ist,  stets  zwischen  den  Grenzen 
0  .  .  .  ^TT  liegen.  —  Ist  femer  W  eine  ganz  beliebige  (positive  oder  negative) 
Grösse,  so  wird  die  Gleichung  stattfinden: 

Arctg  (fV)  -4-  Arctg  (—  IV)  =  7t. 

(0  .  .  TT)  {0..n) 

Abbandl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wisiansch.  XX.  29 
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man  o)  von  0  bis  —  2  ;t  abnehmen  llisst ,  und  von  Neuem  erhalten, 
indem  man  w  weiter  abnehmen  lässt  von  —  SIti  bis  —  i;r;  u.  s.  w. 

Für  unsere  Zwecke  ist  es  angemessen,  diese  schrankenlose  Will- 
kür zu  beseitigen,  nämlich  bei  der  Rechnung  van  w  die  gegebene 
Kreisfläche  ah  eine  Scheidewand  festzusetzen^  welche  nicht  überschritten 
werden  darf.  Alsdann  können  wir  die  Gesammtheit  jener  Catotten 
nur  noch  dadurch  erhalten,  dass  wir  w  von  0  bis  n  wachsen,  und 
andererseits  von  0  bis  —  n  abnehmen  lassen.  Und  zwar  wollen  wir 
das  in  solcfier  Weise  beschränkte  w  durch  das  Zeichen  [co]  andeuten*). 

Dieses  eingeschränkte  [to]  liegt  stets  zwischen  —  n  .  .  .  +  n^^ 
mithin  -^[(0]  stets  zwischen  —  fn,  .  .  +  {n;  und  hieraus  folgt, 
dass 

(A.) cos  ^  [10]  stets  positiv  ist. 

Das   t/nbeschränkte   «   steht   zu   dem   beschränkten    [w]    in   der   Be- 
ziehung : 

(B.)  w  =  [a>]  H-  2N7t, 

wo  N  eine  unbestimmte  (positive  oder  negative)  ganze  Zahl  vorstellt. 
Hieraus  folgt: 

(G.)  cos  \iü  =  ±  cos  ^[w] , 

also  mit  Rücksicht  auf  (A.) : 
(D.)  ahs  (cos  l^cu)  ==  cos^[w]. 

Demgemäss  kann  man  die  Formeln  (6.),  (7.)  folgcndermassen  schreiben : 

(8.) 

(9.) 

Substituirt  man  endlich  diesen  Werth  von  i>  in   die  Formel  (5.),   so 
folgt  mit  Rücksicht  auf  (4.): 


^ 

= 

Vi 

—  2  A  COS  (ü  + 

i« 

i 

A  pr 

yn ,  cos 

iM 

f 

<Jl 

..„  /Vi  - 

-  iX 

POS  (0 

+  ;i2 

^       '  (o..r)\     21/A.COS4M     /  (o..^)\TTcos4lü,]/ 

*)  Man  kann  sich  auch  so  ausdrücken :  Die  Inclinalion  u  hal  für  jeden 
gegebenen  Rauropunkl  ^  unendlich  viele  Werihe,  die  von  einander  verschieden 
sind  um  ganze  Vielfache  von  2  /r ,  und  ist  also  zu  bezeichnen  als  eine  vieldeutige 
Function  von  ^.  Dem  gegenüber  soll  unter  dem  eingeklammerten  [ui]  diejenige 
eindeutige  Function  von  §  verstanden  werden,  in  welche  lo  sich  verwandelt,  so- 
bald man  die  Kreisfläche  als  eine  nicht  zu  überschreitende  Scheidewand  [oder, 
nach  Riemann,  als  einen  nicht  zu  überschreitenden  Querschnitt  ansiehl] ,  und  als 
Anfangswerth  der  Function  auf  der  äussern  GrundflUche  den  Werth   0  festsetzt. 
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§  4- 

Die  elektrische  Vertheiliing  auf  einer  Eugelcalotte  für  den 

Fall,  dass  keine  äusseren  Kräfte  einwirken. 

Die  bisher  betrachtete  Kreisscheibe  mag  durch  stetige  Umfor- 
mung in  irgend  eine  der  confinen  Kugelcalotten*) ,  z.  B.  in  die 
Calotte  a  (Fig.  Seite  418),  umgewandelt  werden.  Und  hiemit  gleich- 
zeitig mag  die  Function  F^  (10.)  in  eine  andere  Function 


umgewandelt  werden,  welche  von  jener  früheren  Function  F^  (10.) 
nur  dadurch  sich  unterscheiden  soll,  dass  bei  Rechnung  des  Winkels 
[cö]  jetzt  nicht  mehr  die  Kreisfläche^  sondern  die  Kugelcalotte  a  als 
Scheidewand  dient  ^*),  Ist  z.  B.  die  Inclination  der  gegebenen  Kugel- 
calotte  0  =  I  TT,  so  soll  [w]  einerseits  wachsen  dürfen  von  0  bis 
l-TT,  andererseits  abnehmen  von  0  bis  —  ^tt,  also  beschränkt  sein  auf 
das  Werthintervall  —  S  ;r  •  •  +  Itt.  Ist  ferner,  um  ein  zweites 
Beispiel  anzuführen,  die  Inclination  der  gegebenen  Calotte  a  =  |  tt 
(die  Calotte  selber  also  eine  Halbkugel) ,  so  soll  [o)]  beschrankt  sein 
auf  das  Werthintervall  —  {tt  -     -  +  fTt, 

Bezeichnet  man  (Fig.  Seite  418)  die  Inclination  der  gegebenen 
Calotte  omitco^,  und  sind  a,  b  zwei  durch  diese  Calotte  getrennte, 
eioander  unendlich  nahe  Punkte,  so  wird  der  mit  [w]  bezeichnete 
Winkel  für  diese  Punkte  a  und  b  verschiedene  Werthe  haben.  Es 
wird  nämlich 

für  a :    [lo]  =  (Oa  ,  mithin  :   cos  ^  [lo]  =  cos  J  (Oa  , 

hingegen  für  6 :    [co]  =  —  (2  /r  —  lOa]  ,   mithin  :   cos  \  [lo]  =  —  cos  *  (Oa . 

Somit  folgt  aus  (11.)- 


*)   d.  i.  derjenigen. KugelcaloUen,   welche  mit  der  Kreisscheibe  ein  und  dm- 
selben  Hand  haben. 

**)  Man  kann  sich  auch  so  ausdrücken:  In  der  vorliegenden  Formel  (H.), 
und  überhaupt  bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  soll  unter  dem  eingeklammerten 
\(Lo\  eine  eindeutige  Function  von  ^  verstanden  werden,  und  zwar  diejenige,  in 
welche  die  vieldeutige  Function  lo  sich  verwandelt,  sobald  man  die  gegebene  Ca- 
lotte a  als  eine  nicht  zu  überschreitende  Scheidewand  ansieht,  und  als  Anfangs- 
werlh  der  Function  auf  der  äussern  Grundfläche  den  Wertli   0  festsetzt. 

29* 
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(0..»)  \n„'-o'*i'-J' 
Ui=  C.  Arclg(-  = 


WO  n^  =  TTj,    weil  a  und  b   einander  unendlich  nahe   liegen.     Aus 
diesen  beiden  Formeln  folgt  daher  sofort*): 
(H.a)  Ua-h  Ut==^  Ctv. 

Die  physikalische  Bedeutung  von  Ut.  —   Diese   Function 
U^  (11.)    ist  entstanden    aus  der  früheren   Function    Ft    (10.);    und 


Fig.  9. 


man  erkennt  leicht,  dass  sie  dieselben  Potential -Eigenschaften  wie 
jene  besitzt,  nur  mit  dem  Unterschiode,  dass  die  Unsieiigkeiisfläche 
der  Function  U^  und  ihrer  Ableitungen  nicht  mehr  die  Kreisfläche, 
sondern  die  Calotte  a  ist.  Folglich  kann  die  Function  U^  angesehen 
werden    als    das   Potential   einer    auf   der  Calotte   a   ausgebreiteten 


*)  Vgl.   die  Note  Seite  i<5. 
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MasscnbeleguDg ,  welche  im  Allgemeinen  zusammengesetzl  sein  wird 
aus  einer  einfachen  und  einer  floppe/ -  Belegung.  Wie  aber  diese 
Belegung  L  auch  beschaffen  sein  mag,  immer  wird  man  (zufolge 
des  Satzes,  Seile  410)  eine  zweite  Belegung  A  der  Calolte  o  sich 
vorstellen  können  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  von  L  und  A 
ausgeübten  Potentiale  U  und  Q  der  Relation  entsprechen: 

(A.)  V'Ryt/|=VRTQ^.; 

hier  bezeichnet  f  (nach  wie  vor)  einen  beliebigen  Raumpunkt,  und 
l'  sein  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die  Calotte  a.  Ausserdem  bezeichnet 
fi  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  Calotte  a. 

Vertauscht   man   in   der   Formel  (A.)   die   Punkte   f  und  f'    mit 
einander,  so  erhalt  man: 


(B.)  y(^ii')  u^.  =  V{i;jiQ^, 

Nimmt  man  ferner  in  diesen  Formeln  (A.),  (B.)  für  f,  {'  die  Punkle 
a,  b  (Figur  Seite  418),  so  folgt: 


(C.)  .     Vi^a)  t/«  =  l/(^Q,, 


oder,  weil  [fx  a)  =  {fi  b)  ist : 

(E.)  f/a  =  Q6, 

(F.)  1/6  =  Qa. 

Demgemäss  kann  die  Formel  (1 1 .  a)  auch  so  geschrieben  werden : 

(G.)  f/a-4-Qa=  CtT, 

oder  auch  so: 

(H.)  (/ftH-Q,  =  C7r. 

Da  l/|  und   Q^  diejenigen  Potentiale  sind,   welche  zwei  auf  der 
Calotte  a  ausgebreitete    Massenbelegungen  L  und  A  auf  den   Punkt  f 
ausüben,  so  ist  offenbar 
(J.)  U^  +  Q| 

dasjenige  Potential,  welches  von  beiden  Belegungen  zusammenge- 
nommen ausgeübt  wird.  Jene  Belegungen  L  und  A  sind  nicht  näher 
bekannt;  und  wir  haben  also  vorläufig  den  Ausdruck  (J.)  zu  be- 
zeichnen als  ein  Potential,  welches  auf  den  variablen  Punkt  f  aus- 
geübt wird  von  einer  gewissen  unbekannten^  auf  der  Calotte  a  aus- 
gebreitelen  Belegung,    Dieses  Potential  besitzt  aber,  wie  aus  (G.)  und 
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(H.)  ersichtlich,  auf  der  Calolte,  und  zwar  auf  beiden  Seilen  der 
Calotte  ein  und  denselben  constanlen  Werlh^  nämlich  den  Werth  Cn. 
Hieraus  folgt,  dass  jene  unbekannte  Belegung  eine  einfache,  und 
zugleich  auch  diejenige  ist,  welche  dem  elektrischen  Gleichgewicht 
entspricht. 

Mit  andern  Worten :  Denkt  man  sich  die  Calolle  a  als  eine  isolirle 
leitende  Mäche ,  die  mit  Elektricildt  geladen  und  der  Einwirkung  äusserer 
Kräfte  entzogen  ist,  so  wird  das  von  dieser  CaloUe,  nach  EintriU  des 
Gleichgewichtszustandes,  auf  irgend  einen  Punkt  f  ausgeübte  elektrische 
Potential  F^  den   Werth  besitzen: 

wo  K  eine  willkürliche  Constante  vorstellt.  Und  gleichzeitig  wird  als- 
dann dieses  Potential  auf  der  Fläche  o  den  Werth  KCn  besitzen; 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(12.  a)  F^KCti. 

Offenbar  würde  es  Luxus  sein,  zwei  willkürliche  Constanten 
(nämlich  K  und  C)  in  unsern  Formeln  beizubehalten.  Um  diesen 
Luxus  zu  beseitigen,  und  zugleich  eine  bessere  Uebereinstimmung 
mit  unsern  früheren  Betrachtungen  über  die  Kreisfläche  [vgl.  [\.h) 
Seite  413]  hervorzubringen,  setzen  wir  /f  =  J  ;  so  dass  also  die 
Formeln  (12.)  und  (12.a)  folgende  Gestalt  annehmen: 

(13.)  n  =  i(i/|-4.Q|), 

(13.  a)  P=^^C7C, 

Weitere  Entwicklung  dieses  Potentiales  K.  —  Sub- 
slituirt  man  in  (13.)  für  Q  den  aus  (B.)  entspringenden  VVertb, 
so  folgt: 

und  hieraus  folgt  weiter,  wenn  man  für  U  seine  eigentliche  Bedeu- 
tung (11.)   substituirt: 

(,».)        F,  =  Kfe  (in^.,)  +  ^  Are«  ifr-diW,)}. 

wo  TT',  [cd']  für  den  Punkt  |'  dieselben  Bedeutungen  haben  sollen, 
wie  TT,  [w]  für  |. 
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Bemerkung.  —  Es  bleibt  noch  übrig,  in  der  allgenieinen 
Formel  (15.)  den  Punkt  f'  und  die  ihm  zugehörigen  Grössen  (jiS')^ 
TT',  [co']  zu  eliminiren^  um  in  solcher  Weise  zu  einer  Formel  zu 
gelangen,  durch  welche  der  Potenlialwerth  F^  geradezu  als  Fumlion 
des  Punktes  |  (resp.  seiner  Coordinaten)  dargestellt  wird. 

Bei  einer  solchen  Elimination  handelt  es  sich  unter  Anderm 
z.  B.  auch  darum,  die  eingeklammerte  Grösse  [w']  vom  Punkt  f'  ab- 
zulösen^ und  direct  vonr  ^  abhängig  zu  machen.  Diese  Aufgabe,  welche 
besondere  Schwierigkeiten  macht,  soll  im  folgenden  §  behandelt 
werden. 

§  5. 

Fortsetzung.    Ueber  die  Inclinationen  und  gewisse  mit  den- 
selben zusammenhängende  Grössen. 

Wir  haben  unter  f ,  £'  zwei  beliebige  Punkte  verstanden,  welche 
einander  conjugirt  sind   in  Bezug   auf  die  gegebene  Calotte  o,   also 
zwei  Punkte,  deren  Inclinationen  w,  w'  der  Relation  entsprechen: 
(I.)  w  H-  CO '  =  2  Wa ,   (mod  2  tv)  , 

wo  10^  die  Inclination  der  gegebenen  Calotte  o  vorstellt.  Es  handelt 
sich  nun  hier  um  eine  genauere  Betrachtung  der  den  Punkten  {,  f' 
zugehörigen  eingeklammerten  Grössen  [w],  [o)']. 

Will  man  [w]  erhalten ,  so  hat  man  auf  der  äussern  Grundfläche 
G  irgend  welchen  Punkt  ^  zu  markiren*),  und  von  g  aus  eine  belie- 
bige Curve  nach  dem  Punkte  f  zu  legen,  jedoch  in  solcher  Art, 
dass  die  gegebene  Calotte  a  von  der  Curve  nicht  geschnitten  wird. 
Sind 

9,  Y>  y\  y">  •  •  •  ? 

die  aufeinanderfolgenden  Punkte  dieser  Curve,  und  legi  man  dem 
Punkte  g  die  Inclination  0  bei,  so  ergiebt  sich  hieraus  (unter  Beob- 
achtung des  Gesetzes  der  Stetigkeit)  in  eindeutiger  Wme  die  Incli- 
nation des  nächstfolgenden  Punktes  y,  sodann  die  von  y',  die  von 
y"  u.  s.  w. ,  schliesslich  die  von  f.  Und  diese  letztere  repräsentirt 
das  gesuchte  [w] ,  immer  vorausgesetzt,  dass  die  gegebene  Calotte  o 
von  der  angewandten  Curve  nicht  geschnitten  wird  (vgl.  die  Note 
Seite  417). 


*)  Die  äussere  Grundfläche  G  ist  früher  geoau  definirt  worden;  vgl.  Seite  368. 
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Der  Punkt  gf  besitzt  aber  nicht  nur  den  Inclinationswertb  0,  sondern 
unendlich  viele  Inclinationswerthe,  die  alle  von  der  Form  N  .%n 
sind,  wo  N  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  vorstellt.  Wollte 
man  nun  in  g  etwa  beginnen  mit  dem  Inclinationswerth  67r,  so 
würden    sich    in    den   folgenden    Punkten   y,  /,  y\  ...  I    Werthe 


Fig.  9  a. 

ergeben,  die  durchweg  um  ött  grösser  sind,  als  die  vorhin  gefun- 
denen.    Während  also  vorhin  der  Anfangs-  und  Endwerth  durch 

0     und     [to] 
repräsentirt   waren,    werden   dieselben   gegenwärtig   dargestellt  sein 

durch 

6 TT    und     [lü]  -4-  OTT. 

Wie  dem  auch  sei,  —  deutlich  tritt  zu  Tage,  dass  der  Zu- 
wachs der  Inclinalion  bei  Durchlaufimg  der  Curve  im  einen  wie 
im  andern  Fall  denselben  Werth  hat,  nämlich  =  [ot]  ist.  Also  der 
Satz: 
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(II.)  .  .  .  Die  einem  gegebenen  Raumpunkl  f  entsprechende  Grösse  [w] 
repräsenlirl  denjenigen  Zuwachs^  welchen  die  Inclinaiion 
längs  einer  Curve  erfährt^  die  von  irgend  einer  Stelle  der 
äussern  Grundfläche  auf  beliebigem  Wege^  jedoch  ohne  die 
gegebene  Calotte  o  zu  durchschreiten^  nach  f  geht. 

Oder,  ein  wenig  anders  ausgedrückt: 
Die   dem  Punkte   t  entsprechende  Grösse   [co]    bestimmt  sich 
durch  die  Formel: 

(II. a)  [vj]  ^Jdio, 

9 

WO  g  einen  beliebigen  Punkt  der  äussern  Grundfläche  G  vor- 
stellt,  und  die  Integration  über  irgend  welche  von  g  nach  { 
gehende  und  die  gegebene  Calotte  a  nicht  schneidende  Curve 
hinzuerslrecken  ist. 
Analoges  gilt  natürlich  von  [w']  in  Bezug  auf  S';  und  es  ist  also: 

(III.)  [ci']  =fdiO%         *) 

ff 
wo  die  Integrationscurve  wiederum  eine  ganz  beliebige  Gestalt  haben 
kann,   nur  mit  der  Einschränkung,   dass  sie  die  gegebene  Calotte  a 
nicht  schneiden  darf. 

Ablösung  der  Grösse  [w']  vom  Punkte  f '.  —  Wir  wenden 
uns  jetzt  zu  der  am  Ende  des  vorhergehenden  §  genannten  Auf- 
gabe. Zu  diesem  Zweck  wollen  wir  uns  die  Punkte  {,  f'  in  be- 
liebiger Bewegung  begriflfen  denken,  jedoch  der  Art,  dass  sie  stets 
zu  einander  conjugirt  bleiben  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  a, 
deren  Centrum  mit  /i,  und  deren  Radius  mit  A  bezeichnet  sein  mag 
(Figur  Seite  422).  Alsdann  werden  f,  f'  in  jedem  Augenblick  mit 
fi  in  gerader  Linie  liegen,  und  der  Gleichung  entsprechen: 

Wird  also  in  irgend  einem  Augenblick  (/i  f )  ^  A ,  so  wird  in  diesem 
Augenblick  (^{')  ebenfalls  =  A  werden.    Mit  andern  Worten:  Durch- 


*)  Ob  man  die  längs  der  Curve  g  .  .  .  ^'  anwachsende  Inclination  mit  w, 
oder  mit  w',  oder  mit  irgend  welchem  andern  Buchstaben  benennt ,  ist  natürlich 
gleichgühig.  Und  man  könnte  also  in  der  Formel  (III.)  unter  dem  Integralzeichen 
statt  da»'  auch  dcj  setzen.  Doch  wird  es  zweckmässig  sein  ,  die  Bezeichnung  so 
zu  lassen,  wie  wir  sie  in  (UI.)  gewählt  haben. 
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schreitet  der  Punkt  f  io  irgend  einem  Augenblick  die  gegebene 
Calotte  a,  so  wird  in  diesem  Augenblick  der  conjugirte  Punkt  f' 
ebenfalls  die  Calotte  durchschreiten  (und  zwar  an  ebenderselben 
Stelle).     Umgekehrt  kann  man  sagen: 

(IV.)  ...  kl  die  Bewegung  des  einen  der  beiden  Punkte  |,  f'  von 
solcher  Arl^  dass  seine  Bahn  die  gegebene  Calotte  a  nir- 
gends durchschreilel  ^  so  wird  Gleiches  auch  gelten  von  der 
correspofulirenden  Bewegung  des  andern  Punktes. 

Ferner  wird  während  der  in  Rede  stehenden  Bewegung  in  jedem 
Augenblick  die  Formel  (I.)  stattßnden,  d.  i.  die  Formel: 
(V.)  cti'  =  2wa  — cti,    (mod27r); 

aus  dieser  aber  folgt,  dass  für  jedes  Zeitelement  der  Bewegung  die 
Differentialgleichung  gilt: 

(VI.)  d(o'  =  rf(2Wa-  O»), 

WO  das  frühere  Zeichen  ^  in  ^  übergegangen  ist*). 

Lässt  man  nun  den  Punkt  |'  von  g  aus  eine  ganz  beliebige, 
jedoch  die  Calotte  o  nicht  durchschreitende  Bahn  g  .  .  .  i'  durch- 
wandern, und  bezeichnet  man  die  correspondirende  Bahn  des  Punktes 
I  mit  A  ...  I,  so  ergiebt  sich,  falls  man  die  Gleichung  (VI.)  Ober 
alle  Zeitelemente  dieser  Bewegung  integrirt,    die  Formel: 

(Vll.)  fdvj'  ^fd(%a}a-  (jj). 

ff  * 

Da  die  Integrationscurve  g  .  .  .  t  die  Calotte  a  nicht  schneiden 
soll,  so  ist  das  Integral  links  identisch  mit  dem  Integrale  (Hl.), 
sodass  man  also  durch  Zusammenfassung  der  Formeln  (Ul.),  (Vll.) 
erhalt: 

(VIII.)  [a>']  t=zfd(o'  =Jd(%Wo  -  cii), 

ff  * 

oder,  mit  Fortlassung  des  Zwischengliedes: 

(IX.)  [a>']  ^fd{2wa-io), 


*)  Die  rechte  Seite  der  Formel  (VI.)  lautet :  d(^iüo  —  w)  und  ist  also, 
weil  Wa  eine  gegebene  Constanie  vorstellt,  «  —  rffti.  Trotzdem  wird  es  zwedt- 
niässig  sein,  diese  rechte  Seite  in  der  gew&blten  Schreibart  zu  krelasea. 
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oder,    falls   man  für  den  hier  auflreleoden  Integralwerth  die  Abbre- 
viatur [2cö^  —  w]  einführt: 

(X.)  [W]   =    [2Wa-  lo]. 

Dabei  sind  hinsichtlich  dieses  in  (IX.)  und  (X.)   auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Integrals  zwei  Dinge  im  Auge  zu  behalten. 

Erstens,  g  sollte  ein  beliebiger  Punkt  der  äussern  Grund- 
flache  G  sein.  Folglich  wird  der  zu  g  conjugirte  Punkt  A  ein  be- 
liebiger Punkt  sein  auf  der  zu  G  conjugirten  Calotle  //.  Die  Incli- 
nation  von  G  ist  ^0,  (mod  27r);  folglich  ist,  nach  (I.),  die  der 
Calotte  H  eigenthümliche  Inclination  ^  2w^,  (mod  2;r).  Oder  ein 
wenig  anders  ausgedrückt:  Die  Inclination  (o  der  Calotte  H  bestimmt 
sich  mittelst  der  Formel: 

(XI.)  2  Wo  —  w  s  0  ,   (mod  2  tv)  . 

Zweitens.  Die  in  (VlIL),  (IX.)  vorhandene  Integrationscurve 
A  .  .  .  f  ist  die  zur  Curve  g' .  .  .  f '  conjugirte.  Da  nun  diese  letztere 
ganz  beliebig  war  bis  auf  die  Beschränkung,  dass  sie  die  gegebene 
Calotte  o  nicht  durchschreiten  sollte,  so  gilt,  zufolge  (IV.),  Gleiches 
auch  von  der  conjugirten  Curve  A  .  .  .  f . 

Somit  gelangen  wir  für  jenen  von  uns  mit  [2  (o„  —  w]  bezeich- 
neten Integralwerth  zu  folgender  Regel:  Soll  das  einem  gegebenen 
Raumpunkt  {  entsprechende  Integral  [2  (o„  —  eo]  ermittelt  werden ,  so 
hat  man  diejenige  Calotte  II  zu  construiren ,  für  welche  2  a>^  —  o>  ein 
ganzes  Vielfaches  von  ^n  ist^  auf  dieser  Calotte  einen  beliebigen  Punkt 
h  zu  markiren^  und  endlich  von  h  aus  irgend  eine  die  gegebene  Ca- 
lotte o  nicht  schneidende  Curve  nach  dem  gegebenen  Punkte  f  zu  legen. 
Jenes  Integral  [2  w^  —  w]  ist  alsdann  definirt  durch  die  Formel : 

(XII.)  [2Wa  -  W]    :=^Jd  (2tüa  -  w)  , 

h 

die  Integration  hinerslreckt  längs  der  genannten  Curve. 

Mit  andern  Worten:  Man  hat.,  nachdem  die  Calotte  II  und  der 
Punkt  h  conslruirt  sind^  denjenigen  Zuwachs  zu  bilden^  welchen 
die  Function  2  w^  —  tu  bei  Durchlaufung  der  genannten  Curve  erfährt. 
Dieser  Zuwachs  repräsentirt   alsdann   den   Werth  der  gesuchten  Grösse 

[2o)o  —  «]. 
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Diese  Regel  mag  binforl  als  Definition  für  jede  eckig  einge- 
klammerte Grösse  [f{(o)]  angesehen  werden,  sowohl  dann,  wenn 
die  Function  f{(o)  =  2(0^  —  w  ist,  als  auch  dann,  wenn  sie  irgend 
welchen  andern  Werth  hat. 

Bezeichnet  also  f{(o)  eine  gegebene  Function  der  Inclination  co,  so 
soll  unter  der  einem  gegebenen  Raumpunkt  f  entsprechenden  Grösse  [/"(w) ; 
diejenige  verstanden  werden ^   welche  sich  bestimmt  mittelst  der  Formel: 

(XIII.)  [fH]^fdf((o). 

k 

Dabei  ist  unter  h  ein  beliebiger  Punkt  derjenigen  Calotte  H  zu  ver- 
stehen^ für  welche  f{(o)  ein  ganzes  Vielfaches  von  fin  ist.  Und  die 
Integration  ist  hinerstreckt  zu  denken  über  eine  beliebige^  von  h  nach  i 
gehende^  jedoch  die  gegebene  Calotte  o  nicht  durchschreitende  Curve. 
Man  bemerkt  sofort,  dass  die  früher  in  (IL),  (II. a)  angewandte  Be- 
zeichnung dieser  allgemeinen  Definition  sich  subsumirt  als  ein  spe- 
cieller  Fall. 

BeispieL  —  Nimmt  man  für  /*(«)  einmal  die  Function  2a>„ —  oi, 
das  andere  Mal  die  Function  w  —  2  a>„ ,  so  ist  die  Calolte  //  in  bei- 
den Fällen  dieselbe.  Aber  die  in  Betracht  kommenden  Zuwüchse 
haben  entgegengesetzte  Werthe.     Kurz  es  ergiebt  sich: 

[2wö  —  w]  sa  —  [cii  —  2ciiö] ; 
und  ebenso  ergiebt  sich  allgemein: 
(XIV.)  [f(^]]^-[-fM]; 

folglich : 
(XV.)  cos  \  [f{(ü]]  =  cos  i  [-  f(w)]. 

Zweites  Beispiel.  —  Sind  a  und  b  zwei  der  gegebenen  Ca- 
lotte o  unendlich  nahe  liegende  Punkte ,  a  auf  ihrer  obem  und  6  auf 
ihrer  untern  Seite  (Figur  Seite  422) ,  und  bezeichnet  man  die  Werthe 
der  Grösse  [«  —  2  co^]  für  diese  Punkte  a  und  b  resp.  mit 

[lo  —  %u)a]a      und       [w  —  2aiö]6  , 
so  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Definitionen  (XII.) ,   (XIII.) : 

(XVI.)  [(ü  -  %0}a]a  -   [W  -  ^(Oa]ö  =  2  TT  ; 

und  hieraus  folgt  sofort: 

(XVII.)  cos  I  [oi  —  2  (x)a]a  =    —   COS  ^  [^  —    ilOa](,  . 
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Drittes  Beispiel.  —  Bringt  man  die  allgemeine  Definition  (XIIF.) 
in  Anwendung  auf  die  Function 

WO  0  ein  beliebig  gegebener  fester  Punkt  sein  soll,  so  erhält  man 
für  die  Calolte  U  diejenige,  welche  durch  diesen  Punkt  o  hindurch- 
geht; so  dass  man  also  für  h  den  Punkt  o  selber  nehmen  darf. 
Demgemäss  ergiebt  sich  für  die  einem  gegebenen  Punkt  f  entsprechende 
Grösse  [o>  —  wj  die  Formel: 

[co  —  (üo]  =:Jd[w  —  Wo)  , 
o 

oder,  was  dasselbe  ist: 


(XVIIl.)  [lo  -  loo]  ^fdio, 


die  Integration  hinerstreckt  über  irgend  eine  von  o  nach  {  gehende 
und  die  Calotte  a  nicht  schneidende  Curve. 


§6. 

Fortsetzung.    Das  elektrische  Potential  der  betrachteten 

Calotte. 

Sind  S  und  {'  irgend  zwei  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  a 
zu  einander  conjugirte  Punkte,  so  finden  zwischen  ihren  Coordinaten 
A,  0),  <p,  TT  und  A',  w\  ip\  TT'  die  Relationen  statt  (vgl.  Seite  379) : 
(«.)  X  =  X\ 

(ß.)  CO  -4-  co'  s  2u)a,   (mod  iTl)  , 

(y.)  q>  =  <p',   (mod  «tt), 

{ö  )  n_  ^    n^ 

l/(Ai|)       Vif^n' 

WO  (o„  die  Inclination  und  /a  den  raumlichen  Mittelpunkt  der  gege- 
benen Calotte  bezeichnet.  Mit  Rücksicht  auf  («.),  (ß.)  ergiebt  sich 
weiter  (vgl.  Seite  373): 

aB  yT 


(£.)  n  = 


yi    -    2AC0S(ü  +'A2' 


(M  n'  = *^  ^* 


}/<  -  2A  COS  (2fti^  -  Ol)  +  Ä« 
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Und  endlich  ist,   wie   wir  im  vorhergehenden  §,   in  (X.)   gefunden 
haben : 

wobei  die  Definitionen  (XII.) ,   (XIII.)  im  Auge  zu  behalten  sind. 

Vermöge  (r).)  gewinnt  die  in  (15.)  Seite  420  für  das  elek- 
trische Potential  gefundene  Formel  folgende  Gestalt: 

(46.)  F,  =  ic{  Arctg  (— \^)  .-  H!  Arct,  (s^-,^,)}; 

und  hieraus  folgt  weiter  durch  Benutzung  der  Gleichungen   (*.),   (^.) 
und   (^.) : 

/irr   A        w-  1   iT»    f    A        .       IV^    -  äTcÖs  (ü~+  A2\ 

17.     Fi  =  \C  I  Arctgj^^ -= 1 

Yi    "   %YC0SW  H-Äg  .  //T-^TA  cos  (tt»  ~  t  OlgjTX'U 

yV  -IX  cos  (üT-  «öTal^  Aa  (•  .  .  Ä)  \     2  V  Ä.  cos  i  (2üia  -  oi]     /) 

Gleichzeitig  ist  [vgl.   (4  3.  a)   Seite  420]: 
(18.)  F=-|-C7r. 

ResiQtat.  —  Denkt  man  sich  also  die  gegebene  Calotle  <j,  deren 
Inclination  mit  (o„  bezeichnet  wurde  ^  isolirt  und  mit  derjenigen  elektri- 
schen Belegung  versehen ,  welche  ohne  äussere  Kräfte  im  Gleichgetvicht  t>/, 
so  wird  das  von  dieser  Belegung  auf  irgend  einen  Baumpunkt  f  (A,  w,  9),  TT) 
ausgeübte  Potential  F^  den  in  (16.),  (17.)  angegebenen  Werth  haben. 
Dabei  ist  in  (16.)  unter  f'(A',  w',  (p',  TT')  derjenige  Punkt  zu  verstehen^ 
welcher  zu  g  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  a,  femer 
unter  B  der  Badius  des  Grundkreises  dieser  Calotte.  Ausserdem  be- 
zeichnet C  eine  willkürliche  Constante^  oder  {besser  ausgedrückt)  eine 
Constante^  welche  abhängt  von  der  der  Calotte  zuertheilten  Eleklricitäls- 
menge  ^  und  welche  mit  dem  constanten  Werth  F,  den  das  Potential 
auf  der  Calotte  besitzt^  zusammenhängt  durch  die  Formel  (18.). 

In  diesen  Formeln  (16.),  (17.)  sind  die  Inclinationen  (o  und  w' 
in  beliebiger  Weise  gerechnet  zu  denken^  also  nur  bestimmt  bis  auf 
ganze  Vielfache  von  2  71.  Hingegen  unterliegen  die  eckig  eingeklammerten 
Grössen  [co],  [w'],  [2co«—  o>]  den  in  (XII.),  (XIII.)  Seite  425  auf- 
gestellten  Definitionen. 

Specialfall  der  Kreisfläche.  —  Ist  die  gegebene  Calotte  a 
eine  Kreisfläche,  mithin  o)^=r  tj,  so  geht  die  Formel  (17.)  über  in: 


*       I  (0  .  .  7«)  \     2  y  Ä  .  ros  l  [Ol]      /  (0  . .  TT)  \i  V  A  .  cos  i  [2  ?r  -  w]// 
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Will  man  genauer  eingehen  auf  die  im  letzten  Gliede  enthaltene 
Grösse  [271—©],  so  hat  man,  nach  (XIII.),  zunächst  diejenige  Ca- 
lotte  H  ^u  construiren,  für  welche  die  Function  %7i  —  o>  gleich 
einem  ganzen  Vielfachen  von  Stt  ist.  Diese  Calotte  //  ist  offenbar 
im  gegenwärtigen  Fall  identisch  mit  der  äussern  Grundfläche  G. 
Solches  aber  constatirt,  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Grössen 

[co]     und     [2  TT  —  co] 
entgegengesetzte  Werthe  haben,  und  dass  also  z.  B. 

cos  \  [lo]    =  cos  I  [2  TT  —  w] 

ist.  Demgemäss  sind  die  beiden  Glieder,  welche  die  rechte  Seite 
der  Formel  (a.)  ausmachen,  einander  gleich,  sodass  man  erhält: 

iß.)  F,=  CArctgfi^^F^--"^^), 

in  vollem  Einklang  mit  der  Formel  (10.)  Seite  416. 

§  ^■ 

Fortsetzung.    Die  OeSEmmtmasse  der  auf  der  Calotte 
vorhandenen  Elektricität. 

Wir  wollen  (was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  unserer  Unter- 
suchung erlaubt  ist)  annehmen,  die  Inclination  (o„  der  gegebenen 
Calotte  a  liege  zwischen  0  und  n:  sodass  also  [vgl.  (29.)  Seite  378] 
die  Relationen  stattfinden: 

(<9.)  0  <  coa  <co^  =  2Wö<  27r. 

Und  die  diesen  vier  Werthen  von  w  entsprechenden  Calotten  mögen 

der  Reihe  nach  bezeichnet  sein  mit 

(20.)  G,  (T,  C^,  G, 

sodass    also   C^   diejenige    Calotte    repräsentirt ,    welche    durch    den 

Mittelpunkt  fi   der   Calotte   a   hindurchgeht,    während  G   (nach    wie 

vor)  die  äussere  Grundfläche  bezeichnet. 

Sind  T,  r'  irgend  zwei  Calotten,  die  einander  conjugirt  sind  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  a,  so  wird  offenbar  der  Neigungswinkel 
(a,  r),  unter  welchem  die  Calotten  a  und  t  am  Grundkreise  zu- 
sammenstossen ,  eben  so  gross  sein,  wie  der  Neigungswinkel  (a,  r'), 
welchen  a  und  r'  daselbst  machen.     Lässt  man  in  dieser  Gleichung 
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(CT,    T)  =  (a,    T') 

die  Calotte  r  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  gehen,  mithin  in 
G  sich  verwandeln,  so  wird  gleichzeitig  die  conjugirte  Calotte  t 
durch  den  Mittelpunkt  fi  gehen,  also  sich  verwandeln  in  C^,  Man 
erhalt  also: 

d.   i. 

(21.)  aia=?, 


Fig.  -10. 

WO   f  den   in   der    nebenstehenden   Figur    angegebenen   Winkel   be- 
zeichnet.    Gleichzeitig  folgt  aus  dieser  Figur: 

1j  =  2  TT  —    (Wa  4-  C)  , 

also  mit  Rücksicht  auf  (21.): 

(22.)  1J  =  27t-2>a. 

Solches  vorangeschickt,  gehen  wir  zurück  zu  den  Formeln  (16.), 
(18.),  Seite  428,  welche  lauten: 

(23.)  F,  =  iCJArctg  (,,^^)  ^  H^'  Arctg  {rrrjj^,)}. 
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(24.)  F=iC7r, 

wo  das  überstrichene  F  den  Werth  von  F  auf  der  gegebenen  Ca- 
lotte  a  bezeichnet. 

Das  Potential  F  far  einen  unendlich  fernen  Punkt  f.  — 
Lassen  wir  den  Punkt  f  im  Unendliche  gehen  ^  so  wandert  der  con- 
jugirte  Punkt  f '  nach  dem  Mittelpunkt  /n  der  Calotte  a.  Und  gleich- 
zeitig nehmen  alsdann  die  Parameter  TT  und  T\'  dieser  Punkte  die 
Werthe  an*): 

wo  A  den  Radius  der  Calotte  a  vorstellt;  sodass  also  die  Formel 
(23.)  übergehl  in: 

(24.a)        F,  =  iC  {Arclg  (j^^^^^^)  -H  ^,  Are.tg(Ä^Ä^])}- 

Da  g  in  unendlicher  Ferne  sich  befindet,  und  f'  in  fi  liegt,  so  er- 
geben sich  für  [cd]  ■  und  [eo']  die  Werthe : 

H  =  0,  [io']  =  -1?,  , 

wo  t]  den  in  der  vorstehenden  Figur  angegebenen  Winkel  bezeichnet 
[vgl.  etwa  (IL),  (II. a),  (III.)  Seite  423];  und  hieraus  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  (22.) : 

sodass  also  die  Formel  (24. a)  folgende  Gestalt  erhält: 

Hier  ist,  was  das  erste  Glied  betrifft,  (ju^)  =  cx),  mithin  t^^  unend- 
lich klein,  und  also: 

B   \  B 


Arctg  (- 


Was  femer  das  zweite  Glied  betrifft,    so   ist   nach   der  vorstehenden 
Figur:  B  =  A  sin  //,  wo  fi  den  beim  Punkte  fi  markirten  Winkel  be- 
zeichnet.   Dieser  Winkel  ist  aber  supplementär  zum  Winkel  w^  (weil 
ihre  Schenkel  auf  einander  senkrecht  stehen).     Folglich  ist: 
(25.  a)  B  =  A  sin  o/a; 

folglich : 

"  Ä-sS-^r;  =   -  tg  CU,  =  tg  (TT  -  U}a)  , 


"a 


*)   Vgl.  die  Definition  des  Parameters  Seile  369. 

Abhandl.  d.  K.  S.  GesellRcli.  d.  Wissensch.  XX.  30 
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also   mit  Rücksicht  auf  die  kurz  vor  (19.)  getroffene  Festsetzung]*;: 

Arctg  I  —  ^-     — I  =  TT  —  Wö  • 
Somit  ergiebt  sich  aus  (25.) : 

(26.)  F,-ic(^-^^:i^}, 

oder,  falls  man  den  sphärischen  Radius  der  gegebenen  Calotte  a  mit 
B'  bezeichnet,  und  beachtet,  dass  dieser  Radius  B'  =  A  (;r  —  co„)  ist : 

Diese   Formel  repräsentirt   also   den   Werth  des  Poienlials  Ft  für  einen 

unendlich    fernen   Punkt   f.      Und   aus   dieser   Formel  folgt  soforL, 

dass   die   auf  der  gegebenen  Calotte  a  vorhandene  Elektricitäismenge  M 

den   Werth  hat: 

(28.)  i/  =  JC  B  4-  B'). 

Gleichzeitig  ist  nach  (24.): 

(29.)  F=|C/r, 

wo  F  den  conslanten  Werth  von  F  auf  der  gegebeften  Calotte  vorstellt. 
Aus  (28.)  und  (29.)  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Constante  C 
folgendes 

Resultat.  —  Denkt  man  sich  eine  isolirte  Kugelcalotte  mit  einer 
gegebenen  Elektricitäismenge  M  geladen ,  so  wird  der  constante  W^erth 
F,  welchen  das  elektrische  Potential^  nach  Eintritt  des  Gleichgewichts- 
zustandes, in  allen  Punkten  der  Calotte  besitzt^  zu  jener  Menge  M  in 
der  Beziehung  stehen: 
(30.)  F=     ''^ 


B  +  B" 

wo  B'   den   sphärischen   Radius   der  Calotte   vorstellt^   während  B   den 
Radius  ihres  Grundkreises  (d.  i.  ihres  Randes)  bezeichnet. 

Specialfall  der  Kreisfläche.  —  In  diesem  Fall  wird  offenbar 
B'  =  B,  sodass  die  Formeln  (28.),  (29.)  die  Gestalt  annehmen: 
(«.)  ilf=CB, 

(^.)  F-iC/r. 

Dies  ist  in  vollem  Einklang  mil  den  Formeln  (La),  (l.b)  Seite  412, 


*j    nach  welcher  lOo  zwischen  0  und  tc  h'egen  soll. 
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falls  man   nur   beachtet,   dass  das  gegenwärtige  F  dort  mit  F^  be- 
zeichnet ist. 

Specialfall  der  ganzen  Eugelfläche.  —  In  diesem  Fall   ist 
offenbar  B  =  0,   und    B'  =  A;r,    falls    nämlich   A   den   Radius   der 
Kugelfläche  vorstellt.     Somit  folgt  aus  (28.),  (29.): 
(y.)  if=iCA/r, 

mithin 

was  mit  bekannten  Sätzen  im  Einklang  steht. 


§  8. 
Fortsetzung*    Die  Dichtigkeit  der  auf  der  Calotte  vorhan- 
denen Elektricität. 

Es  sei  {ab)  ein  unendlich  kleines,  zur  gegebenen  Calotte  a  senk- 
rechtes, und  von  dieser  halbirtes  Linienelement,  von  solcher  Lage, 
dass  die  Richtung  von  a  nach  6  diejenige  ist,  in  welcher  die  In- 
clination  co  wächst  Bezeichnet  man  diese  Richtung  ab  mit  n,  so 
ergiebl  sich  für  die  elektrische  Dichtigkeit  D  die  Formel: 


d.  i. 


ö(o  dn  ^ 


WO  -^  einen  positiven  Werth  hat,  weil  w  in  der  Richtung  w  wächst. 
iMit  Rücksicht  hierauf  folgt  aber  aus  (7.)  Seite  372: 

SO  dass  sich  also  ergiebt: 

1    -   2  X   cos  W^  +  Ä2 

WO   F'^  und  Fj   die   partiellen  Ableitungen    von    F^  und  F^   nach  w 
vorstellen. 

Um  zunächst  im  Allgemeinen  F',  d.  i.  die  Ableitung  von  F 
nach  a,  zu  finden,  müssen  wir  zurückgehen  zur  Formel  (17.)  Seite  428. 
Diese  besitzt  bei  Einführung  geeigneter  Abkürzungen  die  Gestalt: 

80* 
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und   giebt   also,    falls    man   partiell   nach    co   differenzirt,    und    diese 
partiellen  Ableitungen  stets  durch  Accente  andeutet: 

(33.)  P'^IC /^y'-'y^l  +  l/i  il^' -  1-Vl-C 


Fig.  9  b. 


Dabei  haben  y,  \p^  (f\  t/;'  die  Werthe: 

1  —  2  Ä  cos  Ol  -1-  Ä« 

<p  = fi , 

(34.) 

<  -  8)1  cos  (üi  -  Jw„)  +  X^ 
V  « 1 .—  ^  V'    =  Isin  (Ol  -  ^ioa)  , 


^'  =s  .^sin  üß, 


und  ferner  T,   V,  £/',   V  folgende  Werthe: 

U  =  cos  I  [cu] ,  17'  =  —  ^  sin  |  [w] , 


(35. 


K  =  cos  i  [w  -  2cua] ,  *)  F'  =  -  I  sin  i  [w  -  äw^]. 

*]   Es  ist  nüralich  nach    'XIV.)   Seile  426:    [2wö  ~  co]  =  —  [  w  —  2aio]. 
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Auf  der  gegebenen  Calotte,  d.  i.  für  w  =  d>^,  nehmen  die 
Functionen  y,  V^,  y',  v'  folgende  Werthe  an: 

(gültig  im  Punkte  a  wie  auch  im  Punkte  b) 

<  —  2  X  cos  0)     +  A2 

(36.)  q)  =  ifj  ^  -j ,  y'  s=s  —  1/;    =  ^  sin  w^, 

und  zwar  gelten  diese  Formeln  auf  beiden  Seiten   der  Calotte,    d.  i. 
sowohl  für  den  Punkt  a,   wie  auch  für  den  Punkt  fc. 

Hingegen  haben  die  mit  [w]  und  [w  —  2co^]  behafteten  Func- 
tionen 17,  V,  U\  V  in  je  zwei  solchen  Punkten  a  und  b  entgegen- 
gesetzte Werthe,  wie  solches  aus  unseren  früheren  Betrachtungen 
[vgl.  namentlich  (XVI.)  Seite  426]  unmittelbar  folgt.  Um  zunächst 
die  Werthe  dieser  Functionen  im  Punkte  a  zu  finden,  wollen  wir 
(ebenso  wie  früher,  Seite  429)  festsetzen,  dass  w^  zwischen  0  und  n 
liegen  soll.  Alsdann  gelten  die  schon  damals  notirten  Relationen : 
(37.  a)  0  <  (Da  <  w^  =  2  w^  <  2  TT. 

Auch  mögen  ebenso  wie  damals  die  diesen  vier  Inclinalionswerthen 

entsprechenden  Calotten  hinzugefügt  werden: 

(37./^)  G,  a,  %,  .  G. 

Solches  festgesetzt  ist  offenbar  die  dem  Punkte  a  entsprechende 
Grösse  [co]  =  w^,  (vgl.  die  Figur  Seite  434).  Um  ferner  die  diesem 
Punkt  a  entsprechende  Grösse  [cd  —  2  wj  zu  finden,  haben  wir  zunächst 
diejenige  Calotte  zu  construiren ,  für  welche  die  Function  o)  —  2  «^ 
ein  ganzes  Vielfaches  von  2  n  wird ;  —  dies  ist  offenbar  die  Calotte  C^. 
Sodann  haben  wir  von  irgend  einem  Punkte  dieser  Calotte  aus  eine 
Curve  nach  dem  Punkte  a  zu  legen,  jedoch  so,  dass  die  gegebene 
Calotte  o  von  der  Curve  nicht  geschnitten  wird.  Endlich  haben  wir 
denjenigen  Zuwachs  zu  beobachten,  welchen  die  Function  to  —  %td„ 
bei  Durchlaufung  dieser  Curve  erfährt.  Dieser  Zuwachs  repräsentirt 
alsdann  die  dem  Punkte  a  zugehörige  Grösse  [w —  2  0)^].  Verfährt 
man  nach  dieser  Regel,  indem  man  dabei  hinblickt  auf  die  Figur 
Seite  434,  so  erhält  man  für  die  in  Rede  stehende  Grösse  den 
Werth  ri  +  o^a-     Es  ist  also  mit  Rücksicht  auf  (22.): 

(     [w]    =  Wa  , 

für  den  Punkt  a:   < 

(     [W   —   2  Wa]    =  iy   4-  Wa  =  2  TT  —  COa   . 

Subslituirt  man  aber  diese  Werthe  in   (35.) ,  so  ergiebt  sich 
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(im  Punkte  a) 
(38.  a)  ^  =  -  F  =  cos  |cüa ,         f/'  =  r  =  -  |  sin  \iOa  . 

Im  Punkte  6  sind,    wie   schon   benaerkt  wurde,   die  enlgegengeselzien 
Werthe  vorhanden.     Also 

(im  Punkte  b) 
(38. b)  (7=  -  r=  -  cos^Wa,         U'  =  V  =|sin|wa. 

Um  nun  schliesslich  F^,  F^  zu  erhalten,  sind  die  Werthe  (36.) 
und  (38.  a,  b)  in  (33.)  zu  substituiren.  Um  näher  hierauf  einzugehen, 
bemerken  wir,  dass  nach  (36.),  (38.a,  b)  sowohl  für  a  wie  auch 
für  b  die  Relationen  stattfinden: 

ip  ^  (p,  1/;'  =  -  f/)', 

so  dass  wir  also  i/;,  \p'  und  V,  V  eliminiren  können.    Die  in  solcher 
Weise  aus  (33.)  entstehende  Formel  lautet: 

Substituirt  man  endlich    hier   die   aus  (36.),  (38.  a)   speciell    für  den 
Punkt  a  sich  ergebenden  *  Werthe : 

Ucp'  ^  %cpU'  =:  —'l'^—  sin  Jwö, 


4A 


=  Sin  Ä  i'J 


so  erhält  man ; 


und  hieraus  folgt  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (36.) ,  (38.  a) : 


(       äy;i.sinlai^  2Asino*^,  /}^^  -  2Ä  cosw^  +  A*V 

*'       """*      (VT-~2A  cos  w„  +  Ä2         <   -  ^^cosoi,,  +  ia^^'*^!^—  2-yy7^^7^;;^|i 

Auch  übersieht  man  leicht,  das  für  F^  derselbe  Ausdruck  sich  er- 
giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  statt  der  Grössen  sin  ^m^ 
und  cos  iio„  die  enlgegengesetzlen  Grössen:  —  sin  Jro^  und  —  cos  4  w^ 
eintreten.     Demgemäss  kann  man  schreiben: 


(40.)  F=        L-h  if  Arctg  (iV), 

(0  .  .  TT) 

(41.)  F:  =  -  L  +  if  Arctg  (-  iV) 

(0  .    .  TT) 
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Hieraus  folgt: 

F^  -  F,  =  2L  -h  J/  ("Arclg  (.V)  -  Arclg  (-  N)]  , 

oder,  was  dasselbe  (vgl.  die  Note  Seite  415): 

F;^^Fi  =  21  -h  J»f  [tt  -  2  Arclg  («  N)]  , 
L  (0..Ä)  J 

=  2L  +  2i/  [^  -  Arctg  (-  N)\ , 

L  *  (0  .  .  TT)  J 

oder,  falls  man  für  L,  M  ihre  aus  (39.),  (40.)  ersichtlichen  Werthe 
substituirt ,  und  die  Wurzelgrösse  Vi  —  2  A  cos  o>^  +  A^  für  den 
Augenblick  =  q  setzt: 

(42.)    P'-^F'^cl- ?— ^  + ^  r^- Arctg        /_    ^ U- 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  (31.),  so  erhält  man  die  gesuchte 
elektrische  DichligkeU: 


wo   Q  s=  y^   —  2  A  cos  COö  4-  A2. 

Beseitigung  einer  gewissen  Einschränkung.  —  Die  ge- 
gebene Calotte  a  wird,  falls  man  ihre  Inclination  w^  einmal  =^7r, 
das  andere  Mal  ^fn  macht,  in  beiden  Fällen  eine  Halbkugel  sein. 
Ist  überhaupt  irgend  ein  positiver  ächter  Bruch  &  gegeben,  so  wird 
man  (abgesehen  von  der  verschiedenen  Lage)  ein  und  dieselbe  Ca- 
lotte erhalten,  einerlei  ob  man  co„  =  t>;r  oder  ^  2?^  —  &7i  setzt. 
Ja  noch  mehr:  man  erhält  (der  Gestalt  nach)  ein  und  dieselbe  Ca- 
lotte für  alle  (o„  von  der  Form: 

(A.)  C0(,  =  A^ .  2/r  ^  ^/^  ,        [d-  ein  pos.  achter  Bruch) 

WO  iV  eine  willkürlich  variirende  (bald  positive,  bald  negative)  ganze 
Zahl  sein  soll.    Will  man  aber  die  Formel  (43.)  auf  die  Calotte  anwen- 
den,  so    darf  man    für  o)^   nicht   diesen   allgemeinen  Werlh  nehmen, 
sondern  ist  gezwungen,  sich  des  speciellern  Werthes 
iS.)  lüa  =  ^TT  (^  ein  pos.  achter  Bruch) 

ZU  bedienen.    Denn  nach  unserer  [kurz  vor  {31,  u)  gemachten]  Vor- 
aussetzung soll  ja  (o„  stets  zwischen  0  und  tt  liogen. 

Nun  bemerkt  man  einerseits,  dass  die  Functionen 
sin  10 aj         sin  \oj„,         cos  Jcfj„ 
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für  das  specielle  Argument  (S.)  sämmllich  positiv  sind,  und  anderer- 
seits, dass  diese  Functionen  für  das  a//gfßmetne  Argument  (A.)  Werlhe 
annehmen,  die  sich  von  jenen  positiven  für  das  specielle  Argument 
(S.)  geltenden  Werthen  nur  durch  ein  anderes  Vorzeichen  unter- 
scheiden können.  Folglich  wird  man  die  Formel  (43.)  ganz  unum- 
schränkt^ nämlich  auf  das  allgemeine  Argument  (A.)  in  Anwendung 
bringen  können  ^  falls  man  nur  in  ihr  statt  sin  und  cos  substituirt 
abs  sin  und  abs  cos.  —  Wir  gelangen  somit  zu  folgendem 

Resultat.  —  Denkt  man  sich  eine  Calotte^  deren  Inclinalion  o^ 
beliebig  gegeben  ist^  isolirt  und  mit  irgend  welcher  Elektricitäismenge 
geladen^  so  wird  die  nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  vorhan- 
dene elektrische  Dichtigkeit  D  für  jeden  auf  der  Calotte  gelegenen  Punkt 
(A,  0)^,  y,  ri)  dargestellt  sein  durch  die  Formel: 

iki\    n  C    fg.  abs  sin  i  01^        abs  sin  a>„  [;,  /  q 

WO  p  =  Vi  —  2  A  cos  (Oö  -4-  A^. 

Ilicr  ist  B  der  Radius  des  Grundkreises  ^  und  C  eine  Constante^  welche 
abhängt  von  der  der  Calotte  zuerlheilten  Elektricitätsmenge. 

Die  in  dieser  Formel  (44.)  enthaltene  Inclination  co^  kann  be- 
liebig gegeben  sein^  also  unbestimmt  sein  bis  auf  Vielfache  von  %n. 

Beachtet  man,  dass  die  Coordinate  A  zum  Parameter  TI  in  der 
Beziehung  steht  [vgl.   (14.)   Seile  373]: 

und  dass  ferner  der  Rat^us  B  des  Grundkreises  zum  Radius  A  der 
Calotte  in  der  Beziehung  steht  [vgl.   (25.  a)   Seite  431]: 

B  =  A  .  abs  sin  iOa , 
so  kann  man  die  Formel   (44.)  auch  so  schreiben: 


(45.) 

D  = 

C    ^abs  sin  i  to^ 

abs  sin  w^ 

'            2B 

oder  auch 

so: 

(46.) 

D 

Q     /abs  sin  io» 

a            4         71 
■*"  2A      2    " 

L^  ^o'!':*|\TT.abscosia,JJ 


B 


abs  cos  {(o^ 


Bei  air  diesen  Formeln   (44.),   (45.),   (46.)  sind  in  Betreff  der  Con- 
stanten C  im  Auge  zu  behallen  die  Relationen  (28.) ,  (29.) : 
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(47.)  if  =  iC(B  -I-B'), 

(48.)  F=|C7r. 

Specialfall  der  Kreisfläche.  —  Für  diese  wird  w^  =  tt,  und 
A  =  oo,  also  nach   (46.): 

ferner  M  =  CB  und  Fs^iCn  (vgl.  Seile  432). 

Specialfall  der  ganzen  Eugelfläohe.  —   Für   diese    wird 
oig  =  0  und  B  =  0 ,  also  nach  (46.) : 


iß.)  Z)  =  ,^-{0  +  ,^}  = 


C 

8A" 


Zugleich    wird    M  ^=  iCAn    und    F^=^\Cn    (Seite   433);     sodass 
man  also  erhält: 

wie  a  priori  zu  erwarten  stand. 

§  9. 

Die  Oreen'sche  Function  und  die  Oreen'sche  Belegung  für 

eine  gegebene  Eugelcalotte. 

Um  die  Oreen'sche  Function  und  die  Oreen'sche  Belegung  für 
die  gegebene  Galotte  a  und  einen  gegebenen  Centralpunkt  o  zu 
finden,  hat  man  die  früher  (Seite  403)  aufgestellte  Regel  anzuwenden. 
Man  hat  also  um  o  mit  beliebigem  Radius  //  eine  Kugelfläche  zu 
beschreiben ,  und  diejenige  Galotte  s  zu  construiren ,  welche  in  Bezug 
auf  diese  Kugelfläche  (o,  //)  zur  Galotte  c  conjugirt  ist. 

Denkt  man  sich  diese  neue  Galotte  s  mit  derjenigen  elektrischen 
Belegung  versehen,  welche  ohne  äussere  Kräfte  im  Gleichgewicht 
ist,  und  deren  Potential  auf  s  selber  =1  ist,  so  gelten  für  die 
Dichtigkeit  Z),  dieser  Belegung  und  für  das  von  ihr  auf  einen  be- 
liebigen Raumpunkt  x  ausgeübte  Potential  F^,  zufolge  unserer  vor- 
hergehenden Untersuchungen*),  die  Formeln: 


*)  Die  Gleichung  (49.)  folgt  aus  unseren  früheren  Formein  (16.),  (4  8.) 
Seite  428,  falls  man  nur  beachtet,  dass  im  gegenwärtigen  Faü  F=  4  werden 
soll.     Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  nämlich  aus  (18.)  sofort:    C  =  —  •     Und  dieser 
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(49.)     F.  =  1  (Arctg  (.--.„l^^-^)  +  ^  Arc^^  (t;;:^^^.-;^)} , 

A    fabssiaiu'.  abs  sin  iü.    r„  /  r  \1\ 

Hier  bezeichnet  Ä  den  Radius  des  Grundkreises  der  Calotte  s;  ferner 
x'  den  in  Bezug  auf  ^  zu  o;  conjugirten  Punkt.  Gleichzeitig  sind  fr 
und  P  die  Inclinationen  und  Parameter  der  betrefifenden  Punkte  in 
Bezug  auf  den  Grundkreis  der  Calotte  «. 

Ebenso  wie,  unter  Zugrundelegung  der  Kugelfläche  (o,  ff),  «zu 
ö  conjugirt  ist,  ebenso  mag  der  Raumpunkt  x  conjugirt  sein  zu  einem 
mit  f  bezeichneten  Punkte.  Alsdann  ergeben  sich ,  was  die  ursprfmg- 
liche  Calotte  a  betrifft,  für  die  dem  Centralpunkte  o  entsprechende 
Green'sche  Function  G%  sowie  für  die  Dichtigkeit  rj^  der  demselben 
entsprechenden  Green'schen  Belegung  die  Formeln  (Seite  403): 


(51.) 
(52.) 


Es  handelt  sich  nun  darum,  mittelst  dieser  Formeln  G^  und  if^  dar- 
zustellen als  Functionen  der  Punkte  o,  g  und  o^)^  resp.  ihrer  Coor- 
dinaten. 

Zu   diesem  Zweck   mögen   zunächst  die  schon  eingeführten  Be- 
zeichnungen vervollständigt  werden  durch  die  Tafel: 


(53.) 


1 

a 

r 

(0,  H) 

X 

s 

X 

Werlh  von  C  ist  also  in   (<6.)   zu  substituiren.  —  Sodann    ergiebl    sich  die  Glei- 
chung (50.)   aus  unserer  früheren  Formel   (45.)  Seite  438,   indem  man  wiederum 


(7=   -  setzt. 
n 


*)  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  wir  die  Buchstaben  a  und  5 
hier  in  doppelter  Weise  verw^enden,  iudem  wir  darunter  bald  die  Calolten  selber, 
bald  Punkte  auf  diesen  Calotten  verstehen 
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Vgl.  Seite  393.  Es  kann  alsdann  f  nach  Belieben  deßnirt  werden 
entweder  als  derjenige  Punkt,  welcher  zu  f  conjugirt  ist  in  Bezug 
auf  die  Calotte  <t,  oder  auch  als  derjenige,  welcher  zu  x'  conjugirt 
ist  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  (o,  //).  Gleichzeitig  mögen  die 
peripolaren  Coordinaten  der  Punkte  o,  |,  f',  a  in  Bezug  auf  den 
Grundkreis  der  gegebenen  Calotte  a  mit 

A,        w,       (p,       n, 
und   die   peripolaren   Coordinaten   der  Punkte  o^  x^  x\  s   in   Bezug 
auf  den  Grundkreis  der  Hülfscalotle  s  mit 

/,  Wy  Vj  P 
bezeichnet  sein.  Dabei  mag,  was  die  Rechnung  der  Inclinationen 
(0  und  w  betrifft,  festgehalten  werden  an  der  auf  Seite  382  fest- 
gesetzten Regel.  Als  obere  Seiten  der  den  beiden  Calotten  s  und  a 
zugehörigen  äussern  Grundflächen  sollen  nämlich  entweder  die  einan- 
der zugekehrten^  oder  die  von  einander  abgewandten  genommen  werden. 

Alsdann  gelten  nach  (48. b)  Seite  384  die  Relationen: 
(L)  WxS  lüu  ^  iOoj   (mod  Stt)  , 

(11.)  M^x'S  cüw,  —  Wo,    (modS/r). 

Denken  wir  uns  die  beiden  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  (o,  H) 
einander  conjugirten  Punkte  x  und  f  in  beliebiger  Bewegung  begriffen^ 
jedoch  so,  dass  x  niemals  mit  der  Calotte  «,  mithin  f  niemals  mit  der 
Calotte  a  in  Berührung  kommt,  [vgl.  (53. )1 ,  so  erhalten  wir  aus  (I.) 
für  irgend  ein  Zeilelement  dieser  Bewegung  folgende  Formel: 
(1.  A^  dwx  =^  d  [lüt  —  lOo]  , 

wo  das  frühere  Congruenzzeichen  (^)  in  ein  Gleichheitszeichen  (=) 
übergegangen  ist,  und  wo  das  auf  der  rechten  Seite  befindUche  a>^ 
auch  gestrichen  werden  könnte,  weil  co^  constant,  mithin  dm^  =  0 
ist.  Und  durch  Integration  dieser  Formel  über  irgend  einen  endlichen 
Zeitraum  der  genannten  Bewegung  ergiebt  sich : 

(I.  ß)  1  d  Wx  —  J  d  {cot  —  lOo)  , 

9  Y 

falls  man  nämlich  die  Anfangs-  und  die  iS'wdpositionen  der  beiden 
in  Bewegung  begriffenen  Punkte  resp.  mit  g,  y  und  a?,  l  bezeichnet. 
Der  Bequemlichkeit  willen  mag  g  gelegen  sein  auf  der  äussern  Grund- 
fläche  der  Calotte  s,   also   y  auf  der  mit   a   conlinen    und   durch   o 
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geheoden  Calotte*).  Alsdann  wird  offenbar  das  in  der  letzten  Formel 
auf  der  rechten  Seite  stehende  Integral  ungeändert  bleiben,  wenn 
man  den  Punkt  ^  ^"f  dieser  Calotte  beliebig,  z.  B.  bis  zum  Punkte  o 
verschiebt.  Mit  andern  Worten:  Die  in  der  letzten  Formel  enthal- 
tenen Integrale  werden  auch  dann  noch  einander  gleich  sein^,  wenn 
man  die  Integrationscurve  des  Ixnhen  Integrals  nach  wie  vor  von  g 
nach  .r,  hingegen  diejenige  des  rechten  Integrals  nicht  mehr  von  y, 
sondern  von  o  aus  nach  £  gehen  lässt;  falls  man  nur  dabei  an  der 
Voraussetzung  festhält,  da^s  die  Curve  y  .  .  ,  x  niemals  mit  der  Ca- 
lotte «,  und  die  Curve  o  .  .  .  f  niefnals  mit  der  Calotte  a  in  Berührung 
kommen  soll.    Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  also  die  Formel : 

(I.  C)  /  dwx  =  I  d(a)^  -—  Wo) . 

g  0 

Die  in  diesen  Integralen  enthaltenen  Functionen  w^  und  («^  —  w^) 
stehen  in  einer  bemerkenswerthen  Beziehung  zu  den  unteren  Inte- 
grationsgrenzen g  und  0.  Und  zwar  besteht  diese  Beziehung  darin, 
dass  die  Function  w^  sich  auf  Null  reduciren  würde,  sobald  x  nach  ^ 
rücken  wollte,  und  dass  andererseits  die  Function  [w^  —  co^)  eben- 
falls zu  Null  werden  würde,  falls  |  nach  o  rücken  wollte.  Nimmt 
man  also  Rücksicht  auf  die  Vieldeutigkeit  dieser  Functionen,  so  wird 
zu  sagen  sein,  dass  die  Function  w^  im  Punkte  g  sich  auf  ein  ganzes 
Vielfaches  von  2  n  reducire ,  und  dass  Analoges  gelte  von  der  Function 
(©i  —  Wo)  mit  Bezug  auf  den  Punkt  o.  Demgemäss  kann,  auf  Grund 
unserer  früheren  Definitionen  (Seite  426,  427),  das  in  der  letzten 
Formel  enthaltene  Integral  linker  Hand  mit  [w^] ,  und  das  daselbst 
auftretende  Integral  rechter  Hand  mit  [w^  —  w^]  bezeichnet  werden ; 
so  dass  also  jene  Formel  die  Gestalt  annimmt: 

(«.)  [Wx]     =    [CO^    —   Cüo]  . 

Ebenso  wie  diese  Formel  aus  (I.)  entstanden  ist,  ebenso  wird  offen- 
bar aus   (II.)  sich  folgende  Formel  ergeben: 

iß.)  [W^']    =    [Cü..  —  COo]  ,  . 


*)  Denn  es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  diese  mit  a  conftne  (vgl.  die 
erste  Note  S.  417),  und  durch  o  gehende  Calotte  diejenige  ist,  welche  in  Bezug 
auf  die  Kugelfläche  (o,  H)  zur  äussern  Grundfläche  der  Calotte  s  in  Conjunction 
steht. 
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Auch  tibersieht  man  sofort,  dass  die  in  diesen  Formeln  («.),  {(i.) 
enthaltenen  Grössen  [tv^] ,  [w^']  identisch  sind  mit  den  schon  in  (49.) 
vorkommenden  Grössen  [ttjj,  [w^]. 

Soll  die  Bedeutung  dieser  Grössen  kurz  recapitulirt  werden,  so 
ist  zu  schreiben*): 


ff    , 

X 


ff 
und  hinzuzufügen ,  dass  g  irgend  einen  Punkt  der  äussern  Grundfläche 
der  Calotte  s   vorstellt,   und   die   Integralionen   hinzuerstrecken   sind 
über  zwei  von  g  nach  ,r,    resp.  nach  x'  gehende  und  die  Calotte  s 
nicht  schneidende  Curven. 

Und  soll  andererseits  die  Bedeutung  der  in  (a.) ,  (ß,)  auf  der 
rechten  Seite  stehenden  Grössen  recapitulirt  werden,  so  ist  zu 
schreiben  **) : 

(y.)  [co|   -^  Wo]  =jdw, 

0 

(d.)  [w|'  —  cool  =Jda), 

0 

die    Integrationen    hinerstreckt    über    zwei    von    o   nach  f,    resp.  g* 
gehende  und   die  Calotte  o  nicht  schneidende  Curven. 

Um  über  die  Werthe  der  Integrale  (y.) ,  {d\)  eine  deutlichere 
Vorstellung  zu  gewinnen,  construiren  wir  irgend  eine  Meridianebene 
der  Calotte  a ,  welche  den  Grundkreis  derselben  in  ß  schneiden  mag, 
beschreiben  sodann  um  ß  als  Mittelpunkt  in  dieser  Meridianebene 
einen  unendlich  kleinen  Kreis,  und  bezeichnen  diejenigen  Punkte, 
in  denen  dieser  Kreis  von  der  Calotte  a  und  von  den  durch  die 
Punkte  f ,  f',  0  gehenden  confinen  Calotten  geschnitten  wird,  resp. 
mit  a,  f,  f',  0.  Verstehen  wir  alsdann  unter  t  denjenigen  Winkel 
o/?f ,  dessen  Bogen  vom  Radius  ßa  nicht  geschnitten,  ferner  unter 
tj  denjenigen  Winkel  oßt\  dessen  Bogen  wiederum  von  jenem  Radius 


♦)  Vgl.   (I.C)  und  (a.). 
**)   Man  vergleiche  wiederum   (I.C)   und   (a.)  ,    und  beachte  dabei,    dass  das 
in   (I.C)   enthaltene  lOo  gestrichen  werden  kann.     Denn  es  ist  (Oq  constant y  mithin 
diüo  =  0. 
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(iG  nicht  geschnitten  wird,  so  sind  offenbar  die  Integrale  (/.)  und  (d.), 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  identisch  resp.  mit  r  und  rj. 

In  unserer  Figur  kann,  wie  man  sofort  erkennt,  der  Radius 
ßi'  bezeichnet  werden  als  das  Spiegelbild  des  Radius  /?f  in  Rezug 
auf  ß<5.  Rezeichnet  man  nun  ferner  das  Spiegelbild  von  ßo  in  Rezug 
auf  die  Halbirungslinie  des  Winkels  oß^  mit  ßG\  so  ist,    wie  leicht 


Kig.   H. 


ZU  übersehen,  der  Winkel  ^  gleichgross  mit  dem  von  oa  und  oc 
gebildeten  Winkel  •&,     Wir  erhalten  also: 

o 

r 

(C.)  fdio  =  ±ri  =  ±  &. 

0 

Das  Wichtige  dieser  etwas  mühsamen  Retrachtung  besteht  in  der 
erreichten  Elimination  des  atmliaren  Punktes  f.  In  der  That  können 
die  Winkel  r  und  &  unmittelbar  construirt  werden  mittelst  der  Ca- 
lotte  a  und  der  beiden  Punkte  o,  |. 

Durch   Zusammennähme  der  Formeln  («.),  (/?.),   (y.),   (^.),  (f.), 
(f.)   folgt  sofort: 

(in.)  [iv.]  =  ±  T, 

(IV.)  [w,']  «  ±  *. 

Ferner  ist  nach  (36.),   (38.)  Seite  381    und  (57.  a)   Seite  387: 
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in  =  p„  n, 


0     1 


Ä2 

B 

= 

H2 

= 

n.do) 

^x 

"i 

WO  B  und  B  die  Radien  der  Grundkreise  der  GaloUen  a  und  s  vor- 
stellen.    Hieraus  folgt  durch  Division: 

(V.) 

(VI.) 

(VII.)  ^=1'^,     mithin  auch :    /-  =  ^"'  • 

Und  endlich  folgt  aus  den  beiden  Formeln  (VII.) : 

(VIII.)  ik^Z'i'^i^. 

Dies  vorausgeschickt,  ergiebt  sich  aus  (49.),  (51.)  mit  Benutzung 
der  Relationen  (III.) ,  (IV.)  und  (Vll.) ,  (VIII.) : 

desgleichen  ergiebt  sich  aus  (50.) ,   (52.)  unter  Anwendung  der  Re- 
lationen (I.)  und   (V.),   (VI.),   (Vll.): 


(55.)  ^0  ^ 


7l2  .  n^  .   (CT 0)2 

n«  .  abs  sin  (oi^  -  (o^) 

«7l2B  .    {(TO)^ 


{  2       i'!'%  (n,n, .  abs  cos  i  (0,^  -  cJ,) )/  • 


Unsere  eigentliche  Aufgabe  besteht  darin,  die  Grössen  G| 
und  7]l  darzustellen  als  Functionen  der  peripolaren  Goordinaten  der 
Punkte  0,  I,  resp.  der  Punkte  o,  a.  Und  diese  Aufgabe  ist  für  tj^ 
durch  die  Formel  (55.)  im  Wesentlichen  gelöst.  Hingegen  wird 
dieselbe  für  G|  mitteist  der  Formel  (54.)  erst  dann  absolvirt  sein, 
wenn  es  uns  gelingt,  den  in  ihr  enthaltenen  auxiliären  Punkt  |'  zu 
beseitigen. 

Zu  diesem  Zweck  bemerken  wir,  dass  jene  Formel  (54.)  auch 
so  geschrieben  werden  kann: 

(56.)  Gl  =  -^  /Arctg  l-^]  -h  ^  Arctg  (— ^\\, 
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wo  alsdann  T  und  6  die  Bedeutungen  haben: 

(57.)  T  =  M,      e=|i^^ 

Hieraus  folgt,  indem  man  für  (of)  und  TT^,  TT|  ihre  Werthe  (Seite 
372,  373)  substituirt: 

,^g  .  ^  ^  V^^  -1-  ^q)  (^  -1-  ^|)  -  (<  -  ^q)  (<  -  ^|)  cos  (y,  --  y^)  "  n,X^  cos  (a>^  ■  «,v> 

Ein  analoger  Ausdruck  ergiebt  sich  für  6.  Und  dieser  verwandeil 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Punkten  |'  und  i  statt- 
findenden Relationen '^)  in  folgenden: 

0  ^  Vi^  4-  ^q)  (<  +  A|)  -  (4  -  A^)  (4  --  ;i|)  cos  (y,  -  y^)  -  4  X^  X^  cos  (o),  -h  a>t  ~  i  m^] 

Somit  gelangen  wir,  indem  wir  in  (56.)  auch  noch  (oj)  durch  T 
ersetzen,  zu  folgendem 

Satz  über  die  Qreen'sohe  Function.  —  Repräsentirt  G*  die 
Green  sehe  Function  einer  gegebenen  Kugelcalolte  a  in  Bezug  auf  einen 
beliebig  gegebenen  Centralpunkl  o,  und  soll  derjenige  Werth  G|  ange- 
geben werden y  den  diese  Function  in  irgend  einem  Punkte  ^  besitzt^  so 
bezeichne  man  die  Inclination  der  gegebenen  Calotle  o  mit  w^, 
ferner  den  Radius  ihres  Grundkreises  mit  B,  und  endlich  die  diesem 
Grundkreise  entsprechenden  peripolaren  Coordinaten  der  Punkte  o  und  { 
resp.  mit  A^,  (o^,  y^,  TT^  und  k^^  (o^,  cp^^  FT^.  Alsdann  lautet  der  ge- 
suchte  Werth  G\  folgendermassen : 

WO  T,  0  die  in  (58.),  (59.)  angegebenen  Ausdrücke  vorstellen^  während 
T,  &  gewisse  Winkel  bezeichnen ,  die  (vgl.  Seite  444)  in  folgender  Weise 
zu  construiren  sind: 

Man  markire  denjenigen  Punkt  /?,  in  welchem  irgend  eine  Meri- 
dianebene  der  Calotte  a  vom  Grundkreise   geschnitten  wird^   beschreibe 


*)   Diese  Relationen  sind  (vgl.  Seite  379)  : 

(o^,  -h  (o^S^o)^^   (modÄTr), 
fp^,  =  qpe,    (mod  %7v). 
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sodann  in  dieser  Ebene  um  ß  als  Mittelpunkt  eine  unendlich  kleine 
Kreisperipherie  ^  und  bezeichne  die  Punkte  ^  in  denen  diese  Peripherie 
von  der  Calotte  a  und  von  den  confinen^)  durch  o  und  f  gehenden 
Calotten  geschnitten  wird^  resp,  mit  o^  o,  i.  Endlich  markire  man 
auf  dieser  Peripherie  noch  denjenigen  Punkt  a\  welcher  das  Spiegelbild 
von  a  in  Bezug  auf  die  Halbirungslinie*^)  des  Winkels  oßi  repräsentirt. 
Die  so  erhaltenen  vier  Punkte  o,  |,  o,  a  zerlegen  die  unendlich  kleine 
Kreisperipherie  in  eben  so  viele  Bögen.  Und  zwar  wird  alsdann  derjenige 
Bogen  (of),  welcher  die  Punkte  a,  a  nicht  enthält^  den  Winkel  r, 
und  derjenige  Bogen  (ctcj'),  welcher  die  Punkte  o,  |  nicht  enthält^ 
den   Winkel  &  repräsentiren. 


Fig.   42. 

Man  erkennt  hieraus  sofort,  dass  die  Function  G\  bei  Ver- 
tauschung der  Punkte  o  und  i  ungeändert  bleibt,  wie  solches  a  priori 
zu  erwarten  stand.  —  Ferner  gelangt  man  mittelst  der  Formel  (55.) 
zu  folgendem 

Satz  über  die  Oreen'sche  Belegung.  —  Bepräsentirt ,  was 
die  Calotte  a  anbetrifft^  r^  die  Dichtigkeit  der  dem  gegebenen  Central- 
punkt  0  entsprechenden  Green  sehen  Belegung ,  und  soll  derjenige  Werth  t]^ 
angegeben  werden ,  den  diese  Dichtigkeit  in  irgend  einem  Punkte  a  de»' 
Calotte  besitzt^  so  bezeichne  man  die  peripolaren  Coordinaten  der  Punkte 
0  und  a  resp.  mit  A^,  w^,  y^,  TT^  und  A^,  co^,  qp^,  TT^.  Alsdann 
drückt  jener  Werth  sich  folgendermassen  aus: 


♦)   Vgl.   die  erste  Note  Seite  44  7. 
**)    Diese  Halbirungslinie  ist  in  vorstehender  Figur  punktirt  angegeben. 

AbbandJ.  d.  K.  S.  Oesellsoh.  d.  Wisvensch.  XX.  M 
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(6^)  r]0^  = 


TT2  .  abs  sin  {(a„  —  w^ 


l  «  Ä)  (na n,  .  ab.  cos  i  (a,„  -  «, )  )/  ' 


2  7i2B  .    (ro;3 

Aier   bedeutet   [ad]    den   geradlinigen   Abstand   der  beiden   Punkte  a,  o, 
und  hat  also  zufolge   (57.)   de7i    Werth: 

vorausgesetzt^  dass  man  unter  T  f/f?w  Ausdruek  (58.)  ve^^steht^  denselben 
bezogen  gedacht  auf  die  Coordinaten  A^,  w^,  y^  wiid  A^,  co«,  (f„. 

Sowohl  hier,  wie  im  vorhergehenden  Salz  (60),  können  die 
Inclinationen  o>^,  w^,  w^  beliebig  gegeben  sein,  also  unbeslimmt  sein 
bis  auf  ganze  Vielfache  von  27r. 

Prüfung  der  Formel  für  die  Green'sohe  Function.  — 
Man  kann  diese  Formel  prüfen  mittelst  eines  gewissen  allgemeinen 
Satzes^) ,  nach  welchem  die  Gesammtmasse  M^  der  dem  Punkte  o 
(als  Centralpunkt)  entsprechenden  Green*schen  Belegung  den  Werth 
haben  muss: 

wo  F,  F  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  früher  (Seite  428). 
Diesen  allgemeinen  Satz  können  wir  nämlich  in  der  Art  zur  Prüfung 
verwenden,  dass  wir  einerseits  die  Masse  M*  mittelst  der  Formel 
(60.),  andererseits  den  Quotienten  der  beiden  F  mittelst  der  Formeln 
(16.),  (18.)  Seite  428  berechnen,  und  sodann  nachsehen,  ob  diese 
beiden  Werthe  wirklich  einander  gleich  sind. 

Dabei  wollen  wir  der  Bequemlichkeit  willen,  was  die  Lage  der 
Galotte  o  und  des  Punktes  o  betrifft,  einen  möglichst  concreten  Fall 
betrachten.  Es  seien  nämlich  c  und  q  gegebene  Zahlen,  die  der 
Relation  entsprechen: 

(ß.)  0  <q  <  c  <7t; 

und  es  mag  c  die  Inclination  der  Galotte  a,  andererseits  q  die  In- 
clination  des  Punktes  o  vorstellen.  Ferner  befinde  sich  der  Punkt  f 
in  unendlicher  Entfernung;  so  dass  also  die  Inclination  dieses  Punktes 


*)   Vgl.    mein    Werk    über    das   Log.  und  Newt.   Potential   (Teubner,    4  877), 
daselbst  Seite  341  ,    (9.). 
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=:  0  gesetzt  werden  darf*).     Entwirft  man  die  diesen  Verhältnissen 

entsprechende  Figur**) ,    so   findet   man    mittelst  der    auf  Seite  447 

angegebenen  Construction  sofort: 

(y.)  7  =  g,  ^  =  2/r—  2c-Hg, 

mithin : 

(d.)  cos  \t  =  cos  ^q  j  cos  \&  =  —  cos  (c  —  ^q]. 

Ferner  ergeben  sich,  weil  f  im  Unendlichen,  mithin  |'  im  räumlichen 
Mittelpunkt  fi  der  Calotte  a  liegt,  für  T  und  0  aus  (57.)  folgende 
Werthe : 

WO  o'  den   (in  Beziehung  auf  a)  zu  o  conjugirten  Punkt  vorstellt***). 

Substituirt  man  nun  die  Werthe  (d.) ,   (f.)    in  die  Formel   (60.), 
so  folgt: 

(C.)     Gl  =  -=^  /n,  Arctg  l—-^-—\  +  n,'  Arctg  (^ ::l1-       \l. 

Nun  aber  kann  diese  Function  G^,  ihrer  allgemeinen  Definition  nach, 
angesehen  werden  als  dasjenige  Potenlial,  welches  von  der  dem 
Punkte  0  entsprechenden  Green'schen  Belegung  auf  f  ausgeübt  wird. 
Bezeichnet  man  also  die  Gesammtmasse  dieser  Belegung  [wie  schon 
in  (a.)  geschehen]  mit  M",  und  beachtet  man,  dass  bei  unserer 
gegenwärtigen  Betrachtung  f  als  unendlich  fem  vorausgesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich  sofort: 

denn  T\^  kann  als  offenbar  als  der  Absland  jenes  unendlich  fernen 
Punktes  f  von  der  Calotte  angesehen  werden.  Und  durch  Ver- 
gleichung  von   (f.)   und   (^.)   folgt  sofort: 

(^.)     ifo  =  _L_  (n,  Arctg  (■■     ^    ,   \  +  n,'  Arctg  (^ ", --^^1  • 


*)   Sie   könnte  nUmlich  auch   gleich   einem   ganzen    Vielfachen    von  2  ;r  ge- 
setzt werden. 

**)   Der  Leser  wird  gebeten ,   diese  Figur  wirklich  zu  zeichnen ,   wobei  Rück- 
sicht zu  nehmen  auf  die  in   iß.)   gemachten  concreten  Angaben. 

***)  In  (e.)  sind  für  6  zwei  Werlhe  angegeben.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
dass  der  zweite  aus  dem  ersten  unmittelbar  folgt  mittelst  des  Satzes  Seite  379. 
(33.).  • 

31* 
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Andererseits   folgt  aus   Seite  428    (16.)  und  (18.),    wenn   man 
daselbst  den  beliebigen  Punkt  f  mit  dem  Buchstaben  o  bezeichnet: 

'")        T  =  i {f'% (nr^-j)  ^ ft^  Ä (^V^.-] )}' 

und  gleichzeitig  ergeben  sich  im  gegenwärtigen  concreten  Fall  für  die 

hier  aufiretenden  Winkel  und  Cosinus  die  Werthe*): 

(x.) 

cos  ^[lOo]  =  cos  ^qf,  cos  |^[a>o']  =  —  cos  (c  —  ^q). 

Substituirt  man  aber  diese  Werthe  in  (/.) ,  so  wird  in  der  Tbat  jener 
Ausdruck  (/ )  ideniisch  mit  dem  Ausdruck  [d-.] ;  wie  nach  dem  all- 
gemeinen Salz   («.)  zu  erwarten  stand. 


§  10. 

Uebertragung  der  im  vorhergehenden  §.  erhaltenen 
Resultate  auf  den  Fall  der  Eugelfläche^^). 

Allgemeine  Betrachtungen.  —  Denken  wir  uns  für  eine 
WM  geschlossene  Fläche  und  für  einen  gegebenen  Gentralpunkt  o  die 
Green  sehe  FuncUon  G|  gebildet,  so  ist  dieselbe  von  bestimmter  Bedeu- 
tung Tür  jedweden  Punkt  |  des  ganzen  unendlichen  Baumes.  Denn  es 
kann  dieselbe  definirt  werden  als  dasjenige  Potential,  welches  auf 
den  Punkt  f  ausgeübt  wird,  von  der  dem  Punkte  o  entsprechenden 
Green  sehen  Belegung;  während  diese  Belegung  ihrerseits  deBnirt 
werden  kann  als  diejenige  elektrische  Belegung,  welche  auf  der  zur 
Erde  abgeleiteten  Fläche  inducirt  werden  würde  durch  einen  in  o 
befindlichen  elektrischen  Massenpunkt  von  der  Masse  ( —  1). 

Sind  die  Begriflfe  in  solcher  Weise  fixirt,  so  wird  offenbar  G] 
für  jedweden  Raumpunkt  |  auch  dann  noch  eine  bestimmte  Bedeutung 
behalten,  wenn  man  die  migeschlossene  Fläche  in  eine  gescUossene 
sich  verwandeln  lässt.      Und  zwar  wird  alsdann^   wie   leicht   zu  über- 


*)   Dabei   wird   wiederum    vorausgesetzt,    dass   der  Leser   die  von  ihm  ent- 
worfene Figur  zu   Käthe  zieht. 

**)  Mit  Leichtigkeit  könnten  wir  unsere  allgemeinen  Formeln  [Seile  446, 
(60.)  und  (6K)]  auch  übertragen  auf  den  Special  fall  der /Trew/läc/ic.  Doch  würden 
sich  hiebei  in  jenen  Formeln  nur  so  unbedeutende  Aenderungen  ergeben,  dass 
ein  näheres  Eingehen  auf  diesen  Fall  unnöthig  erscheint. 
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sehen^  G\  für  solche  Punkte  k^  die  von  o  durch  die  Fläche  ge- 
lrennt sind^  identisch  werden  mit  der  reciproken  Entfernung: 

Um  die  Richtigkeit  dieser  allgemeinen  Bemerkung  an  einem  einfachen 
Beispiel  zu  controliren,  wollen  wir  den  für  die  Green'sche  Function 
einer  Kugelcalolte  erhaltenen  Ausdruck  (Seite  446)  einem  näheren 
Studium  unterwerfen,  nämlich  die  Gestalt  untersuchen,  welche  dieser 
Ausdruck  annimmt,  sobald  man  die  gegebene  Calotte  allmählig  in 
eine  volle  Kugelfläche  sich  verwandeln  lässt. 

Die  Green'sche  Function  einer  Kugelcalotte ,  respective 
einer  vollen  Eugelfläche.  —  Dabei  wollen  wir  gleich  von  Anfang 
annehmen,  dass  der  Radius  A  der  gegebenen  Calotte  einen  endlichen 
Werth  habe,  dass  hingegen  der  Radius  B  ihres  Grundkreises  unend- 
lich klein  sei.  Bei  dieser  Calotte,  die  nur  noch  unendlich  wenig  von 
einer  i;o//ew  Kugelfläche  diflerirt,  sind  nun,  was  die  Lage  der  Punkte 
0  und  f  betrifft,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 


*)   Beiläufiges  Paradoxon.  —  Lässt  man  die  betraclilete  FPaclie  um  deu  Punkt  o 
herum  sich  schliessen,   so  wird  die  von  ^  abhängende  Function 

G|  -  r.j 

für  alle  Punkte  ^  des  ausserhalb  der  Fläche  liegenden  R<iumes  ?l  gleich  Null  sein, 
hingegen  bestimmte  von  Null  verschiedene  Werthe  besitzen  für  diejenigen  Punkte  ^, 
welche  dem  Innenraum  3»  der  Fläche  angehören.  Gleiches  wird  daher  auch  statt- 
finden,  falls  man  die  Fläche  nicht  vollständig,  sondern  nur  bis  auf  eine  unendlich 
kleine  Oeffnung  sich  schliessen  lässt.  Und  man  hat  im  lelztem  Fall  also  zwei 
durch  die  unendlich  kleine  Oeffnung  mit  einander  comraunicirende  Räume  %  und  3, 
also  (mit  andern  Worten)  einen  einzigen  zusammenhängenden  Raum,  von  welchem 
31  und  3  Theile  sind ,  und  zugleich  eine  Function 

die  in  dem  einen  Theile  dieses  Raumes  ^0  ist,  im  andern  aber  nicht.  Das  aber 
steht  in  diametralem  Widerspruch  mit  einem  bekannten  allgemeinen  Salz  [vgl.  mein 
Werk  über  das  Log.  u.  Newt,  Potential  (Teubner  1877),  daselbst  Seite  9.  {18.}]- 
Doch  verschwindet  dieser  Widerspruch ,  wenn  man  das  Wort  „unendlich  klein^ 
(was  ja  stets  nur  als  Abbreviatur  dient)  eliminirl,  und  den  dahinter  verborgenen 
Thatbestand  aufdeckt.  Denn  alsdann  wird  zu  sagen  sein ,  dass  die  in  Rede 
siehende  Function  im  Räume  St  Werthe  besitzt,  die  durch  Verkleinerung  der  ge- 
nannten Oeffnung  behebig  nahe  an  Null  herangedrückt  werden  können,  die  aber, 
so  lange  jene  Oeffnung  noch  nicht  völlig  verschwunden  ist,  immer  noch  von  Null 
verschieden  sein  werden  j  oder  wenigstens  von  Null  verschieden  sein  können.  Und 
diesem  Wortlaut  gegenüber  verschwindet  in  der  That  die  Anwendbarkeit  des  citir- 
ten  allgemeinen  Satzes,   mithin  auch  der  in  Rede  stehende  Widerspruch, 
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Erster  Fall:  Die  beiden  Punkte  o  und  f  liegen  auf  verschie- 
denen Seilen  der  Kugelfläche.  —  Alsdann  ergeben  sich  für  die  im 
Allgemeinen  mit  r  und  &  bezeichneten  Winkel  unter  Anwendung 
der  auf  Seite  447  angegebenen  Constructionsmethode*)  die  Werthe: 
(2.)  T  =  27r,  ;^  =  0, 

also: 

(3.)  cos  |t  =s  —  1 ,         cos  \'d'_  =  1 . 

Ferner   erhalt  man   für  die   Ausdrücke  T,  6,  Seite  446    (57.),   die 
Werthe : 

{L\  T_  B{oD  ^  _    B(or) 


Ä,Ä^'  Ä,Ä|. 


wo  die  R  die  Abstände  der  betreflfenden  Punkte  (o,  {  und  |')    \on 
dem  unendlich  kleinen  Grundkreise  bezeichnen. 
Aus  (3.)   und  (4.)   folgt  ziemlich  leicht*^) : 

(0..7r)  yCOS^ty;  (0.  ,71) 

(^•)  ^""^^S  (-Jt7)  =  Arclg  (-  T)  =  ^  -  T. 

(0..Ä)  yCOS^T/  (0..Ä) 

Und  durch  Substitution   dieser  Werthe  (5.),  (6.)    in   die   ailgemeioe 
Formel  Seite  446   (60.)  folgt  sofort: 

(9.)  ■■■'•=  Tp;  T. 

oder,  falls  man  für  T  seinen  Werth  (4.)  substituirt; 


*)  Bei  Anwendung  dieser  Methode  hat  man  allmählig  vorzugehen,  nämlich 
den  Radius  des  Grundkreises  zu  Anfang  sehr  klein  zu  nehmen,  und  sodann  erst 
verschwinden  zu  lassen. 

**]  Die  Grössen  T  und  9  sind  nämlich,  wie  aus  (4.)  ersichtlich,  mit  dem 
unendlich  kleinen  Factor  B  (den  Radius  des  unendlich  kleinen  Grundkreises)  be- 
haftet. Somit  folgt  aus  (4.) ,  dass  diese  Grössen  T  und  6  beide  positit^  und  beide 
unendlich  klein  sind.  Ist  aber  e  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse,  so  geRea 
stets  die  Formeln: 

Arctg  {e)  =6,.        und:   Arctg  (—  c)  =  tt  —  €, 

(0 .  .  ;r)  (0  .  .  7J) 

wie   solches   aus    unsern    Definitionen    [vgl.    die    Note   auf   Seite  415]    sich    leicht 
ergiebt. 
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was  mit  unserer  vorangeschickten  allgemeinen  Betrachtung  in  vollem 

Einklang  steht,  [vgl.  (1.)]. 

Zweiter  Fall:    Die  Punkte  o  und  f  liegen  auf  derselben  Seite 

der  Kugelfläche,  —  In  diesem  Fall  treten  an  Stelle  der  Formeln  (2), 

(3.)   folgende: 

T  =  0,  ^  =  27r, 

cos  -|t  =  4  ,  cos  ^^  =r  —  4 , 

wie  solches  wiederum  mittelst  unserer  allgemeinen  Constructions- 
methode  (Seite  447)  sich  leicht  ergiebt.  Hingegen  bleiben  die  For- 
meln (4.)  dieselben.  Und  man  gelangt  daher,  (was  weiter  auszu- 
führen überflüssig  sein  würde)  zu  folgendem  Resultat: 

<"■)  «i-^sii^ 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

Dabei  sind  unter  den  R  die  Abstände  der  betreffenden  Punkte  von 
dem  unendlich  kleineji  Grundkreise,  d.  i.  von  einer  beliebigen  Stelle^*) 
der  Kugelfläche  zu  verstehen.  Demgemäss  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Liegen  die  Punkte  o  und  |  beide  auf  derselben  Seite *'^^)  der 
Kugelfläche  ^  und  soll  die  diesen  Punkten  entsprechende  Green  sehe 
Function  G|  ermittelt  werden  j  so  construire  man  den  in  Bezug  auf  die 
Kugelfläche  zu  o  conjugirten  Punkt  o\  und  markire  auf  der  Kugelfläche 
einen  beliebigen  Punkt  f.     Alsdann  ist: 


*)  Bringt  man  nämlich  den  Satz  Seite  379  (33.)  in  Anwendung  auf  den 
Fall  eines  unendlich  kleinen  Grundkreises ,  so  gehen  daselbst  die  TT  in  die  R  über ; 
und  man  erhält: 

^  Ar  "■  ^^  Äj ' 

und  mittelst  dieser  Gleichung  geht  die  Formel   (H.)  in  {kt.)  über. 

^)  Sind  nämlich  die  Rugelfläche  und  die  beiden  Punkte  o  und  ^  gegeben^ 
so  kann  man  jene  Fläche  immer  ansehen  als  eine  Kugel calotte  von  unendlich 
kleinem  Grundkreis,  und  hat  dabei  freie  Wahl  in  Betreff  der  Stelle,  an  welcher 
man  diesen  unendlich  kleinen  Grundkreis  auf  der  gegebenen  Kugelfläche  sich  vor- 
stellen will. 

***}  Ob  dies  die  äussere  oder  innere  Seite  ist,  bleibt  gleichgültig. 

i)  Dass  dieser  Werth  der  richtige  ist,  kann  mittelst  bekannter  Methoden 
leicht  controlirt  werden. 
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wo  {wie  leicht  ut  übersehen)  der  erste  Factor  ^^  unabhängig  ist  von 
der  Lage  des  Punktes  Punktes  f^  nämlich  ein  und  denselben  Werth  be- 
hält^ wenn  man  diesen  Punkt  f  auf  der  Kugelfläche  sich  bewegen  lässt. 
Die  Green'sohe  Belegung  für  die  Eugelfläche.  —  Wir 
(lenken  uns  wiederum  die  Kugelfläche  als  eine  Kugelcalolte  von 
unendlich  kleinem  Grundkreise.  Alsdann  können  die  in  der  allge- 
meinen Formel  Seite  448  (61.)  enthaltenen  Inclinationen  w^  und  o)^ 
ebenfalls  unendlich  klein  gedacht  werden*).  Und  bei  dieser  Auf- 
fassungsweise  ergiebt  sich  sofort: 

abs  sin    {lOa  —  lOo)  =  abs  [lOa  —  w^) , 
(H.)  abs  sin  \  [lOa  —  o)o)  =  ^  abs  [lOa  —  u)o) » 

abs  cos  ^  {ü)a  —  Wo)   ^  1 . 

Da  ferner  B  (der  Radius  des  Grundkreises)  unendlich  klein  ist,  so 
wird  in  der  genannten  allgemeinen  Formel  Seite  448  (61.)  das 
Argument  von  Arctg  unendlich  klein  und  zugleich  positiv  sein;  so 
dass  also  dieser  Arctg  identisch  wird  mit  seinem  Argument. 

Mit  Rücksicht   auf  diese  Bemerkungen  gewinnt  jene  allgemeine 
Formel  folgende  Gestalt: 

n,  abs  (ai„  -  01^)         n;abs(<a^-ai^)         n    abs  (oi^  -  a>^) 

oder,  weil  das  erste  und  dritte  Glied  einander  zerstören**),  folgende 
Gestalt: 

(üfW  no  —       ^*        abs  {u)a  -  (uo) 

Offenbar   können  wir  auf  der  gegebenen  Kugelflöche  den  Ort, 
an    welchem   wir   uns   den   unendlich   kleinen   Grundkreis   vorstellen 


*)  Jene  Inclinationen  lOa  und  lOo  sind  in  jener  allgemeinen  Formel  Seite  448 
(6K)  unbestimmt  bis  auf  beliebige  Vielfache  von  Stt,  und  haben  also  im  vor- 
liegenden Fall  Werthe  von  der  Form: 

a><y  =  6  4-  if  .  2  TT  , 

w^  =  ^  4-  AT  .  äTT, 

wo  6,  ^  unendlich  kleine  Grössen,  hingegen  M,  N  willkürliche  ganze  Zahlen 
sind.  Der  Bequemlichkeit  willen  setzen  wir  aber  M  und  N  gleich  Null;  und 
haben  alsdann  für  jene  Inclinationen  in  der  That  unendlich  kleine  Werthe. 

**j  Diese  Zerstörung  ist  eigentlich  Luxus.  Denn  jene  Glieder  würden,  weil 
sie  unendlich  klein  [nämlich  mit  dem  Factor  abs  {(Oa  —  coo)  behaftet]  sind,  auch 
dann  verschwinden,  wenn  sie  einander  nicht  zerstörten. 
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wollen,  willkürlich  wählen "*).  Und  von  dieser  Willkür  wollen  wir 
Gebrauch  machen,  um  die  vorstehende  Formel  (16.)  möglichst  zu 
vereinfachen.  Wir  legen  nämlich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel- 
fläche und  den  Punkt  o  eine  gerade  Linie,  bezeichnen  die  beiden 
Punkte,  in  denen  die  Kugelfläche  von  dieser  Linie  geschnitten  wird, 
mit  a  und  fe,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  {oa)  >  {ob)  ist,  und 
versetzen  sodann  jenen  unendlich  kleinen  Grundkreis  an  die  Stelle  a. 
Oder  genauer  ausgedrückt:  Wir  denken  uns  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  auf  der  Linie  {ao),  unendlich  nahe  an  a,  und  die  Ebene  des 
Kreises  senkrecht  gegen  die  Linie  {ao).  Alsdann  werden  die  un- 
endlich kleinen  Inclinationen  co^  und  co^  zum  unendlich  kleinen  Ra- 
dius B  jenes  Kreises  in  folgender  Beziehung  stehen: 

(ab)  ci>a  =  2B  , 
.    [ao)  Wo  =  28  ; 
wie  solches  aus  der  geometrischen  Anschauung  unmittelbar  sich  er- 
giebt.     Hieraus  folgt 

°  ^  [ao]  {ab) 

Substituirt  man  diess  in  (16.),  und  beachtet  zugleich,  das  TT^  =  {ao) 

ist,  so  folgt: 

/-«  V  _      (ao)^      abs  [(ao)  -  (ab)] 

^     '^  "o  —  in  (<ro)«  {ao)  {ab) 

oder,  was  dasselbe  ist: 

^      ^^  'öT  —  in  {ab)  (ao)9  ' 

Also  folgender  Satz: 

Soll  für  eine  Kugelfläche  die  Dichtigkeit  der  einem  gegebenen  {äussern 
oder  innern)  Centralpunkt  o  entsprechenden  Green  sehen  Belegung  an- 
gegeben werden^  so  bezeichne  man  diejenigen  beiden  Punkte  der  Kugel- 
fläche  j  deren  Entfernungen  von  o  am  grössten  und  kleinsten  sind^  re- 
spective  mit  a  und  b.  Alsdann  hat  jene  Dichtigkeit  an  irgend  einer 
Stelle  c  der  Kugelfläche  den  in  (18.)   angegebenen   Werth"^). 


*)  Vgl.  die  zweite  Note  Seite  453. 

**)  Selbstverständlich  steht  dieser  Satz  in  vollem  Einklang  mit  denjenigen 
Ergebnissen,  zu  welchen  man  in  Betreff  dieser  Belegung  auf  anderem  Wege  ge- 
langt. Vergl.  z.  B.  mein  Werk  über  das  Log,  u.  Newt.  Potential  (Teubner  ^877), 
daselbst  Seite  64,  Formel   («3.),  imd  Seite  67,  Formel  (28.). 
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Man  kann  die  Formel  (18.)  auch  so  schreiben 

wo  der  Factor  C  constant  ist,   nämlich  nur  abhängt  von   den  festen 
Punkten  o,  a  und  b. 
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KB«  In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  nicht  weiter  für  nöthig  erachtet, 
Rechenschaft  abzulegen  über  die  einfache  Beziehung,  in  welcher  die  Green'sche  Function 
und  die  Green'sche  Belegung  zu  den  elektrostatischen  Problemen  steht.  Doch  findet  man 
darüber  einige  beiläufige  Bemerkungen  auf  Seite  450  zu  Anfang  des  §  4  0. 
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VORWORT. 


Briot  erklärt  in  seinem  Essai  sur  la  Ihiorie  mathematique  de 
la  lumiere  (1864)  die  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  eines  Berg- 
krystalles  eintretende  circulare  Polarisation  durch  die  Annahme  einer 
in  der  Richtung  der  Radien  der  Basis  spiralförmig  angeordneten 
Lagerung  der  AethermolekUle.  Eine  solche  Spirale  erscheint  an  ihren 
beiden  Enden,  von  aussen  gesehen,  in  genau  gleicher  Weise;  eine 
rechts  oder  eine  links  gewundene  Spirale  behält  an  beiden  Enden 
denselben  Charakter,  und  es  würden  hiernach  also  die  beiden  Enden 
aller  drei  die  gegenüberliegenden  Seitenkanten  des  Prismas  verbin- 
denden Nebenaxen  von  völlig  gleicher  Beschaffenheit  sein. 

Genügt  nun  auch  die  von  Briot  gemachte  Annahme  zur  Er- 
klärung der  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes  im  Berg- 
krystall,  so  ist  sie  doch  für  die  Erklärung  eines  anderen,  ebenfalls 
am  Bergkrystalle  auftretenden  Vorganges  nicht  ausreichend. 

Meine  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften 
des  Bergkrystalles*)  haben  den  Nachweis  geliefert,  dass  zwar  die 
drei  Nebenaxen  desselben  einander  gleichen,  dass  jedoch  die  beiden 
Enden  einer  jeden  Nebenaxe  in  einem  Gegensatze  zu  einander  stehen. 
Es  finden  sich  nämlich  an  den  Enden  der  Nebenaxen  eines  Berg- 
krystalles  elektrische  Pole,  die,  wenn  wir  die  Seitenkanten  des  Pris- 
mas, in  welchen  die  Nebenaxen  endigen,  der  Reihe  nach  verfolgen, 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  sodass  also  jede  einzelne  der 
drei  Nebenaxen  eine  elektrisch  polare  Axe,  deren  eines  Ende  positiv, 
das  andere  negativ  ist,  darstellt. 

Ein  verschiedenes  Verhalten  der  beiden  Enden  einer  Nebenaxe  tritt 
nun,  wie  oben  hervorgehoben,  nicht  ein,  wenn  wir  die  Aethermoleküle 


*)    Abhandl.  d.  K.  Sachs.  Gesellsch.   d.  Wissensch.     Bd.  XIH.    S.  349  —  392. 
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spiralförmig  in  gleichem  Sinne  längs  der  ganzen  Nebenaxe  gelagert 
annehmen ;  dagegen  lässt  sich  eine  Anordnung,  welche  einen  solchen 
Gegensatz  erzeugt,  gewinnen,  wenn  wir  von  der  Spirale  nur  den 
kreisförmigen  Umlauf  beibehalten  und  annehmen,  dass  infolge  der 
Krystallisalionsverhältnisse  des  Bergkryslalles  die  Aethertheilchen  um 
die  Nebenaxe  leichter  in  der  einen  Richtung  beweglich  sind,  als  in 
der  anderen.  Die  Richtung  der  leichteren  Drehung,  d.  h.  die  Rich- 
tung, nach  welcher  die  Aethertheilchen  sich  leichter  in  eine  kreis- 
förmige Bewegung  um  eine  Nebenaxe  setzen  lassen,  würde  dann  z.  B. 
von  dem  einen  Ende  einer  Axe  aus  gesehen  rechtsum,  von  dem 
anderen  Ende  derselben  Axe  betrachtet  aber  linksum  erscheinen. 
Um  die  drei  Nebenaxen  miisste  entsprechend  dem  elektrischen  Ver- 
halten die  leichtere  Drehung  so-  vertheilt  sein,  dass  sie  stets  um  zwei 
benachbarte  Axenenden  eine  entgegensetzte  Richtung  besässe. 

In  den  Berichten  der  Gesellschaft  vom  Jahre  1865*)  habe  ich 
gezeigt,  dass  die  elektrischen  Vorgänge  sich  durch  kreisförmige 
Schwingungen  des  Aethcrs,  je  nach  den  Umständen  unter  Bethei- 
ligung der  Moleküle  der  materiellen  Substanzen  erklären  lassen.  Die 
beiden  ModiGcationen  der  Elektricität,  die  positive  und  die  negative, 
unterscheiden  sich  nach  dieser  Auffassung  blos  durch  die  Richtung 
der  Drehung;  ein  und  derselbe  Wirbel  (wenn  ich  der  Kürze  wegen 
diesen  Ausdruck  gebrauche)  stellt  auf  der  einen  Seite  die  positive, 
auf  der  andern  die  negative  Modification  der  Elektricität  dar.  Wäre 
man  also  im  Stande,  um  die  Nebenaxe  eines  Bergkrystalles  eine  kreis- 
förmige Bewegung  des  Aethers  unter  Betheiligung  der  materiellen 
Moleküle  zu  erzeugen,  die  im  Verlaufe  der  ganzen  Axe  in  demselben 
Sinne  erfolgte,  so  müssten  die  Enden  dieser  Axe  elektrisch  erscheinen 
und  zwar  das  eine  Ende  positiv,  das  andere  negativ. 

Wenn  nun  die  obige  Annahme,  wonach  die  kreisförmige  Be- 
wegung der  Aethertheilchen  um  die  Nebenaxen  eines  Bergkrystalles 
leichter  in  dem  einen  Sinne  als  in  dem  entgegengesetzten  erfolgt, 
der  Wirklichkeit  entspricht,  so  müssen  mittelst  beliebig  gerichteter 
Schwingungen,  welche  den  Krystall  durchdringen,  die  Aethertheilchen 
im  Sinne  der  leichtern  Drehung  in  Umschwung  gesetzt  werden,  die 
Enden  der  Axen  also  elektrische  Pole  zeigen. 


*)    Berichle  der  niath.-phys.   Klasse    1865,   S.  7. 
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Infolge  der  vorstehenden  Erörterungen  lag  es  nahe,  die  Schwin- 
gungen des  Lichtes  auf  eine  solche  Wirkung  zu  prüfen.  Wenn  ge- 
wöhnliches Licht,  dessen  Schwingungen  bald  linear  nach  den  ver- 
schiedensten Richtungen,  bald  kreisförmig  oder  elliptisch  mit  wech- 
selnden Drehungsrichtungen  erfolgen,  in  beliebiger  Richtung  auf  einen 
Bergkrystall  treflFen,  so  werden  diese  Schwingungen,  falls  sie  über- 
haupt jene  Wirkung  auszuüben  vermögen,  in  ihrer  Gesammtwirkung 
stets  eine  Drehung  der  Aelhertheilchen  unter  Betheiligung  der  mate- 
riellen Moleküle  im  Sinne   der  leichteren  Beweglichkeit  veranlassen. 

Ein  auf  dieses  Ziel  gerichteter  Versuch,  bei  welchem  das  durch 
einen  metallischen  Hohlspiegel  von  500"""  Brennweite  und  100"™ 
Oeffnung  concentrirte  Sonnenlicht*  auf  einen  Bergkrystall  ungefähr  in 
der  Richtung  einer  Nebenaxe  geleitet  wurde,  ergab  nun  in  der  That 
eine  Entwickelung  von  Elektricität  und  zwar  in  der  oben  angedeuteten 
Weise,  dass  (den  Krystall  als  einfach  vorausgesetzt)  die  Enden  einer 
jeden  Nebenaxe  entgegengesetzte  Pole  zeigten,  und  die  nebeneinander 
liegenden  Enden  zweier  benachbarten  Nebenaxen  ebenfalls  entgegen- 
gesetzte Polaritäten  besassen. 

Eine  gleiche  Elektricitätserregung  entstand,  als  anstatt  des  Sonnen- 
lichtes die  Strahlen  einer  Gasflamme  mittelst  des  Hohlspiegels  auf  den 
Bergkrystall  geworfen  wurden. 

Bei  weiterer  Prüfung  ergab  sich,  dass  vorzugsweise  nicht  sowohl 
die  eigentlichen  Licht-,  als  vielmehr  die  Wärmestrahlen  die  Ent- 
stehung der  Elektricität  in  dem  Bergkrystalle  hervorrufen,  so  dass  die- 
selbe auch  durch  die  dunkeln  Wärmestrahlen,  welche  aus  einem  nur  bis 
30  oder  1 00®  erhitzten  Körper  hervorgehen,  bewirkt  werden  konnte. 

Das  im  Vorstehenden  beschriebene  Verfahren  erzeugt  Elektricität 
durch  einen  wesentlich  anderen  Vorgang,  als  die  Aenderung  der 
Temperatur  die  thermoelektrischen  Spannungen.  Dies  ergiebt  sich 
sofoit  aus  dem  Umstände,  dass  die  auf  den  Kanten  eines  Bergkrystalles 
infolge  der  Bestrahlung  auftretende  Elektricität  derjenigen,  welche  auf 
denselben  Kanten  bei  steigender  Temperatur  entsteht,  gerade  entgegen- 
gesetzt ist,  dass  die  erslere  Elektricität  also  in  ihrem  Vorzeichen  mit 
der  beim  Erkalten  erscheinenden  Polarität  übereinstimmt.  Ferner 
erreicht  die  durch  die  Bestrahlung  erzeugte  Elektricität  in  sehr  kurzer 
Zeit,  meistens  innerhalb  30  Secunden,  ein  Maximum,  wenn  die 
Intensität  der  Bestrahlung  constant  bleibt.    Wir  haben  sie  daher  durch 


Digitized  by 


Google 


462  VV.  G.  Hankel,  .6 

einen  besonderen  Namen  von  der  thermoelektrischen  zu  unterscheiden 
und  wollen  sie  als  Aktinoelektricität  bezeichnen. 

Vor  Kurzem   ist  von  Jacques  und    Pierre  Curie*)  die   Ent- 
deckung  gemacht,   dass  auf  hemimorph   gebildeten  Krystallen    beim 
Zusammenpressen  derselben  in  der  Richtung  der  hemimorphen  Axe  an 
den  Enden  dieser  letzteren  polare  Elektrrcität  auftritt;  d.  h.  dass  beim 
Zusammenpressen   in  der  angedeuteten  Richtung  das  eine  Ende  der 
hemimorphen  Axe  die  eine ,  das  andere  die  entgegengesetzte  Elektri- 
cität    annimmt.     Beim    Nachlassen    des    Druckes    kehren    sich     die 
elektrischen  Polaritäten   an  beiden   Enden   der  Axe  um.     J.  und  P. 
Curie   sprechen   als  allgemeine  Regel   aus,   dass  die  durch  Zusam- 
menpressen entstehende  Elektricitä^  mit  der  bei  der  Abkühlung,  und 
die  beim  Nachlassen  des  Druckes  erzeugte  mit  der  bei  der  Erwär- 
mung auftretenden  in  Betreff  ihres  Vorzeichens  übereinstimme;  dass 
also  die  Elektricität  dieselbe  Beschaffenheit  besitze,   gleichgültig   in 
welcher  Weise   die  Moleküle   näher    an   einander  gebracht   werden 
(durch  Druck  oder  durch  Abkühlung),  oder  andererseits  von  einan- 
der  entfernt    werden    (durch    Nachlassen   des    Druckes    oder   durch 
Erwärmung). 

In  einer  kurzen  Notiz  in  den  Berichten  für  1880**)  habe  ich 
aber  mitgetheilt,  dass  diese  von  J.  und  P.  Curie  aufgestellte  Regel 
keine  allgemeine  Gültigkeit  hat.  Während  sie  bei  den  Krystallen 
des  Turmalins,  des  Boracits,  des  Kieselzinkerzes,  der  Weinsäure, 
des  Rohrzuckers  und  des  Milchzuckers  zutrifft,  widerspricht  ihr  das 
Verhalten  der  Bergkrystalle,  sowie  der  Krystalle  des  Struvits  und 
des  neutralen  weinsauren  Kalis.  Bei  den  Krystallen  dieser  letzteren 
drei  Substanzen  stimmt  vielmehr,  wie  ich  später  näher  dariegen 
werde,  die  beim  Zusammenpressen  entstehende  Elektricität  mit  der 
beim  Erwärmen ,  und  entsprechend  die  beim  Nachlassen  des  Druckes 
erzeugte  mit  der  beim  Erkalten  auftretenden  überein.  Da  die  durch 
Druck  erzeugte  Elektricität  sonach  auch  besonderen  Gesetzen  unter- 
liegt, so  wird  es  angemessen  sein,  derselben  gleichfalls  einen  be- 
sonderen Namen  beizulegen,  und  es  dürfte  sich  dazu  die  Bezeichnung 
Piezoelektricität  eignen. 


*)   Compt.  rend.  hebd.  d.   söances  de  l'Acad.  des  Sciences.  Bd.  9{.  S.  294. 
**)  Berichte  der  malh.-phys.  Klasse  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  4  880.  S.  U4. 
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Wenn  nun  auch  die  Thermoelektricität,  die  Aktinoelekiricität 
und  die  Piezoeiektricität  der  Bergkrystalle  durch  verschiedene  Vor- 
gänge erzeugt  werden,  so  hängen  doch  alle  drei  Erregungsweisen 
der  Elektricität  bei  diesem  Minerale  von  der  eigenthümlichen  Gestal- 
tung seiner  Krystalle,  nämlich  von  der  hemimorphen  Ausbildung 
seiner  drei  Nebenaxen  ab.  Dieser  Umstand  macht  es  nöthig,  bevor 
ich  zur  Erörterung  der  verschiedenen  auf  der  Oberfläche  der  Berg- 
krystalle hervortretenden  elektrischen  Spannungen  übergehe,  eine 
klare  Darlegung  des  Wesens  seiner  Krystallgestalt  zu  geben. 


L  Krystallographisehe  Verhältnisse  des  Bei^krystalles. 

Die  allgemeinste  Gestalt  im  hexagonalen  Systeme  ist  die  dihexa- 
gonale  Pyramide,  deren  Basis  ein  Zwölfeck  von  gleichen  Seiten,  aber 
nur  abwechselnd  gleichen  Winkeln  bildet.  Man  kann  sie  aus  der 
gleichschenkligen  sechsseitigen  Pyramide  ableiten,  indem  man  die 
Nebenaxen  derselben  im  Verhältniss  von  1  :  n  (wo  1  <^  »  <^  2)  ver- 
längert und  durch  den  Endpunkt  der  Hauptaxe,  sowie  durch  je  einen 
Endpunkt  einer  unveränderten  und  einer  benachbarten  in  dem  ange- 
gebenen Verhältnisse  verlängerten  Nebenaxe  Ebenen  legt.  Wird  nach 
Naumann  die  allgemeine  sechsseitige  Pyramide  mit  iw P bezeichnet, 
so  ist  das  Symbol  für  die  entsprechende  zwölfseitige  mPn.  In  Fig.  1 
Taf.lV  stellt  zz'  die  Hauptaxe  dar;  xx\  yy  und  nu'  sind  die  Nebenaxen. 

Meine  Untersuchungen  über  das  elektrische  Verhalten  des  Berg- 
krystalles  weisen  nun  darauf  hin,  dass  den  drei  Nebenaxen  xx\  yy' 
und  uii  eine  physische  Bedeutung  zukommt,  und  es  sind  demnach 
bei  der  zwölfseitigen  Pyramide  stets  die  um  den  Endpunkt  einer 
Nebenaxe  (z.  B.  y)  gelegenen  vier  Flächen  (a,  6,  c,  d)  als  ein  zusam- 
mengehöriges System  zu  betrachten. 

Es  seien  a,  6,  c,  d  Fig.  I  Taf.  IV  die  zu  dem  vorderen  Endpunkte 
der  Nebenaxe  oy  gehörigen  vier  Flächen  der  zwölfseitigen  Pyramide 
m  Pn.  Lassen  wir  bei  dieser  Pyramide  eine  Hemiedrie  in  der  Weise 
eintreten,  dass  eine  Fläche  um  die  andere  wächst  und  verschwindet 
(trapezoedrische  Hemiedrie),  so  bleiben  von  den  zuvor  bezeichneten 
vier  Flächen  nur  zwei,  entweder  a  und  d  oder  b  und  c  erhalten; 
und   durch   ihre  Vergrösserung  bis  zum   gegenseitigen  Durchschnitte 
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entstehen  zwei  hexagonale  Trapezoeder  (Fig.  II  und  111)  Taf.  IV,  von 
denen  das  eine  das  Spiegelbild  des  anderen  ist,  die  sich  also  wie 
zwei  rechts  und  links  symnaetrische  Körper  verhalten.  In  ihnen  sind  in 
ganz  bestimmter  Weise  zwei  Drehungen  ausgesprochen  und  es  sollen 

daher   die   beiden   Trapezoeder    mit    r  ^'-^    und    l  ^^y-^  bezeichnet 

werden. 

Um  den  Sinn  der  durch  die  Buchstaben  r  und  l  angedeuteten 
Drehungen  festzustellen,  wollen  wir  in  folgender  Weise  verfahren. 
Wir  legen  durch  die  verticale  Hauptaxe  zz'  und  durch  den  Schwer- 
punkt der  einzelnen  Flächen  Ebenen.  Denken  wir  uns  nun  in  die 
Hauptaxe  gestellt,  so  soll  r  (rechts)  und  l  (links)  die  Drehungen 
bezeichnen,  welche  wir  ausführen  müssen,  um  auf  dem  kürzesten 
Wege  von  der  durch  den  Schwerpunkt  der  oberen  Flache  gelegten 
Ebene  zu  der  durch  den  Schwerpunkt  der  unteren  (zu  demselben 
Systeme  gehörigen  Fläche)  gelegten  Ebene  zu  gelangen.  Wachsen 
also  die  Flächen  a  und  rf,  während  b  und  c  verschwinden,  so  ent- 
steht ein  linkes  hexagonales  Trapezoeder ,  l  ^^^^  Fig.  II ;  wachsen 
unter  Verschwinden  von  a  und  d  die  Flächen  b  und  c,  so  entsteht 
die  entsprechende  rechte  Gestalt  r  ^^  Fig.  III. 

Es  kommen  nun  diese  hexagonalen  Trapezoeder  in  der  That 
bisweilen  vollständig  beim  Bergkrj^stalle  vor,  sind  aber  von  den  Kry- 
stallographen  nicht  als  solche  anerkannt  worden*).  So  sagt  Nau- 
mann**): »dass  bis  jetzt  noch  kein  Körper  vorhanden  ist,  an  welchem 
die  trapezoedrische  Hemiedrie  als  solche  zur  Ausbildung  gebracht 
wäre;  denn  die  am  Quarze  bisweilen  beobachteten  hexagonalen  Tra- 
pezoeder sind  entweder  durch  gleichzeitige  Ausbildung  zweier  correlater 
trigonaler  Trapezoeder***)  oder  durch  eine  Zwillingsbildung  zu  er- 
klären, bei  welcher  sich  zwei  Individuen  vollkommen  einverleibt  sind«. 


*)  Wie  weil  ihr  Vorkommen  mit  den  sonstigen  physikalischen  Eigenschaften 
des  Bergkrystalles  verträglich  ist,  wird  weiterhin  erörtert  werden.  S.  468,  471. 
**)  Naumann,  Elemente  der  theoretischen  Krystallographie.  S.  200. 
***)  Dies  ist  nicht  möglich.  Nach  Naumann  entstehen  zwei  correlate  Trapezoeder 
aus  einem  hexagonalen  Skalenoeder ;  durch  die  gleichzeitige  Ausbildung  zweier  cor- 
relater Trapezoeder  würde  also  nur  ein  hexagonales  Skalenoeder,  aber  kein  hexa- 
gonales Trapezoeder  entstehen.  Ein  solches  würde  erst  durch  die  Vereinigimg 
zweier  aus  den  beiden  verschiedenen  Skalenoedern  hervorgegangenen  trigonalen 
Trapezoeder  erzeugt  werden. 
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Die  soeben  erwähnten  trigonalen  Trapezoeder' betrachtet  Nau- 
mann als  letartoedrische  Gestalten  der  dihexagonalen  Pyramide^); 
er  lässt  sie  entweder  durch  Tetartoedrie  aus  der  dihexagonalen  Pyra- 
mide, oder  durch  eine  neue  Hemiedrie  aus  dem  hexagonalen  Skale- 
noeder  entstehen. 

Durch  die  thermoelektrische  Vertheilung  am  Bergkrystalle  habe 
ich  aber  in  der  oben  citirten  Abhandlung  den  Nachweis  geführt,  dass 
diese  trigonalen  Trapezoeder  eine  ganz  andere  Bedeutung  besitzen, 
als  die  Naumann'sche  Ableitung  ihnen  beilegt.  Ich  habe  gezeigt, 
dass  beim  Bergkrystall  an  den  Enden  einer  jeden  Nebenaxe  ent- 
gegengesetzte Polaritäten  auftreten,  dass  also  nach  der  Richtung 
jeder  dieser  Axen  ein  Hemimorphismus  vorhanden  ist.  Lassen  wir  nun 
an  jeder  der  drei  Nebenaxen  der  beiden  oben  beschriebenen  hexa- 
gonalen Trapezoeder  eine  vollständige  hemimorphe  Gestaltung  ein- 
treten, sodass  an  dem  einen  Ende  der  Nebenaxen  (z.  B.  y  und  ent- 
sprechend dem  Charakter  des  hexagonalen  Systems  x'  und  u)  die 
zu  ihm  gehörigen  Flächen  sich  ausbilden,  an  dem  anderen  Ende  {y\ 
X  und  u)  derselben  Axen  aber  nicht  zur  Entwicklung  gelangen,  so 
entsteht  aus  jedem  der  beiden  hexagonalen  Trapezoeder  ein  trigonales, 
welches  dieselbe  Drehung  besitzt,  wie  diejenige  hexagonale  Gestalt, 
aus  welcher  es  entstanden  ist.  Wenn  dieselben  Vorgänge  sich  an 
den  entgegengesetzten  Axenenden  vollziehen,  die  Flächen  also  an 
den  Enden  y\  x  und  u  wachsen,  an  den  Enden  y,  x'  und  u  aber 
verschwinden,  so  entstehen  ebenfalls  zwei  trigonale  Trapezoeder,  von 
denen  jedes  mit  dem  entsprechenden  vorhin  abgeleiteten  zwar  gleiche 
Gestalt  hat,  aber  in  seiner  Stellung  um  180®  (oder  60®)  verschieden 
ist.  Wir  erhalten  also  vier  trigonale  Trapezoeder,  zwei  rechte  und 
zwei  linke.  Das  eine  rechte  (oder  linke)  kann^mit  dem  andern  rechten 
(oder  linken)  durch  eine  Drehung  von  180®  oder  60®  zur  vollständigen 
Deckung  gebracht  werden. 

Die  beiden  Enden  einer  jeden  Nebenaxe  zeigen  beim  Bergkry- 
stalle entgegengesetzte  thermoelektrische  Spannungen ;  dieselben  sind  bei 
steigender  Temperatur  gerade  die  entgegengesetzten  als  bei  sinkender. 
Da  sich  die  beim  Erkalten  auftretenden  elektrischen  Vorgänge  bequemer 
beobachten  lassen  als  die  beim  Erwärmen,  so  habe  ich  in  meinen 
iVbhandlungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der  Krystalle, 

*)  Naumann,  Elemente  u.  s.  w.    S.  249. 
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namentlich  auch  um  Weitläufigkeilen  und  leicht  mögliche  Verwech- 
selungen zu  vermeiden,  fast  stets  nur  die  bei  der  Abkühlung  beob- 
achteten Elektricitüten  aufgeführt  und  eben  diese  auch  auf  den  zur 
übersichtlichen  Darstellung  der  elektrischen  Vertheilungen  dienenden 
Tafeln  in  die  Netze  der  einzelnen  Krystalle  eingetragen. 

Da  ich  nun  im  Folgenden  in  gleicher  Weise  verfahren  werde, 
so  will  ich  die  beiden  Enden  einer  Nebenaxe  so  unterscheiden,  dass 
das  beim  Erkalten  positive  Ende  das  Zeichen  -|-,  das  beim  Erkalten 
negative  das  Zeichen  —  erhält.  Beim  Bergkrystall  sind  beim  Er- 
kalten die  Enden  der  Nebenaxen  der  Reihe  nach  abwechselnd  elektrisch 
positiv  und  negativ ;  ebenso  findet  bei  der  Entstehung  der  trigonalen 
Trapezoeder  ein  Wachsen  der  Flächen  des  hexagonalen  Trapezoeders 
an  den  abwechselnden  Enden  der  Nebenaxen  und  ein  Verschwinden 
an   den  dazwischen   liegenden   statt.      Wenn    daher   durch   das  vor 

ri!^  und  l^^^^  gesetzte  Zeichen  -f-  und  —  angedeutet  wird,  dass 

die  Flächen  dieser  Gestalten  nur  an  den  durch  diese  Zeichen  be- 
stimmten Enden  der  Nebenaxen  vorhanden  sind,  an  den  anderen  aber 
fehlen,    so   lassen   sich   die   vier   trigonalen   Trapezoeder    durch   die 

Symbole  -|-  r-^^^,  —  ^^y^?  +  ^^~  ^^^  —  ^^V^  völlig  bestimml 
darstellen.  +  ^^j^  und  —  ^'V^  haben  gleiche  Gestalt  und  unter- 
scheiden sich  blos  durch  eine  um  1 80^  (oder  60^)  verschiedene  Lage. 
Eben  dies  gilt  von  -f-  /^^  und  —  l^^. 

Untersuchen  wir  nun,  welche  Gestalten  durch  eine  nach  den 
Nebenaxen  hemimorphe  Bildung  entstehen,  wenn  n  die  Grenzwerthe 
1   und  2,   und  m  den   Grenzwerlh  oo  annimmt. 

Wird  bei  der  dihexagonalen  Pyramide  wiP»  der  Ableitungscoefficient 
n  =  1,  so  erhalten  wir  die  gewöhnliche  sechsseitige  Pyramide  mP, 
Bei  ihr  gehören  alle  vier  an  dem  Endpunkte  einer  Nebenaxe  gelegenen 
Flächen  zu  einem  Systeme.  Da  nun  jede  Fläche  zu  zwei  benachbarten 
Axenenden  in  derselben  Beziehung  steht,  so  sind  alle  Systeme  und 
Axenenden  einander  gleich.  Wenn  dagegen  in  den  beiden  hexagonalen 
Trapezöedern  n  =  1  wird,  so  ergeben  sich  auch  zwei  Gestalten,  die 
in  ihrer  Foito  zwar  der  gewöhnlichen  sechsseitigen  Pyramide  mP  voll- 
kommen gleichen,  in  ihrem  Wesen  aber  von  derselben  durchaus  ver- 
schieden sind.  Von  den  an  dem  Endpunkte  einer  Nebenaxe  liegenden  vier 
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Flächen  gehören  nur  zwei  zu  dem  betreflFenden  Axenende,  und  zwar 
je  nachdem  die  Gestalt  aus  einem  rechten  oder  hnken  hexagonalen 
Trapezoeder  stammt,  die  Fläche  rechts  oben  und  links  unten,  oder 
die  Fläche  links  oben  und  rechts  unten.   Es  sind  diese  beiden  scheinbar 

sechsseitigen    Pyramiden    also    zu    bezeichnen    mit  (i^Y^)^^^    und 

|r^^|^^^,  wo  durch  n=z  i  angedeutet  ist,  dass  in  dem  allgemeinen 
Ausdrucke  für  die  hexagonalen  Trapezoeder  n  =  1  zu  setzen  ist.  Für 
m  =  1  erhalten  wir  also  die  beiden  Formen  il~]       ,  und  (r-^l 

Tritt  nun  bei  den  Gestalten  (/^^y^)^^^  und  (^'-^y^I^^^  nach 
den  Nebenaxen  ein  vollständiger  Hemimorphismus  ein,  d.  h.  ver- 
schwinden die  zu  dem  einen  Endpunkte  dieser  Axen  gehörigen 
Flächen  vollständig,  wobei,  um  den  Charakter  des  hexagonalen 
Systemes  zu  bewahren,  die  Enden,  an  welchen  die  Flächen  wachsen, 
mit  denen,  wo  sie  verschwinden,  abwechseln  müssen,  so  verwandeln 
sich  die  beiden  genannten  Gestalten  in  scheinbare  Rhomboeder.  Die- 
selben sind  aber  von  den  gewöhnlichen  Rhomboedern,  wie  sie  z.  B. 
beim  Kalkspath  vorkommen,  sehr  wesentlich  verschieden.  Bei  dem 
gewöhnlichen  Rhomboeder  ist  die  Beziehung  einer  oberen  Fläche  zu 
jeder  der  beiden  unteren  anliegenden,  und  ebenso  jeder  unteren  zu 
jeder  der  beiden  oberen  anliegenden  genau  dieselbe ;  dagegen  gehört 

bei  den  aus  den  Gestalten  (^^V^)^^^  nnd  (/^y^)^^^  durch  Hemi- 
morphismus entstehenden  scheinbaren  Rhomboedern  jede  obere  Fläche 
nur  mit  einer  bestimmten  unteren,  und  ebenso  umgekehrt,  zu  einem 

Systeme.  Ist  das  scheinbare  Rhomboeder  aus  der  Gestalt  (^-^— )„^^ 
hervorgegangen,  so  gehört  jede  obere  zu.  der  bei  der  Rechtsdrehung 
zunächst  folgenden  unteren;  ist  es  aber  aus  der  Gestalt  (/^y^)^^^ 

entstanden,  so  gehört  jede  obere  Fläche  zu  der  bei  der  Linksdrehung 
zunächst  folgenden  unteren.  Analog  wie  bei  den  trigonalen  Trape- 
zoedern  lassen  sich  die  vier  Rhomboeder,  je  nachdem  die  in  ihnen 
erhaltenen  Flächen  an  den  positiven  oder  negativen  Enden  der  Neben- 
axen liegen,  durch  die  vier  Symbole  +(»'^y^)^_^,  —  (''^Y^l^^^  ; 
+  (l^%^^  und  —  (/^-)^_^  darstellen.  Wird  m=  1,  so  erhalten 
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In  der  Thai  kommt  ein  solches  scheinbares  Rhomboeder  bei  den 
Bergkrystallen  vor,  z.  B.  bei  den  Krystallen  von  den  Färöern.  Ge- 
wöhnlich tritt  aber  der  Hemimorphismus  beim  Bergkrystalle  nicht  in 
seinem  Extreme  auf,  wo  das  dem  einen  Ende  der  Nebenaxe  ange- 
hörige  Flächenpaar  gänzlich  fehlt;  vielmehr  erscheint  nur  das  dem 
einen  Ende  entsprechende  Flächenpaar  stärker  oder  vollkommener 
ausgebildet,  als  das  dem  anderen  Ende  zugehörige.  Man  glaubt  dann 
zwei  Rhomboeder  von  verschiedener  Ausbildung  zu  sehen.  G.  Rose 
bezeichnete  das  eine  im  Allgemeinen  stärker  entwickelte  als  das  Haupt- 
rhomboeder  oder  Rhomboeder  erster  Ordnung,  das  andere  weniger 
hervortretende  als  das  Nebenrhomboeder  oder  Rhomboeder  zweiter 
Ordnung.  Zwischen  den  Flächen  dieser  beiden  Gestalten  ist  femer 
häufig,  wie  dies  auch  bei  den  beiden  Tetraedern  des  Boracits  sich 
findet,  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glätte  ein  mehr  oder  weniger  deut- 
licher Unterschied. 

Am  einfachsten  lässt  sich  eine  solche  sechsseitige,  von  zwei 
scheinbaren  Rhomboedern  in  verschiedener  Ausdehnung  gebildete 
Pyramide    kurz    und    völlig    bestimmt    bezeichnen    durch    eines   der 

vier    Symbole    +  (r=f-")...;  A  (-";")...;  +  (l^").=  .    u.d 

— (^^F^)n  =  i'  ^^  ^^^  grössere  Vorzeichen  -|-  und  —  andeutet, 
dass  die  an  dem  mit  diesem  Zeichen  behafteten  Ende  liegenden 
Flächen    der    Gestalten  lr-^-^\^^    und  (/^^y^)^^^   eine    grössere 

Ausdehnung  besitzen,  als  die  an  dem  mit  dem  kleiner  gedruckten 
Zeichen  +  und  —  versehenen  Enden  befindlichen  Flächen. 

In    ähnlicher    Weise    wie    an    den    Gestalten   (^^^)^^^    und 

y^jn  =  i  ^'®  hemimorphe  Bildung  sich  nur  durch  Unterschiede  in 
der  Grösse  oder  dem  Glänze  und  der  Glätte  der  Flächen  aus- 
spricht,   könnte   dieselbe    auch    bei   den   hexagonalen   Trapezoedern 

selbst,  also  bei  den  Gestalten  r^^^^  und  l--^  auftreten,  sodass  also 
hier  mit  Benutzung  der  zuvor  angewandten  Bezeichnungsweise  die 
vier  Bildungen  +  (r^f);  i(r^);  ±  (i'f")  und  _+_  (/^") 
möglich  wären. 

Erreicht  n  den  Werth  2,  so  gehen  die  beiden  hexagonalen 
Trapezoeder  in  eine  sechsseitige  Pyramide  zweiter  Ordnung  über,  bei 
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welcher  die  Enden  der  Nebenaxen  in  den  Mittelpunkten  der  Rand- 
kanten liegen;  bei  ihr  gehört  jede  obere  Fläche  zu  der  an  demselben 
Axenende  gelegenen  unteren.  Sie  gleicht  also  der  aus  der  vollstän- 
digen zwölfseitigen  Pyramide  wPn  abgeleiteten  und  kann  daher  wie 
diese  mit  dem  Symbol  mP2  bezeichnet  werden.  Istw  =  2,  so  wird 
das  Symbol  also  2  P2.  Eine  Drehung  ist  in  ihr  nicht  ausgesprochen, 
sie  bildet  eine  Art  von  Übergang  der  rechten  Gestalten  in  die  linken. 

Tritt  nun  an  dieser  Gestalt  ein  vollständiger  Hemimorphismus  auf, 
so  entstehen,  je  nachdem  die  Flächen  am  positiven  oder  am  nega- 
tiven Ende  der  Nebenaxen  erhalten  bleiben,  die  beiden  dreiseitigen 
Pyramiden  +mP2  und  — mP2,  oder  wenn  m  =  2  ist,  -|-2JP2,  und 
—  2JP2  (die  sogenannten  Rhombenflächen  beim  Bergkrystalle). 

Wird  in  den  beiden  hexagonalen  Trapezoedern  die  Hauptaxe 
unendlich,  so  entstehen  zwei  zwölfseitige  Prismen,  welche  in  ihrer 
Gestalt  im  Allgemeinen  gewöhnlichen  dihexagonalen  Prismen  gleichen. 

•  Tritt  an  einem  solchen  zwölfseitigen  Prisma  Hemimorphismus  auf, 
indem  entweder  nur  die  an  den  positiven  oder  die  an  den  negativen 
Endpunkten  der  Nebenaxen  gelegenen  Flächen  erhalten  bleiben,  so 
entstehen  zwei  ditrigonale  (symmetrisch  sechsseitige)  Prismen,  welche 
sich  je  nach   dem  Endpunkte,   zu   welchem   sie  gehören,   durch  die 

Zeichen  -f-  und  —  unterscheiden  lassen,  also  als  +  ^^  ^  und  —  ^^  ^. 

Eine  Beziehung  zur  Rechts-  oder  Linksdrehung  ist  bei  ihnen  nicht 
direct  ausgesprochen. 

Wird  bei  einem  solchen  zwölfseitigen  Prisma  w=1,  so  entsteht 

ein    sechsseitiges    Prisma  (^^^-^)^_^,   welches   dem   gewöhnlichen 

00  P  in  seiner  Gestalt  gleicht.  Bei  diesem  letzteren  sind  die  Flächen 
in  ihrer  ganzen  Breite  gleichartig.  Theilen  wir  jedoch  die  Flächen 
des  aus  dem  vorliegenden  zwölfseitigen  Prisni^  entstandenen  sechs- 
seiligen  Prismas    1  — ^  -  j  ^  ^  ,  in  verticaler  Richtung  in  zwei  Hälften, 

so  sind  diese  beiden  Hälften  von  einander  verschieden;  jede  Hälfte 
gehört  zu  der  ihr  benachbarten  Kante,  die  eine  also  zu  dem  posi- 
tiven, die  andere  zu  dem  negativen  Ende  der  Nebenaxen. 

Lassen  wir  bei  dem  zuvor  betrachteten  zwölfseitigen  Prisma 
n  =  2  werden ,  so  geht  es  gleichfalls  in  ein  sechseitiges  Prisma 
00 P 2  über,    das   in    seiner  Lage    und  Gestalt   mit  dem  sogenannten 
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Prisma  zweiter  Ordnung  übereinstimmt.  Jedoch  sind  seine  Flächen 
nicht  gleichartig.  In  ihrer  Mitte  liegen  die  Endpunkte  der  Nebra- 
axen,  und  es  gehören  die  Flächen  abwechselnd  zu  dem  positiven 
und  negativen  Endpunkte  dieser  Axen. 

Wenn  an  diesem  sechsseitigen  Prisma  eine  hemimorphe  Bildung 
eintritt,  so  entstehen  zwei  trigonale  Prismen,  welche,  je  nachdem 
ihre  Flächen  den  positiven  oder  den  negativen  Enden  der  Neben- 
axen  angehören,  als  -|-cx>P2  und   —  ooJP2  unterschieden  werden. 

Für  den  Hemimorphismus  ist  es  nun  nicht  absolut  nothwendige 
Bedingung,  dass  die  Flächen  einer  Krystallgestalt  nur  an  dem  einen 
Ende  der  hemimorphen  Axe  auftreten;  es  genügt  vielmehr,  dass 
das  eine  Ende  derselben  überhaupt  anders  gebildet  ist  als  das  ent- 
gegengesetzte. Dies  kann  geschehen,  indem  sämmtliche  an  dem 
einen  Ende  jener  Axe  auftretenden  Flächen  anderen  Gestalten  an- 
gehören als  an  dem  entgegengesetzten,  oder  dass  unter  den  Flächen 
an  den  beiden  Endpunkten  nur  ein  Theil  anderen  Gestalten  ange- 
hört, während  die  übrigen  denselben  Krystall formen  entnommen 
sind,  oder  auch  selbst,  dass  beide  Enden  die  Flächen  derselben  Ge- 
stalten tragen,  wobei  aber  die  Flächen  an  dem  einen  Ende  eine 
grössere  oder  geringere  Ausdehnung  und  in  Bezug  auf  Glanz  und 
Glätte  eine  mehr  oder  minder  vollkommene  Ausbildung  zeigen. 

So  erscheinen  beim  Boracit  sehr  häufig  beide  Tetraeder;  das 
eine  besitzt  aber  glänzende,  das  andere  matte  Flächen.  Beim  Tur- 
malin  tritt  häufig  das  Hauptrhomboeder  an  beiden  Enden  mit  oft  nur 
wenig  verschiedener  Beschaffenheit  seiner  Flächen  auf;  die  Flächen 
an  dem  beim  Erkalten  negativen  Ende  sind  etwas  glätter  und  glän- 
zender als  am  positiven.  Wenn  auch  bei  diesem  Minerale  das 
nächstspitzere  Rhomboeder  gewöhnlich  auf  dem*  positiven  Ende  sich 
zeigt,  so  findet  es  sich  doch  auf  einzelnen  Krystallen  von  Nedre- 
Havredahl  bei  Krageröe  in  Norwegen  gleichzeitig  an  dem  negativen 
Ende.  Beim  Greenockit  kommen  die  Flächen  OP  und  {P  an  beiden 
Enden  der  Hauptaxe,  jedoch  in  verschiedener  Ausdehnung  vor.  Beim 
Kieselzinkerz  beobachtet  man  die  Flächen  2JP  häufig  an  beiden  Enden 
der  unsymmetrischen  Axe,  wenn  auch  an  dem  positiven  in  grösserer 
Ausdehnung  als  am  negativen,  wo  noch  andere  gegen  die  Axe  ge- 
neigte Flächen  sie  umgeben.  Ein  gleiches  Verhalten  zeigen  die 
künstlich    dargestellten   hemimorphen    Kry stalle.     Beim  Jodsuccinimid 
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treten  die  Flächen  2  P  an  beiden  Enden ,  jedoch  in  verschiedener 
Grösse  auf;  beim  Tolylphenylketon  finden  sich  die  Flächen  des 
Hauptrhomboeders  an  beiden  Enden  u.  s.  w. 

Betrachten  wir  nun  die  von  mir  als  nach  den  Nebenaxen  he- 
mimorph  aufgefasste  Bildung  des  Bergkrystalles,  so  treten  in  seltenen 
Fällen,  um  mich  der  bisher  üblichen  Bezeichnungsweise  anzu- 
schliessen,  die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  allein  auf  ohne  die 
Flächen  des  Gegenrhomboeders;  gewöhnlich  erscheinen  bei  regel- 
mässiger Ausbildung  des  Krystalles  beide  Rhomboeder,  aber  in  ver- 
schiedener Grösse  und  mit  Unterschieden  in  Glanz  und  Glätte.  An 
dem  beim  Erkalten  positiv  elektrischen  Ende  der  Nebenaxen  liegen 
die  Flächen  der  rechten  Trapezoeder  erster  Ordnung  und  der  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  oder  bei  den  entgegengesetzt  drehen- 
den Krystallen  die  Flächen  der  linken  Trapezoeder  erster  und  der 
rechten  Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  sowie  die  sogenannten  Rhom- 
benflächen. Es  würde  aber  dem  Charakter  des  Hemimorphismus 
nicht  durchaus  widersprechen,  wenn  diese  Flächen  ausser  an  den 
positiven  Enden  auch  an  den  negativen  vorkämen,  nur  in  verschie- 
dener Ausdehnung,  oder  an  dem  einen  Ende  mit  anderen  Flächen 
verbunden  als  an  dem  entgegengesetzten.  Das  dreiseitige  Prisma 
kommt  meistens  an  denjenigen  Seitenkanten  vor,  welche  die  Rhom- 
benflächen nicht  tragen;  doch  findet  es  sich  auch  an  den  Kanten, 
auf  welchen  die  Rhombenflächen  erscheinen,  wobei  dann  ein  ditri- 
gonales  Prisma  die  drei  übrigen  Kanten,  auf  welchen  die  Rhomben- 
flächen nicht  liegen,  zuschärfl. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dass  das  Verhalten  der 
Flächen  der  verschiedenen  Gestalten  beim  Bergkrystalle  durchaus  dem 
auf  den  übrigen  hemimorphen  Krystallen  beobachteten  analog  ist. 

In  seiner  Abhandlung  über  das  Krystallisationssystem  des  Quarzes 
sagt  G.Rose*):  »Die  einfachen  Formen  des  Quarzes  treten  nicht 
sämmtlich  zusammen  in  Combination,  sondern  das  Vorkommen  ge- 
wisser Formen  schliesst  das  Vorkommen  von  anderen  aus.« 

»Mit  sämmtlichen  Formen  treten  in  Combination  nur  die  Rhom- 
boeder erster  und  zweiter  Ordnung,  sowie  das  erste  sechsseitige 
Prisma.« 


*)   Abhandl.   der  Berliner  Akademie.     1844,    S.  203. 
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»Mit  dem  rechten  Trigoiioeder  (dreiseitigen  Pyramide)  treten  in 
Combination:  die  rechten  Trapezoeder  erster  Ordnung,  die  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  das  linke  dreiseitige  Prisma  und  das 
linke  symmetrisch  sechseitige  Prisma.«*) 

»Mit  dem  linken  Trigonoeder  treten  in  Combination  die  linken 
Trapezoeder  erster  Ordnung,  die  rechten  Trapezoeder  zweiter  Ord- 
nung, das  rechte  dreiseitige  Prisma  und  das  rechte  symmetrisch 
sechsseitige  Prisma.« 

Die  von  G.  Rose  aufgestellte  Unterscheidung  der  beiden  Tri- 
gonoeder (dreiseitige  Pyramiden,  die  sogenannten  Rhombenflächen] 
in  rechte  und  linke  ist  eine  ganz  willkürliche.  Die  Flächen  dieser 
beiden  Gestalten  haben  gegen  beide  Rhomboeder  dieselbe  Lage  und 
könnten  daher  ebensogut  auf  das  Rhomboeder  zweiter  Ordnung  wie 
auf  das  Rhomboeder  erster  Ordnung  bezogen  werden.  Eben  dies 
gilt  auch  von  den  rechten  und  linken  dreiseitigen  und  symmetrisch 
sechsseitigen  Prismen,  welche  gleichfalls  gegen  beide  Rhomboeder 
dieselbe  Lage  haben. 

Es  durfte  nun  wohl  nicht  mögUch  sein,  nach  Rose's  Auffassung 
der  Gestalten  des  Bergkrystalles  ein  Verständniss  zu  gewinnen,  wa- 
rum gerade  mit  den  rechten  Trapezoedern  erster  Ordnung  die  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  und  ebenso  mit  den  linken  Trape- 
zoedern erster  Ordnung  die  rechten  Trapezoeder  zweiter  Ordnung 
zusammen  auftreten.  Nehmen  wir  dagegen  die  Krystalle  als  nach 
den  Nebenaxen  hemimorph,  so  liegt  der  Grund  für  jene  Combination 
sofort  klar  vor.  Die  nach  G.  Rose's  Bezeichnung  rechten  Trape- 
zoeder erster  und  die  linken  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  und 
ebenso  die  linken  Trapezoeder  erster  und  die  rechten  Trapezoeder 
zweiter  Ordnung  gehören  stets  zu  den  positiven  Enden  der  Neben- 
axen.  Die  zusammen  auftretenden  Trapezoeder  sind  wohl  meist  ver- 


*)  Rechte  und  linke  Trigonoeder  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  unter  den 
Flächen  des  Hauptrhomboeders  oder  des  Rhomboeders  erster  Ordnung  die  Flächen 
der  ersteren  rechts,  die  Flächen  der  zweiten  links  liegen.  Trapezoeder  erster 
Ordnung  nennt  G.  Rose  diejenigen,  deren  Flächen  unterhalb  der  Flächen  des 
Rhomboeders  erster  Ordnung,  und  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  diejenigen,  deren 
Flächen  unterhalb  der  Flächen  des  Rhomboeders  zweiter  Ordnung  liegen.  Je  nach 
ihrer  Lage  zu  den  gleichnamigen  Rhomboederflächen  werden  sie  als  rechte  oder 
linke  bezeichnet.  Die  Benennung  der  Prismen  giebl  ihre  Lage  in  Bezug  auf  die 
Flächen  des  Rhomboeders  erster  Ordnung  an. 
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schiedene  Gestalten;  vom  blossen  Standpunkte  des  Hemimorphismus 
aus  betrachtet  würde  jedoch  nichts  entgegenstehen,  dass  die  ge- 
nannten Flächen  denselben  Trapezoedern  angehörten;  die  Flächen 
der  an  einer  Halbaxe  auftretenden  rechten  und  linken  Trapezoeder 
würden  dann  eine  hemimorphe  Ausbildung  der  dihexagonalen  Pyra- 
mide darstellen,  bei  welcher  die  Flächen  nur  an  den  positiven  En- 
den der  Axe  erhalten  sind. 

Wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  nur  die  Flächen  der  schein- 
bar sechsseitigen  Pyramide,  des  sechsseitigen,  dreiseitigen  und  sym- 
metrisch sechsseitigen  Prismas,  ferner  die  Flächen  der  dreiseitigen 
Pyramide  (Rhombenflächen)  und  die'  Flächen  der  sogenannten  unte- 
ren Trapezoeder  in  Betracht  ziehen,  und  annehmen,  dass  die  Flächen 
des  trigonalen  und  symmetrisch  sechsseitigen  Prismas  nur  an  den 
von  Rose  bezeichneten  Stellen  auftreten,  so  würden  nach  den  von 
Rose  aufgestellten  Regeln  die  beim  Bergkrystalle  auftretenden  Com- 
binationen  in  den  von  mir  gewählten  Bezeichnungen  folgende  sein. 
Die  Rose'schen  Benennungen  sind  in  Parenthese  beigesetzt. 

Sogenannte  rechte  Krystalle. 
— y~j)n  =  i    (Rhomboeder  erster  Ordnung  bei  G.Rose). 
"•"v    r)n=i  (Rhomboeder  zweiter  Ordnung). 
(r— -— 1^^^    (sechsseitiges  Prisma). 

-|-  2  P2  (dreiseitige  Pyramide,  rechtes  Trigonoeder,  rechte  Rhom- 
benflächen). 

+  (^^V^)  (rechtes  Trapezoeder  erster  Ordnung). 
-|-(r— 2— I  (linkes  Trapezoeder  zweiter  Ordnung). 

—  ooJP2  (linkes  dreiseitiges  Prisma). 

—  ^—   (linkes  symmetrisch  sechsseitiges  Prisma). 

Sogenannte  linke  Krystalle. 

—  (^T^)n«4  (Rhomboeder  erster  Ordnung). 
**"(^x)n=i  (Rhomboeder  zweiter  Ordnung). 
|/?^-)    ^     (sechsseitiges  Prisma). 
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-|-2P2   (dreiseitige  Pyramide,    linkes  Trigonoeder,  linke  Rhom- 
benflächen). 

+  r     «'*)    C'^'^^s  Trapezoeder  erster  Ordnung). 


+(' 


^    "    (reclites  Trapezoeder  zweiter  Ordnung). 


—  ooP2   (rechtes  dreiseitiges  Prisma). 

—  ^^  -   (rechtes  symmetrisch  sechsseitiges  Prisma). 

Die  vorstehende  Darstellung  zeigt  die  wesentlichen  Unterschiede 
zwischen  meiner  und  der  von  G.  Rose  gegebenen  Auffassung.  Letzterer 
betrachtet  die  Flachen  der  Rhomboeder  erster  Ordnung  bei  rechten 
und  linken  Krystallen  als  gleichartig  und  ebenso  die  Flächen  der 
Rhomboeder  zweiter  Ordnung.  Dies  sind  sie  aber,  wie  ich  bereits  in 
meiner  früheren  Abhandlung  gezeigt  habe  und  im  Folgenden  noch 
weiter  nachweisen  werde,    durchaus  nicht.     Die  Rhomboeder  erst43r 

Ordnung  sind  bei  sogenannten  rechten  Krystallen  —  (^  "y)„  — ^^  bei  lin- 
ken —  1/  ^"1    ^^,   gehören  also  zwar  stets   zu  denselben  negativen 

Enden  der  Nebenaxen;  in  dem  einen  Falle  gehört  indess  jede  obere  mit 
der  bei  der  Rechtsdrehung  folgenden  unteren,  im  anderen  Falle  aber 
mit  der  bei  der  Linksdrehung  folgenden  unteren  zusammen.  Ebenso 
sind  die  von  G.  Rose  als  gleich  betrachteten  Rhomboeder  zweiter 
Ordnung  verschieden;  sie  gehören  zwar  sämmtlich  den  positiven 
Enden  der  Nebenaxen  an,  unterscheiden  sich  aber  durch  den  Sinn 
der  Drehung,  in  welcher  sie  mit  den  Rhomboedern  erster  Ordnung 
libereinstimmen.  Ferner  sind  von  G.  Rose  die  beiden  Trigonoeder  als 
rechte  und  Unke  unterschieden;  dieselben  sind  aber  bei  rechten 
und  linken  Krystallen  dieselbe  Gestalt;  sie  gehören  stets  zu  den 
positiven  Enden  der  Nebenaxen  und  enthalten  keine  Beziehung  zur 
Drehung.  Zu  denselben  positiven  Enden  gehören  auch  die  Trape- 
zoeder. Schliesslich  unterscheidet  G.  Rose  rechte  und  linke  sowohl 
dreiseitige,  als  auch  symmetrisch  sechsseitige  Prismen;  ebenso  wie 
die  Trigonoeder  sind  aber  alle  dreiseitigen  und  alle  symmetrisch 
sechsseitigen  Prismen  (vorausgesetzt,  dass  sie  nur  an  den  von  Rose 
bezeichneten  Stellen  vorkämen)  gleichartig;  sie  gehören  sämmtlich 
den  negativen  Enden  der  Nebenaxen  an. 

Die  obige  Zusammenstellung  der  Flächen  zeigt,  dass  dieselben 
zu  den  beiden  Enden  der  Nebenaxen,   den  positiven  und  den  nega- 
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tiven,  eine  feste  Beziehung  haben.  Diejenigen  Enden  der  Nebenaxen, 
zu  welchen  die  sogenannten  Rhomboeder  erster  Ordnung,  die  drei- 
seitigen und  symmetrisch  sechsseitigen  Prismen  gehören,  sind  die  beim 
Erkalten  der  Krystalle  negativen;  die  entgegengesetzten  aber,  zu 
welchen  die  Rhomboeder  zweiter  Ordnung,  die  dreiseitigen  Pyramiden 
und  die  Trapezoeder  gehören,  die  beim  Erkalten  positiven.  Die  Aus- 
breitung der  von  diesen  Polen  ausgehenden  elektrischen  Zonen,  ob 
sie  von  rechts  oben  nach  links  unten,  oder  von  links  oben  nach 
rechts  unten  verlaufen,  wird  durch  die  in  den  Rhomboedern  aus- 
gesprochene Drehung  bestimmt. 


IL  Thermeelektricität. 

A.  Verfahren  bei  den  Beobaohtungen. 

Es  ist  die  Aufgabe  dieser  Abhandlung,  wie  auch  bereits  der 
Titel  ausspricht,  nicht  blos  die  aktino-  und  piezoelektrischen  Erschei- 
nungen auf  den  Bergkryslallen  im  Allgemeinen  nachzuweisen,  son- 
dern auch  ihre  Beziehungen  zu  den  thermoelektrischen  festzustellen. 
Dieser  Umstand  erfordert  also  die  genaue  Kenntniss  der  elektrischen 
Spannungen,  welche  durch  die  drei  verschiedenen  Erzeugungsweisen, 
durch  Änderungen  in  der  Temperatur,  in  der  Bestrahlung  und  in  dem 
Drucke,  hervorgerufen  werden. 

Ich  beginne  mit  den  thermoelektrischen  Vorgängen,  weil  solche 
sich  am  genauesten  und  speciellsten  erforschen  lassen,  und  uns  des- 
halb eine  geeignete  Grundlage  fUr  die  Beurtheilung  der  aktino-  und 
piezoelektrischen  Spannungen  liefern  werden. 

In  der  oben  erwähnten,  im  13.  Bd.  dieser  Abhandlungen  ver- 
öffentlichten Untersuchung  habe  ich  bereits  die  Gesetze  der  thermo- 
elektrischen Vertheilung  auf  der  Oberfläche  der  einfachen  Berg- 
krystalle  aufgestellt,  und  ich  kann  gleich  hier  bemerken,  dass  dieselben 
durch  meine  neueren  Untersuchungen  in  allen  Punkten  bestätigt 
werden.  Ich  benutze  aber  die  jetzt  gegebene  Veranlassung,  um 
meine  früheren  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Bergkrystalles  nach  sogleich  näher  zu  bezeichnenden 
Richtungen  hin  zu  erweitern  und  zu  vervollständigen. 
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In  jener  früheren  Abhandlung  ist  bereits  der  Unterschied  in 
der  Lage  der  elektrischen  Zonen  bei  sogenannten  rechten  und  linken 
Krystallen  hervorgehoben  worden.  Dieser  Unterschied  zeigt  sich,  be- 
sonders bei  längeren  Krystallen,  am  deutlichsten  auf  den  sogenannten 
Pyramidenflächen.  Bei  dem  früheren  Verfahren,  bei  welchem  die 
Krystalle  gleich  neben  dem  Elektrometer  auf  einem  kleinen  eisernen 
Ofen  erhitzt  wurden,  Uessen  sich  aber  gerade  diese  Flächen  bei 
längeren  Individuen  nicht  gut  untersuchen.  Ausserdem  hatte  diesem 
Verfahren  noch  den  Übelstand,  dass  es  nicht  möglich  war,  den  Krystall 
in  seiner  ganzen  Masse  auf  gleiche  Temperatur  zu  bringen.  Ich  habe 
daher  von  Neuem  die  thermoelektrischen  Spannungen  nach  dem  in 
der  letzten  Zeit  von  mir  fast  ausschliesslich  angewandten  Verfahren, 
welches  eine  gleichraässige  Erwärmung  des  ganzen  Krystalles  gestattet, 
gemessen^)  und  dabei  der  Bestimmung  der  elektrischen  Vertheilung 
auf  den  Pyramiden  flächen  eine  besondere  Aufmerksamkeit  zugewandt. 

Die  Aktinoelektricität  tritt  bei  den  Bergkrystallen  besonders  auf 
den  Seitenkanten  des  sechsseitigen  Prismas  auf  und  es  sind  daher 
die  meisten  Beobachtungen  über  diesen  Vorgang  an  den  Kanten  aus- 
geführt worden.  Ein  Gleiches  gilt  von  den  Vorgängen  der  Piezo- 
elektricilät,  weil  die  Krystalle  zumeist  in  der  Richtung  der  Neben- 
axen  zusammengedrückt  wurden.  Zur  sicheren  Vergleichung  der 
beiden  genannten  Vorgänge  mit  den  thermoelektrischen  Erscheinungen 
war  daher  die  genaue  Kenntniss  des  thermoelektrischen  Verhaltens 
der  Prismenkanten  erforderlich.  Während  ich  bei  den  früheren  Ver- 
suchen die  elektrische  Beschaffenheit  der  Kanten  nur  aus  den  auf 
den  prismatischen  Seitenflächen  gemachten  Beobachtungen  erschloss, 
habe  ich  jetzt  die  Kanten  einer  speciellen  Prüfung  unterworfen. 

Bei  den  früheren  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen 
Eigenschaften  des  Bergkrystalles  habe  ich  mich,  um  überhaupt  eret 
eine  klare  Einsicht  in  die  betreffenden  Vorgänge  zu  gewinnen,  vor- 
zugsweise bemüht,  einfache  Krystalle  zu  verwenden.  Nur  als  Bei- 
spiele,  dass   durch  eine  Verwachsung   verschiedener  Individuen  die 


*)  Die  Beobachtungen  bei  steigender  Temperatur  konnten  ohne  Nachtheil  für  die 
Kenntniss  der  Erscheinungen  fortfallen,  weil  säramtliche  Versuche  über  die  Thermo- 
eleklriciläl  des  Bergkrystalles  gezeigt  haben,  dass  die  thermoelektrischen  Polaritäten 
auf  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche  bei  steigender  Temperatur  gerade 
die  entgegengesetzten  von  den  bei  der  Erkaltung  auftretenden  sind. 


CJ^ 


21]  Elektrische  Untersuchungen.  477 

elektrischen  Vertheilungen  auf  dei*  Oberfläche  überhaupt  sich  ändern, 
habe  ich  am  Schlüsse  derselben  die  Beobachtungen  an  drei  zusammen- 
gesetzten Bergkrystalien  mitgetheilt,  jedoch  ohne  näheren  Nachweis  des 
Zusammenhanges  der  elektrischen  Yertheilung  mit  der  Zusammensetzung. 
Bei  den  neuen  Untersuchungen  musste  ich  die  zusammengesetzten 
Krystalle  um  so  mehr  in  Betracht  ziehen,  als  die  Ermittelung  der  aktino- 
elektrischen  Vorgänge  grössere  Krystalle  erforderte,  und  solche  meisten- 
theils  mehr  oder  weniger  complicirte  Verwachsungen  darbieten. 

Schliesslich  habe  ich  noch  dem  Verhalten  der  Enden  der  Hauptaxe 
eine  eingehende  Prüfung  gewidmet. 

Zur  Wahrnehmung  und  Messung  aller  im  Folgenden  durch  Tem- 
peraturänderungen und  ebenso  der  später  durch  Strahlung  und  durch 
Druck  auf  der  Oberfläche  der  Bergkrystalle  erzeugten  Elektricitäten 
diente  das  von  mir  construirte  und  früher  bereits  beschriebene  Elektro- 
meter^), in  welchem  zwischen  zwei  Messingplatten,  welche  mit  den 
Polen  einer  aus  Zink-Kupfer-Wasser-Elementen  bestehenden  und  in 
der  Mitte  abgeleiteten  Säule  verbunden  sind,  das  untere  Ende  eines 
Goldblättchens  hängt.  Das  obere  Ende  des  letzteren  sitzt  an  einem 
durch  Schellack  isolirten  Messingstäbchen,  welches  oben  einen  sehr 
dünnen  Platindraht  trägt,  dessen  anderes  Ende  bei  den  Beobachtungen 
der  thermoelektrischen  Spannungen  mit  einem  dickeren  Platindraht  ver- 
bunden ist.  Das  untere  Ende  dieses  dickeren  Platindrahtes  wird  mittelst 
einer  Hebel  Vorrichtung*^)  den  verschiedenen  Stellen  der  Krystall- 
oberfläche  möglichst  genähert,  jedoch  unter  Vermeidung  jedweder 
Berührung,  und  der  dabei  entstehende  Ausschlag  des  Goldblättchens, 
welchen  man  auf  dem  Ocularmikrometer  eines  Mikroskops  abliest, 
als  Maass  für  die  elektrische  Spannung  betrachtet. 


*)  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  d.  K.  S.  Ges.  d.Wiss.  für  1850.  S.  74. 
(Poggend.  Annal.  Bd.  84,  S.  28);  diese  Abhandl.  Bd.  V,  S.  292,  Bd.  IX,  S.  6  und 
Bd.  XX,  S.  206. 

**)  Da  diese  Vorrichtung  in  der  Abhandlung  vielfach  erwähnt  wird,  so  wieder- 
hole ich  auf  Taf.  III,  Fig.  IV  die  in  Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen  Taf.  IV,  Fig.  66 
gegebene  Abbildung  derselben. 

LL'  ist  ein  messingener  Hebel,  dessen  Drehungsaxe  in  HH'  liegt.  Am  linken 
Ende  L  trägt  er  die  Röhre  P,  in  welcher  ein  Messingstab  Q  in  beliebiger  Höhe 
mittelst  der  Schraube  R  festgestellt  wird.  Durch  eine  am  oberen  Ende  dieses  Stabes 
befindliche  Hülse  geht  ein  zum  Theil  mit  Schellack  überzogener  Glasstab  AT,  der 
an   seinem   linken  Ende  T  einen   1""  dicken  Plalindraht  V  trägt.     Dieser  dickere 
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Die  Empfindlichkeil  des  Elektrometers  wurde  gewöhnlich  so  ge- 
wählt, dass  die  elektrische  Spannungsdifferenz  zwischen  den  Polen 
eines  DanielTschen  Elementes  einen  Ausschlag  von  50  Skaleatheilen 
hervorbrachte^). 


Platindraht  Fist  mit  einem  'äusserst  dünnen  Platindrahl  fF  verbunden,  dessen  anderes 
Ende  an  dem  das  Goldblältchen  des  Elektrometers  tragenden  Messingstäbchen  be- 
festigt ist. 

Neben  dem  Hebel  LL'  liegt  ein  zweiter  //',  welcher  an  seinem  rechten  Ende 
so  gebogen  ist,  dass  dieses  rechte  Ende  oberhalb  des  entsprechenden  Endes  des 
Hebels  L  l!  zu  liegen  kommt.  An  seinem  linken  Ende  /  trägt  der  Hebel  die  Messing- 
röhre j),  in  welcher  der  Messingslab  q  in  beliebiger  Hohe  mittelst  der  Schraube  r 
festgestellt  wird.  Im  oberen  Ende  dieses  Messingstabes  ist  ein  dreiseitiges  Prisma 
t?ü'  verschiebbar;  an  demselben  sitzt  eine  starke  Messingfeder  ww\  an  deren  linkes 
Ende  xo  ein  senkrecht  gegen  sie  gerichteter  dicker  Platindraht  um;  in  horizontaler 
Lage  angelöthet  ist.  Dieser  zweite  Hebel  //'  und  durch  ihn  der  Draht  vou  steht 
fortwährend  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung.  Berührt  das  obere  Ende  des 
Drahtes  V  den  Draht  uw^  so  ist  also  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  abgeleitet. 
Durch  Niederlassen  des  linken  Armes  des  Hebels  L  wird  der  Draht  V  und  das 
Goldblättchen  isolirt,  und  es  kann  dabei  das  untere  Ende  des  Drahtes  V  den  ver- 
schiedenen Punkten  der  Oberfläche  eines  auf  dem  kleinen  Ofen  B  stehenden  Krystalles 
genähert  werden.  Beim  Aufwärlsbe wegen  des  Hebelarmes  L  stösst  der  Draht  F 
wieder  an  den  Draht  uw  und  verbindet  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  mit 
der  Erde.  Um  das  untere  Ende  des  Drahtes  V  über  jeden  Punkt  der  Krystall- 
fläche  bringen  zu  können,  dienen  zwei  rechtwinklig  gegeneinander  gerichtete 
Schlittenbewegungen,  welche  durch  die  Schrauben  X  und   Y  bewirkt  werden. 

Die  Grenzen  der  Bewegung  des  Hebels  Lll  werden  durch  die  Stellung  der 
Schrauben  K!  und  iV'  bestimmt. 

Ausführlicheres  s.   diese  Abhandl.  Bd.  XIV.   S.  379. 

*)  Da  es  sich  bei  der  Bestimmung  der  eben  bezeichneten  Empfindlichkeil 
des  Elektrometers  nur  um  die  Spannungen  an  den  Polen  eines  nicht  geschlossenen 
Elementes  handelte,  so  Hess  sich  ein  für  diesen  Zweck  brauchbares  Normalelemenl 
sehr  bequem  und  von  fast  unbegrenzter  Dauer  in  folgender  Weise  herstellen. 

Von  drei  weithalsigen,  mittelst  Korken  verschliessbaren  Gläsern  wurde  das 
erste  mit  einer  concentrirten  Lösung  von  reinem  schwefelsauren  Zinkoxyd ,  das 
zweite  mit  destillirtem  Wasser  und  das  dritte  mit  einer  concentrirten  Losung  von 
reinem  schwefelsauren  Kupferoxyd  gefüllt,  und  auf  den  Boden  des  ersten  und 
dritten  Glases  noch  ein  wenig  festes  Zinksalz  imd  resp.  Kupfersalz  gebracht.  Die 
Gläser  standen  gut  isolirt  mittelst  Schellackfüssen  auf  einer  gefirnissten  Glasplatte. 
In  das  erste  Glas  tauchte  ein  amalgamirtes  Stück  reinen  Zinkes,  in  das  dritte  ein 
Stück  Kupfer.  Durch  zwei  heberförmige  Glasröhren,  welche  in  der  Mitte  ihres 
horizontalen  Theiles  einen  Glashahn  zum  Abschliessen  enthielten  imd  mit  Wasser 
gefüllt  waren,  wurde  nun  das  erste  und  ebenso  das  dritte  Glas  mit  dem  zweiten 
verbunden. 
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Die  Kryslalle  wurden  inKupferfeilichl,  das  sich  in  kleinen  kupfernen 
Schalen  oder  Köslchen  befand,  bis  auf  die  zu  prüfenden  Theile  ihrer 
Überfläche  eingehüllt,  und  in  diesem  Zustande  einer  höheren  Temperatur 
so  lange  ausgesetzt,  dass  man  ihre  Temperatur  als  überall  gleich 
annehmen  durfte. 

Da  ein  Theil  der  Bergkrystalle  wegen  ihrer  Grösse  nicht  in  den 
sonst  angewandten*),  aus  doppelten  Wänden  mit  dazwischen  befind- 
lichem Wasser  bestehenden  Gefässen  erhitzt  werden  konnte,  so  ge- 
schah ihre  Erhitzung  in  einem  etwas  grösseren  kupfernen  Kasten, 
welcher  durch  zwei  Gasbrenner  auf  passender  Temperatur  erhalten 
wurde.  Um  aber  auch  hier  eine  ziemlich  gleichmässige  Temperatur 
zu  erzielen,  war  in  denselben,  ungefähr  l*"™  von  seinen  Wänden  ab- 
stehend, noch  eine  zweite  Hülle  aus  Eisenblech  eingesetzt.  In  diese 
innere  Hülle  wurden  die  in  Kupferfeilicht  eingesetzten  Krystalle  gestellt 
und  je  nach  ihrer  Grösse  f  bis  I4  Stunde  derselben  hohen  Temperatur 
ausgesetzt.  Infolge  des  zu  den  verschiedenen  Zeiten  des  Tages  ver- 
änderlichen Druckes  des  Gases,  welches  die  beiden  unterhalb  des 
kupfernen  Gefösses  befindlichen  Flammen  speiste,  schwankte  die 
Temperatur  zwischen  120  bis  140^  C.  Der  Vergleichung  halber  wurden 
meistens  auch  die  kleineren  Krystalle  in  derselben  Vorrichtung  er- 
hitzt. Die  Beobachtung  der  bei  der  Abkühlung  auf  den  Krystallflächen 
auftretenden  elektrischen  Spannungen  erfolgte,  wenn  die  Temperatur 
auf  30^  bis  40*^  gesunken  war;  bisweilen  war  die  Abkühlung  aber 
auch  noch  weiter  vorgeschritten. 

Ich  habe  eine  grosse  Anzahl  (143)  Bergkrystalle,  sowohl  einfache 
als  zusammengesetzte  untersucht,  um  eine  möglichst  vollständige  Ein- 
sicht in  die  elektrischen  Vorgänge   nicht  blos  auf  vollkommen  regel- 


Ich  beabsichtigte  ursprünglich  jedes  Mal,  wenn  die  Spannungsdifferenz  an 
den  Polen  dieses  Elementes  als  Maass  für  die  Empßndlichkeit  des  Elektrometers 
benutzt  werden  sollte,  die  Hähne  zu  Öffnen,  um  die  beiderseitigen  Flüssigkeiten 
in  Berührung  zu  bringen,  und  nach  der  Beobachtung  wieder  zu  schliessen,  um 
die  Mischung  der  Flüssigkeiten  zu  verhindern.  Es  ergab  sich  aber,  dass  das  Öffnen 
der  Hähne  gar  nicht  nöthig  war;  auch  wenn  sie  geschlossen  waren,  zeigte  sich 
an  dem  Zink  und  Kupfer,  wenn  der  entgegengesetzte  Pol  abgeleitet  war,  stets  die- 
selbe Spannung  wie  bei  geöffneten  Hähnen.  Da  sonach  die  Hähne  nicht  geöffnet 
zu  werden  brauchten,  trat  niemals  eine  Mischung  der  Flüssigkeiten  ein  und  blieb 
das  Element  in  unverändertem  Zustande. 

*)    Diese  Abhandl.   Bd.  XIV,   S.  378. 
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massig  gestalteten,  sondern  auch  auf  den  von  der  normalen  Bildung 
abweichenden  und  ebenso  auf  zusammengesetzten  Krystallen  zu  ge- 
winnen. In  diesem  Abschnitte  werde  ich  nun  die  Resultate  dieser 
Versuche  in  möglichster  Kürze  zusammenzufassen. 

Aus  der  oben  angegebenen  grossen  Zahl  von  Bergkrystallen 
wähle  ich  für  die  speciellere  Besprechung  und  Abbildung  auf  den 
beigegebenen  Tafeln  nur  so  viele  aus,  als  zum  Beweise  der  ange- 
führten Resultate  nothwendig  sind.  Ich  bemerke  nur  noch,  dass  ich 
auch  die  früher  geprüften  und  in  der  1 866  veröffentlichten  Abhand- 
lung bereits  beschriebenen  und  abgebildeten  Krystalle  ebenfalls  einer 
neuen  Prüfung  unterworfen  habe ;  da  dieselbe  aber  überall  die  älteren 
Beobachtungen  bestätigte,  so  habe  ich,  mit  Ausnahme  von  drei  für 
die  Bestimmung  des  elektrischen  Verhaltens  der  Hauptaxe  benutzten, 
keinen  der  früher  untersuchten  Krystalle  unter  die  Abbildungen  dieser 
Abhandlung  aufgenommen;  wo  eine  Beziehung  auf  dieselben  nöthig 
wird,  genügt  es,  auf  die  früheren  Beobachtungen  und  Abbildungen 
im  XIII.  Bande  dieser  Abhandlungen  zu  verweisen. 

Auf  den  dieser  Abhandlung  beigefügten  Tafeln  sind  die  Netze 
der  Krystalle  theils  in  natürlicher,  theils  in  halber  linearer  Grösse 
(was  durch  die  beigesetzten  Brüche  f  oder  4^  angedeutet  ist)  ab- 
gebildet. Nur  drei  kleine  Krystalle  Nr.  1 ,  2  und  3  mussten  in  doppelter 
Grösse  (f)  gezeichnet  werden.  Ich  werde  die  einzelnen  Prismen- 
flachen  in  den  Netzen  mit  den  Zahlen  1  bis  6,  und  die  Kanten  durch 
die  Zusammenstellung  der  beiden  Zahlen,  welche  den  in  den  Kanten 
zum  Durchschnitt  kommenden  Flächen  angehören,  bezeichnen. 

In  die  Netze  sind  die  auf  den  einzelnen  Flächen,  wenn  dieselben 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  frei  waren,  durch  die  Annäherung  der 
Spitze  des  Platindrahtes  V  beim  Erkalten  beobachteten  elektrischen 
Spannungen  eingetragen  und  der  leichteren  Übersicht  wegen  die  po- 
sitiven Zonen  durch  eine  röthliche,  die  negativen  durch  eine  grün- 
liche Farbe  kenntlich  gemacht. 

Bei  der  Annäherung  des  Platindrahtes  V  wirken  aber  auf  diesen 
nicht  blos  die  vertical  unter  seinem  Ende  befindlichen  Theile  des 
Krystalles,  sondern  auch  die  umliegenden  Flächenstücke  ein,  und  es  kann 
unter  Umständen  die  Polarität,  welche  gerade  unter  der  Spitze  des 
Platindrahtes  V  befindlich  ist,  durch  eine  stark  entgegengesetzte  Elek- 
tricität   der   nächsten    Umgebungen   verdeckt   werden.     So   erscheint 
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z.  B.  der  linke  Rand  der  Prismenflächen  2  und  6  beim  Krystall 
Nr.  4  in  dem  Netze  negativ,  obwohl  an  beiden  Rändern  noch  schwache 
positive  Spannung  vorhanden  ist,  die  aber  durch  die  benachbarte 
stärker  wirkende  negative  Elektricität  verdeckt  wird.  Von  dieser 
positiven  Beschaffenheit  der  linken  Ränder  der  beiden  genannten 
Flächen  kann  man  sich  sofort  überzeugen,  wenn  man  bei  einem  neuen 
Versuche  nur  den  linken  Rand  dieser  Flächen  frei  lässt  und  den 
übrigen  grösseren  Theil  derselben  mit  Kupferfeilicht  bedeckt. 

Da  wie  bereits  oben  bemerkt,  für  die  aktino-  und  piezoelektrischen 
Vorgänge  die  genauere  Kenntniss  des  thermoelektrischen  Verhaltens 
der  Prismenkanten  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so  habe  ich  diese 
Kanten  speciell  auf  ihre  thermoelektrischen  Spannungen  untersucht, 
wobei  sie  allein  nebst  schmalen  anliegenden  Streifen  der  in  ihnen 
zusammenstossenden  Flächen  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorragten. 
In  den  meisten  Fällen  sind  die  auf  ihnen  ausgeführten  Beobachtungen 
auf  die  mit  ß  bezeichneten  Kantenlinien  eingetragen  worden. 


B.  Gesetze  der  thermoelektrischen  Vorgänge  auf  den  Bergkrystallen. 

a.    Möglichst  einfache  Krystalle. 
a.  An  beiden  Enden  möglichst  normal  gebildete  Krystalle. 

Zu  dieser  Abtheilung  gehören  drei  der  auf  den  Tafeln  abgebildeten 
Krystalle. 

Krystall  Nr.  1.  Der  Krystall  Nr.  1  stammt  von  Middleville 
und  ist  mir  durch  Herrn  Bergrath  Weisbach  aus  der  Freiberger 
Sammlung  geliehen  worden.  Er  ist  vollständig  wasserhell  und  trägt 
sämmtliche  sechs  Rhombenflächen  in  normaler  Lage.  An  dem  oberen 
Ende  wechseln  grosse  und  kleine  Pyramidenflächen  regelmässig  ab; 
am  unteren  gewinnt  aber  wahrscheinlich  infolge  der  daselbst  statt- 
gehabten Anwachsung  die  unterhalb  6  liegende  Pyramidenfläche  eine 
grössere  Ausdehnung.  Ausser  der  durch  die  oben  erwähnte  An- 
wachsung bedingten  Verletzung  findet  sich  noch  eine  ähnliche  auf 
der  Fläche  1 .  Der  Krystall  ist  ein  linker  und  Fig.  1 ,  Taf.  I  stellt  sein 
Netz  in  doppelt  Khearer  Grösse  dar. 

Krystall  Nr. 2.  Fig. 2,  Taf.  I  bildet  das  Netz  dieses  aus  Herkimer 
Country  stammenden  Krystalles  in  doppelt  Unearer  Grösse  ab.  Derselbe, 
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ebenfalls  ein  linker,  trägt  5  Rhombenflächen  in  normaler  Lage;  wo 
die  sechste  oben  auf  der  Kante  (5,  6)  erscheinen  sollte,  ist  der  Krystall 
etwas  verletzt.  Am  oberen  Ende  wechseln  grosse  und  kleine  Pyra- 
midenflächen ab ;  am  unteren  Ende  ist  aber  eine  Störung  eingetreten, 
infolge  deren  die  unteren  Flächen  2  und  3  gewissermassen  ihre  Grösse 
vertauscht  haben. 

Krystall  Nr.  3.  Der  Fig.  3,  Taf.  I  gleichfalls  in  doppelter  Grösse 
gezeichnete  Krystall  stammt  aus  derselben  Gegend,  wie  der  vorige, 
ist  aber  ein  rechter;  er  besitzt  5  Rhombenflächen  in  normaler  Lage. 
Die  sechste,  unten  auf  die  Kante  (3,  4)  fallende,  ist  nicht  sichtbar. 
Am  oberen  und  unteren  Ende  wechseln  grosse  und  kleine  Pyramiden- 
flächen ab,  wenn  auch  öfter  der  Unterschied  in  der  Grösse  nicht 
sehr  erheblich  ist.  Die  unterhalb  3  liegende  Pyramidenfläche  ist 
sehr  unvollkommen  ausgebildet. 

Die  Hauptschwierigkeit  flir  die  Aufstellung  eines  Gesetzes  über 
die  thermoelektrische  Vertheilung  auf  der  Oberfläche  der  Bergkry- 
stalle  bildete  der  Mangel  an  ringsum  vollkommen  normal  ausgebildeten 
Individuen,  und  es  dürfte  wohl  kaum  ein  Krystall  existiren,  an  wel- 
chem in  aller  Strenge  die  Gestaltung  absolut  regelmässig  ist.  Ein 
vollkommen  normal  gebildeter  Bergkrystall  sollte  an  jedem  Ende  ab- 
wechselnd grosse  und  kleine  Pyramidenflächen  tragen  und  zwar  der- 
gestalt, dass  jede  Prismenfläche,  über  welcher  oben  eine  grosse  Fläche 
liegt,  unten  eine  kleine  besitzt  und  umgekehrt;  ausserdem  müssten 
auf  den  abwechselnden  Kanten  die  sogenannten  Rhombenflächen, 
oder  auch  Trapezoederflächen  erscheinen.  Auf  den  oben  beschriebenen 
drei  möglichst  vollständig  ringsum  ausgebildeten  kleinen  Bergkrystallen 
fanden  sich  ausser  den  Prismen-  und  Pyramidenflächen  nur  noch 
die  Rhombenflächen;  Trapezoederflächen  habe  ich  an  ihnen  nicht 
wahrzunehmen  vermocht. 

Nach  der  von  mir  oben  S.  473  aufgestellten  Bezeichnung  treten 
also  an  den  obigen  Krystallen  mit  den  Flächen  des  sechsseitigen 
Prismas  bei   den  beiden  linken  Individuen  Nr.  1   und  2  die  Flächen 

—  (l^)^^r  +(^¥)«=4  u^d  die  Flächen -I- 2 P2,  bei  dem  recht<?n 
Nr.  3  dagegen  die  Flächen  —  (r^*"!^^  ^ ,  +[r-^^^^^  und  die  Flä- 
chen -}-  2JP2  in  Combination.  Der  Kürze  wegen  werde  ich  jedoch 
im   Folgenden   die   sämmtlichen    gegen    die  Axe    geneigten   Flächen 
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allgemein  als  Pyramidenflächen,  und  wo  eine  Unterscheidung  sich 
nöthig  macht,  die  grösseren  Flächen  als  Hauptrhomboeder-  und  die 
kleineren  als  Nebenrhomboederflächen  bezeichnen. 

Die  thermoelektrische  Vertheilung  auf  solchen  Krystallen  habe 
ich  bereits  in  meiner  früheren  Abhandlung  (Bd,  XIII,  S.  380)  voll- 
ständig dargelegt  und  ich  kann  jetzt  nur  die  an  jenem  Orte  gemachten 
Angaben  wortgetreu  wiederholen.     Es  heisst  daselbst: 

»In  einem  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  gleich  vollkommen 
ausgebildeten  einfachen  Bergkrystalle  treten  beim  Erkalten  sechs 
elektrische  Zonen,  abwechselnd  negativ  und  positiv,  auf,  und  zwar 
gehen  die  negativen  Zonen  von  den  Flächen  des  Hauptrhomboeders 
am  oberen  Ende  schief  abwärts  zu  emer  nächsten  Fläche  eben  dieses 
Hauptrhomboeders  am  unteren  Ende,  während  die  positiven  Zonen 
sich  in  gleich  schiefer  Richtung  zwischen  entsprechenden  Flächen 
des  Gegenrhomboeders  erstrecken.  Wir  können  hiernach,  im  An- 
schluss  an  die  übliche  Ausdrucksweise,  dem  Bergkrystalle  sechs  elek- 
trische Pole,  abwechselnd  positiv  und  negativ,  oder  drei  an  ihren 
Enden  entgegengestetzfe  elektrische  Axen,  die  mit  den  sogenannten 
Nebenaxen  der  sechsseitigen  Pyramide  zusammenfallen,  zuschreiben.« 

»Die  schiefe  Richtung,  in  welcher  sich  die  elektrischen  Zonen 
von  dem  oberen  Ende  nach  dem  unteren  ziehen,  ist  nun  aber  bei 
den  beiden  Modificationen  des  Bergkrystalles  verschieden;  sie  ist 
nämlich  stets  parallel  mit  den  Streifungen  der  Rhombenflächen,  oder 
parallel  mit  den  Combinationskanten  dieser  Flächen  mit  den  Flächen 
des  Hauptrhomboeders.  Hieraus  folgt,  dass  die  positiven  Zonen, 
welche  zwischen  den  Flächen  der  Nebenrhomboeder  liegen,  stets 
über  diejenigen  Prismenkanten  hinweggehen  müssen,  welche  an  ihrem 
oberen  und  unteren  Endpunkte  Rhombenflächen  tragen,  oder  dass 
die  positiven  Pole  oder  die  positiven  Endpunkte  der  elektrischen 
Axen  in  die  Mitten  der  eben  bezeichneten  verticalen  Kanten  des 
Prismas  fallen,  während  die  negativen  Pole  oder  negativen  Endpunkte 
den  dazwischen  liegenden  Prismenkanten  angehören«*). 


*)  Es  ist  diese  Wiederholung  nöthig  geworden  durch  einen  Aufsatz  des  Herrn 
Ch.  Friedel  in  dem  2.  Bd.  des  Bulletin  de  la  Society  mineralogique  de  France, 
1879,  S.  3<:  »Sur  la  pyroelectricitö  dans  la  topaze,  la  blende  et  le  quartz.  Herr 
Friedel  führt  in  dieser  Note  nur  die  von  mir  auf  den  an  beiden  Enden  regel- 
mässig ausgebildeten  rechten  Krystallen  nachgewiesene  Lage  der  elektrischen  Zonen 
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Bei  den  linken  Krystallen  Nr.  1  und  Nr.  2  (Fig.  \  und  2)  *)  er- 
strecken sich  die  elektrischen  Zonen  im  Allgemeinen  schief  von  links 
oben  nach  rechts  unten,  bei  dem  rechten  Krystalle  Nr.  3*^)  dagegen 
schief  von  rechts  oben  nach  links  untiBn;  dabei  gehen,  wie  dies 
zuvor  angegeben,  die  positiven  Zonen  über  diejenigen  Prismenkanten, 
welche  die  Rhombenflächen  tragen,  während  die  negativen  Zonen 
auf  die  nicht  mit  Rhombenflächen  versehenen  Kanten  fallen. 

Durch  die  oben  S.  482  angedeuteten,  itffolge  von  Störungen  im 
Wachsthum  eingetretenen  Abweichungen  von  der  normalen  Bildung 
der  Krystalle  wird  die  regelmässige  Lage  der  elektrischen  Zonen 
etwas  abgeändert  und  verschoben,  sodass  z.  B.  eine  Kante,  welche 
positive  Spannung  zeigen  sollte,  infolge  einer  Ausdehnung  der  be- 
nachbarten negativen  Zone  negativ  erscheint.  Dies  findet  statt  auf 
der  Kante  (1,  2)***)  des  Krystalles  Nr.*  1,  und  auf  der  Kante  (1,  2) 


an,  und  glaubt  eine,  wie  er  sich  ausdrückt,  mit  der  Natur  des  Bergkrystalles  besser 
übereinstimmende  Vertheilung  aufzustellen,  indem  er  sagt :  »que  les  ar^tes  alterna- 
tives dans  les  cristaux  simples  sont  de  signe  clectrique  opposö  et  sont  de  la  m^e 
mani^re  dans  toute  leur  ^tendue.  Les  arötes  qui  portent  les  faces  rhombes  ont 
toujours  donn^  une  tension  positive  par  le  contact  avec  le  plan  d'öpreuve  chauffee 
(mit  einer  heissen  Kugel,  also  bei  steigender  Temperatur),  les  ar^tes  opposees 
donnant  une  tension  nögalive.  Les  axes  horizontaux  du  trigono^dre ,  c'est  k 
dire  les  diagonales  de  la  base  du  prisme  hexagonal  du  quartz  seraient  donc  les 
axes  de  pyro^lectricite«.  Was  nun  die  von  Fr i edel  bezeichnete  Lage  der  elektrischen 
Pole  überhaupt  betrifllt,  so  ist  dies,  wie  man  sieht,  genau  die  von  mir  bereits  im 
Jahre  <866  angegebene;  dagegen  ist  die  specielle  Bestimmung  Friedel's  über  die- 
jenigen Kanten  des  Prismas^  auf  welchen  beim  Erkalten  die  positiven  und  negativen, 
oder  beim  Erwärmen  die  negativen  und  positiven  Elektricitäten  auftreten,  unrichtig ; 
die  von  Herrn  Fried el  auf  den  einzelnen  Kanten  angegebenen  Polaritäten  sind 
den  von  mir  nachgewiesenen  gerade  entgegengesetzt.  In  den  obigen  Aussprüchen 
lauten  sie  zwar  gleich,  aber  Friede Ts  Angaben  beziehen  sich  auf  die  Erwär- 
mung, während  die  meinigen  für  die  Abkühlung  gelten.  Erst  in  dem  nächsten 
Abschnitte  kann  ich  erläutern,  wie  Herr  Friede!  zu  diesen  umgekehrten  Angaben 
verleitet  worden  ist;  es  sei  hier  nur  kurz  bemerkt,  dass  er  mittelst  seines  Ver- 
fahrens gar  nicht  die  thermoelektrischen,  sondern  die  aktinoelektrischen  Erregungen 
beobachtet  hat. 

*)  Ebenso   auch   bei  dem  ringsum  ausgebildeten  linken  Krystalle  Nr.  1 1   der 
früheren  Abhandlung. 

**)  Ebenso  bei  den  Krystallen  Nr.  1   und  %  der  früheren  Abhandlung. 
***)  Die  auf  den  Prismenkanten  beobachteten  Elektricitäten  sind,  wie  schon  be- 
merkt, auf  den  mit  B  bezeichneten  geraden  Linien  angegeben. 
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des  Krystalles  Nr.  3,  während  bei  dem  Krystalle  Nr.  2  die  Kanten 
in  regelmässiger  Abwechslung  positiv  und  negativ  erscheinen. 

Die  schiefe  Lage  der  elektrischen  Zonen  spricht  sich  auch  noch 
in  dem  Umstände  aus,  dass  an  normal  gebildeten  Stellen  auf  den 
einer  Kante  anliegenden  Stücken  der  beiden  sie  bildenden  Prismen- 
flächen die  Intensitäten  der  elektrischen  Spannungen  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  wachsen  und  abnehmen.  Auf  dem  zwischen 
den  Flächen  2  und  4  liegenden,  ganz  normal  gebildeten  Theile  des 
Krystalles  Nr.  1  nimmt  z.  B.  die  negative  Elektricität  neben  der 
Kante  (2,  3)  auf  der  Fläche  2  von  oben  nach  unten  ab,  auf  der 
Fläche  3  aber  zu ;  einen  gleichen  Verlauf  zeigt  die  positive  Spannung 
neben  der  Kante  (3,  4). 

Sehr  charakteristisch  für  den  Unterschied  der  rechten  und  linken 
Bergkrystalle  ist  das  elektrische  Verhalten  der  sogenannten  Pyramiden- 
flächen.    Bei    linken   Krystallen    nimmt    am   oberen   Ende    auf   den 

Flächen  —  l^^)^^^  (des  sogenannten  Hauptrhomboeders)  die  elek- 
trische Spannung  nach  rechts  hin  im  negativen  Sinne  zu.  Entweder 
zeigt  der  an  die  Prismenfläche  grenzende  Theil  jener  Flächen  blos 
negative,  nach  rechts  hin  wachsende  Polarität  (Nr.  1  obere  Fläche  2, 
4  und  6;  Nr.  2  obere  Fläche  2  und  4),  oder  es  geht  die  am  linken 
Ende  noch  auftretende  positive  nach  rechts  hin  in  die  negative  über 
(Nr.  2  obere  Fläche  6).  An  dem  unteren  Ende  wachsen  die  nega- 
tiven Spannungen  in  der  Richtung  von  rechts  nach  links,  d.  h.  diese 
unteren  Flächen  gleichen  vollständig  den  am  oberen  Ende  liegenden, 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  den  Krystall  umkehrt  und  da- 
durch sein  unteres  Ende  zum  oberen  macht.  Es  darf  ja  auch  bei 
ringsum  normal  ausgebildeten  Krystallen  kein  Unterschied  entstehen, 
mag  das  eine  oder  das  andere  Ende  der  Hauptaxe  zum  oberen  ge- 
wählt werden;  die  Richtung  der  elektrischen  Zonen  muss  dieselbe 
bleiben. 

Während  auf  den  grossen  Flächen  — (^^**-)n=:-i  ^^  oberen  Ende 
die  negative  Spannung  in  der  Richtung  von  links  nach  rechts  zu- 
nimmt, wächst  auf  den  kleinen  Flächen  +(/^|  ,  dieses  Endes 
in  derselben  Richtung  die  positive,  wobei  der  an  die  Prismenfläche 
grenzende  Theil  entweder   in   seiner  ganzen  Ausdehnung   positiv  ist 
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(Nr.  1  obere  Fläche  1,  Nr.  2  obere  Flache  1  und  5)  oder  am  linken 
Rande  noch  negative  Spannung  zeigt,  die  nach  rechts  hin  in  die 
positive  übergeht  (Nr.  1   obere  Fläche  3  und  5). 

In  gerade  entgegengesetzter  Richtung  ändern  sich  nun  die  Inten- 
sitäten der  elektrischen  Spannungen  auf  den  rechten  Kryslallen.    Auf 

den  grossen  Flächen — l*'-^)^^^    des    oberen   Endes   wachsen    die 

Intensitäten  von  rechts  nach  links  im  negativen  Sinne  (Nr.  3  Fläche  \, 

3  und  5)  und  jn  positivem  Sinne  auf  den  kloinen  Flächen  -^y  ^)„^^ 

(Nr.  3  Fläche  4  und  6). 

Die  Flächen  des  sogenannten  Hauptrhomboeders  (und  ebenso 
des  Nebenrhomboeders)  sind  also  nicht  wie  aus  der  von  G.  Rose 
gegebenen  Darstellung  folgen  würde,  bei  rechten  und  linken  Kryslallen 
gleichartig,  sondern  von  einander  sehr  verschieden,  wie  ich  dies  schon 
oben  S.  474  ausgesprochen  habe. 

Der  im  Vorstehenden  hervorgehobene  Unterschied  zwischen  linken 
und  rechten  Bergkrystallen  setzt  uns  in  den  Stand,  bei  einem  ein- 
fachen Krystalle,  welcher  zwar  die  Flächen  des  sogenannten  Haupt- 
und  Nebenrhombeders  döutlich  erkennen  lässt,  aber  weder  Rhoniben- 
noch  Trapezflächen,  also  kein  äusseres  Merkmal  zur  Erkennung  der 
Drehungsrichtung  an  sich  trägt,  durch  die  thermoelektrische  Prüfung 
einer  einzigen  Rhomboederfläche  zu  entscheiden,  ob  derselbe  ein 
linker  oder  ein  rechter  ist. 

An  Stelle  der  Prüfung  einer  Rhomboederfläche  kann  bei  einem 
solchen  Krystalle  auch  die  Bestimmung  des  thermoelektrischen  Ver- 
h^iUnn.s  fiinpr  Prismenkantft   trfttftn.     Lififft  Hi«  nntftrsnrhfft  K;intß  v   R. 
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der  Prüfung  mehrerer  Kanten  oder  PrismenHachen  bedürfen,  um 
sicher  zu  sein,  dass  die  auf  einer  Kanle  beobachtete  Polarität  der 
normalen  entspricht. 

ß,   Krystalle  mit  abweichender  Ausbildung  der  Enden. 

Von  der  S.  482  beschriebenen  normalen  Ausbildung  weicht  nun 
die  Gestalt  sehr  vieler  Bergkrystalle  ab^).  Es  kann,  und  dies  ist 
ein  oft  eintretender  Fall,  das  eine  (obere)  Ende  noch  die  normale 
Anordnung  und  Grösse  der  Pyramidenflächen  behalten,  während  sich 
an  dem  anderen  (unteren)  Abweichungen  zeigen.  Sehr  häufig  sind 
dabei  die  folgenden  beiden  Formen: 

Es  kommt  öfter  die  Bildung  vor,  dass,  während  das  eine  (obere) 
Ende  noch  seine  normale  Gestalt  behält,  an  dem  anderen  (unteren) 
nur  eine  Fläche  des  Hauptrhomboeders  sich  vorzugsweise  ent- 
wickelt (Nr.  4). 

Sodann  erscheinen  häufig  an  dem  zweiten  (unteren)  Ende 
zwei  grosse  Pyramidenflächen,  aber  unterhalb  zweier  einander  gegen- 
überliegenden Prismenflächen,  sodass  sie  durch  ihren  Durchschnitt 
eine  kürzere  oder  längere  Schneide  bilden.  An.  den  Enden  dieser 
Schneide  liegen  dann  die  übrigen  vier  kleinen  Flächen  von  nahe 
gleicher  Grösse  (Nr.  5,  6  und  7). 

Bei  sehr  vielen  Krystallen  zeigen  beide  Enden  der  Hauptaxo 
Abweichungen  von  der  normalen  Bildung.  Ich  werde  mich  jedoch 
zum  Nachweise  eines  Zusammenhanges  zwischen  der  Gestaltung  der 
Pyramidenflächen  und  der  elektrischen  Vertheilung  im  Folgenden  auf 
die  Mittheilung  der  Beobachtungen  an  solchen  Krystallen  beschränken, 
bei  welchen  wenigstens  das  eine  (obere)  Ende  der  Hauptaxe  noch 
regelmässig  ausgebildet  ist;  dieser  Umstand  gewährt  den  Vortheil, 
dass  wir,  von  einer  normalen  elektrischen  Vertheilung  am  oberen 
Ende  ausgehend,  die  Abweichungen  von  derselben  nach  dem  unteren 
Ende  deutlich  verfolgen  können. 

Zuföllig  gehören  die  sämmtlichen  vier  in  diesem  Paragraphen 
behandelten  Krystalle  zu  den  sogenannten  linken.  Der  Krystall  Nr.  4 
(Fig.  4,  Taf  1)  stammt  aus  der  Schweiz,  die  drei  übrigen  Krystalle  Nr.  5, 


*)   Es  ist  dies  jedenfalls  eine  Folge  kleiner  in  einer  um  60*^  oder  4  80°  ge- 
drehten Stellung  eingewachsener  Stücke. 
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6  u.  7  (Fig.  5,  6  u.  7,  Taf.  1)  von  Striegau  oder  Järischau  in  Schlesien. 
Die  Masse  von  Nr.  4,  6  und  7  ist  wasserhell,  während  sie  bei  Nr.  5 
trübe  erscheint.  Bei  Nr.  4  sind  die  beiden  Prismenflächen  1  und  2 
mit  einem  Anfluge  eines  grauröthlichen  Pulvers  bedeckt;  bei  Nr.  7 
bildet  das  untere  Ende  eine  doppelte  Schneide. 

Das  obere  Ende  zeigt  bei  den  Krystallen  Nr.  4,  5,  6  und  7  io 
regelmässiger  Abwechselung  drei  grosse  und  drei  kleine  Rhomboeder- 
flächen'').  Infolge  dessen  tritt  die  normale  Vertheilung  auf  sämmt- 
lichen  oberen  Pyramidenflächen  hervor  und  es  erhält  sich  diese 
normale  Vertheilung  auch  noch  in  den  oberen  Theilen  der  Prismen- 
flächen; ja  bei  Nr.  4,  bei  welchem  die  Abweichung  in  der  Bildung 
des  unteren  Endes  wohl  die  geringere  ist,  zeigen  sämmtliche  Prismen- 
kanten in  ihrer  ganzen  Länge,  sowie  auch  am  unteren  Ende  die  an 
die  Prismenflächen  grenzenden  Theile  der  grossen  Pyramidenfläche  3 
und  der  ihr  links  anliegenden  Fläche  2  die  normalen  Polaritäten"^*;. 
Bei  den  Krystallen  Nr.  5,  6  und  7  treten  dagegen  schon  auf  den 
Prismenflächen  Abweichungen  ein;  es  bleiben  zwar  noch  die  sämmt- 
liehen  sechs  Zonen,  abwechselnd  positiv  und  negativ,  sichtbar,  doch 
dehnen  sich  einzelne  ungewöhnlich  aus,  sodass  bei  dem  Krystall  Nr.  6 
die  Kante  (2,  3)  und  bei  Nr.  7  die  Kanten  (2,  3)  und  (4,  5)  nur  in 
ihren  oberen  Theilen  die  normale  negative  Spannung  zeigen ;  bei  dem 
Krystall  Nr.  5  besitzt  die  Kante  (5,  6)  in  ihrer  ganzen  Länge  negative 
Spannung  anstatt  positiver.  Am  unteren  Ende  findet  sich  bei  den 
drei  letzteren  Krystallen  auf  einem  Theile  der  Flächen  noch  die  nor- 
male elektrische  Vertheilung:  bei  Krystall  Nr.  5  auf  den  unteren 
Pyramiden  flächen  1 ,  2  und  3 ;  bei  Nr.  6  auf  den  Pyramidenflächen  3 
und  4  und  bei  Nr.  7  auf  den  Pyramidenflächen  1,  2  und  4.  Sehr 
stark  ist  dagegen  die  Störung  auf  der  unteren  Pyramidenfläche  5  bei 
dem  Krystalle  Nr.  5^**). 


*)  Die  Krystalle  Nr.  4  und  6  entwickelten  sehr  starke  Elektricität ;  es  musste 
daher  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  verringert  werden.  Während  sonst 
ein  DanielTsches  Element  einen  Ausschlag  von  50  Skth.  erzeugte  (iV£  =  50] 
S.  478,  brachte  es  jetzt  nur  einen  Ausschlag  von  7,5  Skth.  hervor,  was  in  der  Zeich- 
nung durch  das  Zeichen  NE=  7,5  angedeutet  ist. 

**)  Die   in   der  Mitle   der   grossen  Pyramidenflache  3  am  unteren  Ende  auf- 
tretende positive  Elektricität  wird  später  S.  502  ihre  Erklärung  finden. 

***)   Die  Vergleichung  dieser  Fläche  5  mit  der  oberen  Pyramidenfläche  3   des 
Krystalles  Nr.  M  und  der  Pyramidenfläche  6  des  Krystalles  Nr.  4  6  zeigt  deuUicb, 
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Auf  den  prismalischen  Seitenflächen  hat  bei  dem  Krystall  Nr.  6 
die  negative  Polarität  eine  grössere  Ausdehnung  als  die  positive; 
dafür  erscheint  die  positive  auf  den  Pyramidenflächen  des  unteren 
Endes  vorwaltend.  Umgekehrt  verhält  sich  der  Krystall  Nr.  7;  bei 
ihm  überwiegt  auf  den  Prisraenflächen  die  positive  Spannung,  dagegen 
auf  den  Pyramidenflächen  des  unteren  Endes  die  negative. 

Während  das  obere  Ende  (Spitze)  bei  den  Krystallen  Nr.  4,  5, 
6  und  7,  wie  dies  schon  aus  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den 
daselbst  befindlichen  Pyramidenflächen  hervorgeht,  positive  Spannung 
besitzt,  zeigt  sich  nur  bei  den  Krystallen  Nr.  5  und  6  die  Schneide 
am  unteren  Ende  positiv,  dagegen  die  untere  Spitze  bei  Nr.  4  und 
die  gespaltene  Schneide  bei  Nr.  7  negativ. 

y.   Nur  an  dem  einen  Ende  ausgebiMefe,  an  dem  andern  aber  angewachsen 
gewesene,  und  jebt  verbrochene  Krystalle. 

Während  einfache,  ringsum  möglichst  normal  ausgebildete  Berg- 
krystalle  sehr  selten  sind,  und  wohl  stets  auch  nur  eine  geringe 
Grösse  besitzen,  ist  die  Anzahl  derjenigen  einfachen  Krystalle,  welche 
an  dem  einen  Ende  ziemlich  normal  gestaltet,  an  dem  anderen  aber 
ursprünglich  angewachsen  gewesen  und  dann  abgebrochen  worden, 
viel  beträchtlicher  und  auch  die  Grösse  derselben  oft  sehr  ansehn- 
lich. Ich  habe  auf  den  Tafeln  die  Netze  von  sechs  derselben  und 
zwar  die  grösseren  nur  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet.  Vier 
derselben  Nr.  8,  9,  1 0  und  1 1  sind  linke  Krystalle,  die  beiden  anderen 
Nr.  12  und  13  rechte.  Der  Krystall  Nr.  8  ist  ganz  farblos;  bei  den 
Krystallen  Nr.  9  und  12  ist  zwar  die  Masse  auch  farblos,  aber  ihre 
Oberfläche  wird,  namentlich  auf  den  Pyramiden-  und  Trapezoeder- 
flächen,  mit  einem  feinen  grünen  Staube  von  Helminth  bedeckt.  Die 
drei  anderen  Krystalle  sind  nelkenbraun,  Nr.  10  und  11  dunkler  als 
Nr.  13.  Der  Krystall  Nr.  8  stammt  vom  St.  Gotthard,  Nr.  9  von 
Tavetsch,  Nr.  1 0,  1 1  und  1 3  aus  dem  Maderaner  Thal  und  Nr.  1 2 
vom  Kreuzlipass  aus  der  Schweiz.  Die  braun  gefärbten  Krystalle 
liefern  den  Beweis,  dass  der  Farbstofl*,  der  jedenfalls  aus  Kohle 
besteht,  die  fintstehung  und  Anhäufung  der  Elektricität  nicht  hindert. 


dass  die  Störung  auf  der  vorliegeoden  Fläche  5  durch  die  Anwesenheit  eines  um 
4  80®  gedrehten  Stückes  hervorgebracht  wird. 

▲bhandl.  d.  K.  S.  Oesellsch.  d.Wissensch.  XX.  34 
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%  Ausser  den  Flächen  des  Prismas  und  der  beiden  Rhomboeder  finden 
sich  an  diesen  Krystallen  noch  Trapezoederflächen  in  regelmässiger 
Anordnung"^);  die  Rhombenflächen  sind  nicht  immer  vorhanden.  An 
dem  Krysiall  Nr.  12,  welcher  auch  an  seinem  unteren  Ende  noch 
Reste  von  zwei  Rhomboederflächen  trägt,  sind  sogar  alle  sechs 
Trapezoederflächen   (in  der  Figur  mit  a  bezeichnet)   vorhanden. 

Der  Krysiall  Nr.  12  zeigt  auf  den  Flächen  4  und  5  wiederholte 
Abstufungen  und  Absätze;  ferner  sind  auf  einigen  anderen  Flächen 
Nähte  sichtbar;  dennoch  ist  er  aber  durchaus  einfach;  auf  allen 
Absätzen  finden  sich  in  richtiger  Lage  die  Trapezoederflächen. 

Die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  zeigen  bei  den  linken 
Krystallen  Nr.  8,  9,  1 0  und  1 1  am  linken  Rande  positive,  am  i^echten 
negative  Spannung.  Bei  den  beiden  rechten  Krystallen  Nr.  12  und  13 
haben  die  beiden  Polaritäten  auf  jlen  Hauptrhomboederflächen  die 
umgekehrte  Lage.  Ob  auf  den  kleinen  Flächen  des  Nebenrhom- 
boeders  beide  Elektricitäten  am  unteren  Rande  auftreten,  oder  nur 
eine,  die  positive  oder  die  negative,  hängt  von  der  speciellen  Bil- 
dung an  der  belreflfenden  Stelle  ab.  Ist  die  kleine  Fläche  mehr 
über  den  positiven  Theil  der  Prismenfläche  gestellt,  so  erscheint  sie 
überall  positiv  (Nr.  9,  Fläche  3);  liegt  sie  mehr  über  dem  negativen 
Theile  der  Prismenfläche,  so  besitzt  sie  überall  negative  Spannung 
(Nr.  9  Fläche  1,  Nr.  12  Fläche  2),  während  sie  bei  einer  mittleren 
Stellung  an  der  einen  Seite  positive,  an  der  anderen  negative  Elek- 
tricität  zeigt  (Nr.  9  Fläche  5,  Nr.  12  Fläche  4). 

Da  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Prismenflächen  und  den 
prismatischen  Seitenkanten  regelmässig  ist,  habe  ich  die  Kanten  und 
die  auf  ihnen  beobachteten  Spannungen   nicht  besonders  dargestellt. 

b.    Zusammengesetzte  Krystalle. 

Die  meisten  grösseren  Bergkrystalle  erscheinen  zwar  äusserlich 
als  einfache  Individuen,  besitzen  aber  dessenungeachtet  gewöhnlich 
nicht  in  ihrer  ganzen  Masse  dieselbe  Orientirung  der  Moleküle. 


*j  Bei  Krysiall  Nr.  13  erscheiot  oben  im  einer  Kante  [%,  3)  bei  a  auch  eine 
sehr  schmale  Trapezoeder-  oder  Rhombenfläcbe ;  ein  Beweis,  dass  hier  ein  kleines 
um  180^  gedrehtes  Stück  eingeschoben  ist.  Infolge  dessen  wird  die  negative 
Spannung  an  dieser  Stelle  aufgehoben. 
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Man  betrachtet  solche  Krystalle  als  Zwillinge,  bei  welchen  zwei 
Individuen  mit  parallelen  Hauptaxen,  aber  in  einer  um  60^  oder  1 80*  ver- 
schiedenen Stellung  so  miteinander  verwachsen  sind,  dass  die  äusseren 
Begrenzungen  beider  die  Gestalt  eines  einfachen  Krystalles  darbieten. 

Aus  Mangel  an  geeigneten  Krystallen  rauss  ich  mich  in  den 
folgenden  Mittheilungen  auf  solche  Zwillingskrystalle  beschränken, 
bei  welchen  die  beiden  verwachsenen  Individuen  gleichartig,  also 
beide  entweder  rechte  oder  linke  sind.  Für  solche  steht  mir  aber 
ein  ziemlich  reichliches  Material  zur  Verfügung. 

Als  äusseres  Kennzeichen  solcher  Verwachsungen  zweier  gleich- 
artigen Individuen  dient  die  Lage  der  Trapezoeder-  und  Rhomben- 
flächen; ein  Auftreten  derselben  auf  benachbarten  Kanten  bezeichnet 
im  Allgemeinen  ein  daselbst  in  anderer  Orientirung  befindliches  Stück. 
Auch  kann  die  Beschaflfenheit  der  Prismen-  oder  Pyramidenflächen, 
nämlich  die  auf  ihnen  sichtbaren  Nähte*),  sowie  Unterschiede  der 
durch  diese  Nähte  getrennten  Flächenstücke  in  Glanz  und  Glätte 
darauf  hinweisen"^*). 

Wenn  ein  Bergkrystall  um  60**  oder  180*  gedreht  wird,  so  hat 
dies  in  elektrischer  Beziehung  den  Erfolg,  dass  an  die  Stelle  einer 
positiven  Halbaxe  eine  negative  tritt,  und  umgekehrt.  Sind  also 
einzelne  Stücke  eines  Bergkry Stalles  gegen  die  Hauptmasse  desselben 
verdreht,  so  muss  sich  dies  in  einer  Störung  der  elektrischen  Ver- 
theilung  an  der  betrefl*enden  Stelle  kundgeben,  und  umgekehrt  kann 
die  Beobachtung  solcher  Störungen  verwendet  werden,  um  die 
Orientirung  der  Moleküle  zu  erkennen. 

a.   Ringsum  ausgebildete  Krystalle. 
Krystall  Nr.  14.    Eine  eigenthümliche  Bildung  zeigt  der  Fig.  14 
in   seinem  Netze   gezeichnete   rauchbraune   linke  Krystall  Nr.  1 4  aus 
dem  Maderaner  Thal.     In    seiner   unteren  Hälfte   ist  er  einfach ;  da- 

*)  Dass  das  blosse  Auftreten  von  scheinbaren  Nähten  kein  untrügliches  Zeichen 
der  Zusammensetzung  von  verschieden  orientirten  Stücken  liefert,  habe  ich  oben 
S.  490  angedeutet. 

**)  Gar  sehr  bedauere  ich,  dass  ich  auf  eine  optische  Prüfung  der  Krystalle 
habe  verzichten  müssen ;  es  fehlt  hier  aber  an  jeder  Gelegenheit,  Bergkrystalle 
schleifen  und  schneiden  zu  lassen.  Eine  Versendung  nach  auswärts  hätte  nicht 
viel  nützen  können ;  ohne  specielle  Beaufsichtigung  lassen  sich  eben  solche  ins 
Einzelne  gehende  Untersuchungen  nicht  durchführen. 

84* 
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gegen  enthält  er  in  seiner  oberen  HSilfte  ein  kleineres  Stück  in  einer 
um  180^  gedrehten  Stellung. 

Am  unteren  Ende  liegen  die  Trapezoederfldchen  regelmiissig  ab- 
wechselnd auf  den  Kanten  (1,  S),  (3,  4),  (5,  6);  in  halber  Höhe  findet 
sich  auch  auf  der  Kante  (1,  2)  bei  ß  die  obere  Trapezoederfläche. 
Dagegen  treten  am  oberen  Ende  zwar  zwei  dieser  Flächen  auf  den 
Kanten  (3,  4)  und  (5,  6)  auf,  die  dritte  ist  aber  von  der  Kante 
(1,  2)  auf  die  Kante  (2,  3)  verschoben.  Die  Grenze  des  in  der 
oberen  Hälfte  eingeschobenen,  um  180^  gedrehten  Stückes  geht  von 
der  Mitte  der  Kante  (1,  2),  wo  bei  ß  die  Trapezoederfläche  liegt, 
auf  der  Fläche  1  durch  eine  Naht  deutlich  erkennbar  nach  links  oben 
(nach  «),  sodass  sie  die  Pyramidenfläche  oberhalb  1  noch  einschliesst. 
Von  der  Mitte  ß  der  Kante  (1,  2)  läuft  ferner  die  Grenze  über  die 
Fläche  2  bis  zur  Kante  (2,  3)  nach  y,  steigt  dort  nach  oben  [d]  und 
schliesst  dann  die  linke  Hälfte  der  Pyramidenfläche  über  3  noch 
ein  (*).  Diese  letztere  Pyramidenfläche  (über  3)  ist  durch  eine  Naht 
in  eine  linke  stark  glänzende  und  in  eine  weniger  glänzende  rechte 
Hälfte  getheill;  die  linke  Hälfte  gehört  dem  Hauptrhomboeder,  die 
rechte  dem  Nebenrhomboeder  an. 

Mit  der  zuvor  angegebenen,  aus  äusseren  Kennzeichen  hei^e- 
leiteten  Bildung  des  Krystailes  stimmt  nun  auch  die  elektrische  Ver- 
theilung  auf  seiner  Oberfläche  überein.  In  der  unteren  Hälfte  ist 
die  Yertheilung  vollständig  normal,  und  dasselbe  gilt  auch  von  der 
oberen  Hälfte  mit  Ausschluss  des  zuvor  bezeichneten  Theiles.  Die 
normale  Yertheilung  findet  sich  also  hier  oben  von  der  Prismen- 
kante (2,  3)  und  der  Mitte  der  Pyramidenfläche  oberhalb  3  nach 
rechts  hin  auf  den  Flächen  3,  4,  5  und  6  bis  zur  Mitte  der  Prismen- 
fläche 1.  Die  oberhalb  1  liegende  Pyramidenfläche  gehört  schon  dem 
gedrehten  Theile  an;  sie  verhält  sich  wie  eine  Fläche  des  Haupt- 
rhomboeders  und  ebendies  gilt  von  der  linken  Hälfte  der  Pyramiden- 
fläche 3,  während  die  rechte  Hälfte  dieser  letzteren  Fläche  wie 
bereits  zuvor  erwähnt,  dem  Nebenrhomboeder  angehört.  Infolge 
dessen  entsteht  auf  der  Pyramidenfläche  3  die  eigenthümliche  elek- 
trische Yertheilung,  dass  die  Mitte  der  Fläche  negativ  ist,  der  linke 
und  rechte  Rand  aber  positive  Spannung  zeigen*).    Die  obere  Hälfte 

''^j  Dieser  Vertheilung  gleicht  genau  die  auf  der  untereo  Pyramidenfläche  5  des 
Krystailes  Nr.  5  beobachtete ;   nur  sind  die  Polaritäten  die  entgegengesetzten. 
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der  Prismenkante  (1,  2)  ist,  der  Stellung  dieses  Theiles  entsprechend, 
negativ  (Fig.  1 4  Ä) .  Da  die  Grenze  in  der  Kante  (2,  3)  aufwärts 
steigt,  so  tritt  auf  dieser  Kante  auch  oben  die  normale  negative, 
jedoch  nur  in  geringer  Intensität  auf. 

ß.  Nur  an  dem  einen  Ende  ausgebildete,  an  dem  anderen  verbrochene  Krystalle. 

Die  Stücke,  welche  gegen  die  Hauptmasse  eines  Kryslalles  ge- 
dreht erscheinen,  sind  bald  kleiner,  bald  grösser  und  können  auch 
in  getrennten  Theilen  auftreten.  Ich  werde  mit  dem  einfachsten 
Falle  beginnen,  wo  nur  ein  Stück  von  geringer  Ausdehnung  ein- 
geschoben ist. 

Kr y stall  Nr.  15.  Der  linke  Krystall  Nr.  15  (in  den  Figuren  15 
in  halber  linearer  Grösse  dargestellt)  aus  dem  Maderaner  Thale  trägt 
am  oberen  Ende  die  Trapezoederflächen  auf  den  Kanten  (1 ,  2)  und 
(3,  4),  aber  nicht  auf  der  Kante  (5,  6);  dafür  erscheint  jedoch  eine 
Trapezoederfläche  unten  auf  der  Kante  (4,  5)  bei  /?.  Der  Krystall 
enthalt  ein  in  gedrehter  Stellung  befindliches  Stück  von  der  rechten 
Hälfte  der  Fläche  4  bis  zum  rechten  Rande  der  Fläche  5,  wie  dies 
der  Fig.  1 5  A  gezeichnete,  durch  die  Mitte  des  Krystalles  gelegte 
Querschnitt  nachweist,  wo  das  eingeschobene  Stück  durch  die  Linie 
abc  angedeutet  ist.  In  diesen  Querschnitt  (Fig.  15il)  sind  auch  die 
auf  den  Kanten  in  der  Mitte  des  Krystalles  beim  Erkalten  beobach- 
teten elektrischen  Spannungen  eingetragen. 

Die  Vertheilung  auf  den  Prismen-  und  Pyramidenflächen  ist 
regelmässig  bis  auf  die  Fläche  5,  wo  eben  das  eingeschaltete  Stück 
liegt;  infolge  dieser  Einschaltung  vermag  auf  Kante  (4,  5)  die  nega- 
tive Spannung  kaum  aufzutreten  und  auf  Kante  (5,  6)  erscheint  die 
positive  sehr  geschwächt.  Unmittelbar  neben  der  Kante  (4,  5)  beginnt 
auf  der  Fläche  5  die  positive  Zone.  Infolge  der  Einschaltung  dieses 
gedrehten  Stückes  gehört  auch  die  Pyramidenfläche  oberhalb  5  nicht 
dem  Nebenrhomboeder,  sondern  dem  Hauptrhomboeder  an;  sie  zeigt 
daher  die  elektrische  Vertheilung  der  Fläche  eines  Hauptrhomboeders 
und  spielt  auch,  wie  aus  der  Zeichnung  ersichtlich,  in  Bezug  auf 
ihre  Grösse  die  Rolle  einer  solchen ;  eine  Erscheinung,  die  sich  auch 
in  anderen  Fällen  wiederholt.  Auf  der  Pyramidenfläche  4  ist  hier- 
durch die  negative  Polarität  soweit  geschwächt,  dass  sie  am  rechten 
Rande  nicht  mehr  zur  Erscheinung  kommt. 
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Krystail  Nr.  16.  Der  linke  KryBtall  Nr.  16  (in  Fig.  16  in  halber 
linearer  Grösse  dargestellt)  vom  Gletscher  »auf  der  Burg«  bei  Visch 
(Wallis)  trägt  Trapezoederflächen  an  den  Kanten  (1,  2)  und  (3,  4), 
aber  dann  nicht  an  der  Kante  (5,  6),  sondern  an  der  Kante  (4,  5). 
Er  besitzt,  wie  dies  im  Querschnitt  Fig.  16il  angedeutet  ist,  ein  ver- 
drehtes Stück,  welches  von  der  linken  Hälfte  der  Prismenfläche  4  (a) 
bis  zur  rechten  Hälfte  der  Fläche  6  (6)  reicht,  also  über  die  Kanten 
(4,  5)  und  (5,  6)  hinweggeht,  sodass  an  diesen  Kanten  eine  gegen 
die  Hauptmasse  entgegengesetzte  Polarität  entsteht.  In  dem  obersten 
Drittel  der  Prismenfläche  6  tritt  das  Ende  dieses  Stückes  noch  in 
dem  schmalen  positiven  Streifen  auf.  Ebenso  deutlich  ergeben  sich 
die  Grenzen  auf  den  beiden  Pyramidenflächen  4  und  6.  Die  linke 
Hälfte  der  Pyramidenfläche  4  und  die  rechte  der  Fläche  6  besitzen 
noch  in  ihren  Molekülen  die  Orientirung  der  Hauptmasse,  während 
die  rechte  Hälfte  der  Fläche  4  und  die  linke  der  Fläche  6,  sowie 
die  ganze  Flache  5  dem  verdrehten  Stücke  angehören.  Die  Pyra- 
midenfläche 5  ist  also  die  Fläche  eines  Hauptrhomboeders,  wie  ja 
die  direct  unter  ihr  liegende  Trapezoederfläche  schon  andeutet,  und 
dem  entsprechend  zeigt  sich  auch  ihre  elektrische  Vertheilung.  Durch 
das  Zusammentreflen  zweier,  verschiedenen  Rhomboedem  angehörigen 
Hälften  entstehen  auf  den  Pyramidenflächen  4  und  6  die  eigenthüm- 
liehen  elektrischen  Verlheilungen.  Wie  die  elektrische  Vertheilung 
auf  der  Rhomboederfläche  4  andeutet,  muss  sich  in  der  Mitte  der 
Prismenfläche  4  ein  negativer  Streifen  herabziehen,  ähnlich  wie  auf 
der  Prismenfläche  6  ein  positiver.  Bei  den  in  Fig.  16  eingetragenen 
Beobachtungen  erschien  jedoch  auf  dieser  Mitte  nur  eine  gegen  die 
Ränder  verringerte  positive  Spannung;  in  anderen  Versuchsreihen 
trat  aber  dieser  negative  Streifen  deutlich  hervor  und  ist  deshalb 
in  den  Querschnitt  Fig.  \&A  aufgenommen  worden. 

Krystail  Nr.  17.  Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum 
gehörige  rechte  Krystail  Nr.  17  vom  St.  Gotthardt  trägt  Trapezoeder- 
flächen  an  den  Kanten  (1,  2),  (3,  4)  und  (3,  6),  ausserdem  aber  noch 
an  der  Kante  (6,  1),  ein  Beweis  eines  hier  eingefügten  Stückes, 
welches  von  der  linken  Hälfte  der  Prismenfläche  6  bis  gegen  die 
Mitte  der  Fläche  1  reicht  {abc  in  Fig.  17  A).  Ebendies  zeigt  auch 
die  elektrische  Vertheilung;  in  der  Mitte  der  Fläche  1  tritt  eine 
schmale   negative  Zone  auf,   während  auf  Fläche  6  gegen  die  Mitte 
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hin  nur  eine  Verringerung  der  Intensität  der  positiven  Spannung 
beobachtet  wird.  Auf  der  Kante  (6,  1)  und  ihrer  Umgebung  ist  die 
Polarität  die  umgekehrte  von  der  auf  der  übrigen  Hauptmasse  des 
Krystalles  auftretende.  Die  Einschaltung  dieses  verdrehten  Stückes 
macht  sich  ausserdem  auch  noch  durch  die  Schwächung  der  elek- 
trischen Spannungen  auf  den  benachbarten  Kanten  (5,  6)  und  (1,  2) 
bemerkbar. 

Kry  st  all  Nr.  18.  Bei  dem  rechten  Krystalle  Nr.  18  (Fig.  18  in 
halber  Grösse  dargestellt)  von  Tavelsch  liegt  eine  Trapezoederfläche 
an  den  Kanten  (1,  2)  und  (3,  4),  aber  nicht  an  der  Kante  (5,  6); 
dagegen  an  der  Kante  (4,  5),  zum  Anzeichen  eines  hier  eingeschal- 
teten verdrehten  Stückes.  Dasselbe  beginnt  (Fig.  18  A,  abc)  auf 
der  linken  Hälfte  der  Prismenfläche  4  und  reicht  bis  über  die  Kante 
(4,  5).  Ausserdem  giebt  sich  durch  die  elektrische  Yertheilung 
noch  ein  zweites  kleines  Stück  auf  der  Kante  (5,  6)  und  auf  der 
Pyramidenfläche  oberhalb  6  kund.  Durch  das  grössere  gedrehte 
Stück  wird  die  elektrische  Yertheilung  auf  der  Prismenfläche  4  und 
der  über  ihr  liegenden  Pyramidenfläche  und  auf  der  Kante  (4,  5) 
abgeändert,  während  das  kleinere  Stück  nur  oben  auf  der  Kante 
(5,  6)  die  positive  Spannung  in  die  negative  verkehrt,  und  dann  noch 
oberhalb  der  Prismenfläche  6  anstatt  einer  Fläche  des  Nebenrhom- 
boeders  die  Fläche  eines  Hauptrhomboeders  auftreten  lässt. 

Krystall  Nr.  19.  Bei  dem  linken  vom  St.  Gotthardt  stam- 
menden Krystalle  Nr.  19  (Fig.  19  in  halber  Grösse  dargestellt)  bildet 
der  Theil  von  der  rechten  Hälfte  der  Prismenfläche  1  bis  etwas  über 
die  Prismenkante  (3,  4),  sowie  die  Fläche  5  die  Hauptmasse  des 
Krystalles.  Von  der  Pyramidenfläche  1  und  resp.  3  zieht  sich  die 
negative  Zone  über  die  Kanten  (1,  2)  und  resp.  (3,  4)  und  von 
der  Pyramidenfläche  2  die  positive  Zone  über  die  Kante  (2,  3)  hinab; 
eben  dieser  Yertheilung  entspricht  die  elektrische  Yertheilung  auf  der 
Fläche  5,  so  dass  auch  noch  die  Polarität  auf  der  Kante  (4,  5)  und  dem 
grösseren  Theile  der  Kante  (5,  6)  die  normale  (d.  h.  der  Hauptmasse 
entsprechende)  ist.  Dagegen  findet  sich  auf  der  Fläche  4  ein  schmales 
{ab cd)  und  von  der  Kante  (5,  6)  bis  etwas  über  die  Mitte  der 
Fläche  1  ein  grösseres  verdrehtes  Stück  {efgh)  eingeschoben  (Fig.  194), 
wodurch  die  Kante  (6, 1)  und  der  obere  Theil  der  Kante  (5,  6)  die 
umgekehrte  Polarität  erhalten. 
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Kry stall  Nr.  20.  Der  rechte  Krystall  Nr.  20  stammt  gleich 
dem  vorhergeheodeD  vom  St.  Gotthardt.  Die  an  ihm  auftretenden 
TrapezoederfldcheD  weisen  auf  mannichfache  Einschiebungen  um  180^ 
gedrehter  grösserer  und  kleinerer  Stücke  hin.  Auf  der  Kante  (6,  \) 
findet  sich  die  malte  Fläche  eines  linken  Trapezoeders  nebst  Rhom- 
benfl&che;  letztere  ist  parallel  ihrer  Combinationskante  mit  der  Fläche  6 
schwach  gestreift.  Auf  der  Kante  (i,  2)  liegen  zwei  matte  Flächen, 
die  eine  einem  linken,  die  andere  einem  rechten  Trapezoeder  an- 
gehörend. Auf  der  Kante  (2,  3)  treten  glatte  Flächen  zweier  linken 
Trapezoeder  auf.  Auf  der  Kante  (3,  4)  zeigt  sich  eine  glatte  Fläche 
eines  linken  und  eine  matte  Fläche  eines  rechten  Trapezoeders; 
dagegen  ist  auf  der  Kante  (4,  5)  weder  eine  Trapezoeder-  noch  eine 
Rhombenfläche  wahrzunehmen.  Auf  der  Kante  (5,  6)  endlich  erscheint 
wieder  die  glatte  Fläche  eines  linken  Trapezoeders  nebst  einer  sehr 
kleinen  Rhombenfläche. 

Fig.  20  stellt  das  Netz  dieses  Krystalles  in  halber  linearer  Grösse 
dar;  Fig.  20  A  in  derselben  Grösse  den  Querschnitt  durch  die  Mitte 
des  Krystalles.  In  dem  Querschnitte  Fig.  20  A  habe  ich  die  zwei 
grösseren  eingeschobenen  Stücke  durch  punktirte  Linien  aed  und  bfc 
angedeutet.  Betrachten  wir  den  von  a  über  die  Fläche  1,  2  bis 
zu  b  auf  der  Fläche  3,  und  ebenso  den  von  c  auf  der  Fläche  4  bis 
zu  d  auf  der  Fläche  5  sich  erstreckenden  Theil  als  dem  Hauptkrystalle 
angehörend,  so  sind  in  ihn  zwei  um  180**  gedrehte  grössere  Stücke 
eingeschoben.  Das  eine  dea  geht  von  d  über  die  Fläche  6  bis  a 
auf  der  Fläche  i,  und  sein  Verlauf  ist  auf  den  Prismenflächen,  be- 
sonders aber  auch  auf  den  Pryramidenflächen  sichtbar.  Das  andere 
kleinere  Stück  bfc  reicht  von  b  auf  der  Fläche  3  bis  c  auf  der  Fläche  4. 
Bei  einem  starken  Erhitzen  (über  i60®C.)  waren  in  dem  Krystalle 
zwei  Sprünge  entstanden,  der  eine  bei  c,  der  andere  bei  d,  welche 
ziemlich  eben  sind  und  nahe  parallel  mit  den  prismatischen  Seiten- 
kanten  verlaufen.  Man  darf  ihre  Entstehung  wohl  als  eine  Folge 
des  Aneinanderstossens  der  verschieden  orientirten  Stücke  betrachten. 

Mit  dieser  angegebenen  Zusammensetzung  ist  nun  die  elektrische 
Vertheilung  im  Einklänge.  Wäre  der  Hauptkrystall  vollständig  vor- 
handen, so  müssten  die  Kanten  (6,  1),  (2,  3)  und  (4,  5)  negativ, 
und  die  Kanten  (1,  2),  (3,  4)  und  (5,  6)  positiv  sein.  In  dem  vor- 
liegenden Krystalle   gehören   aber  nur  die  Kanten    (i,  2),  (2,  3)  und 
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zum  Theii  (4,  5)  diesem  Hauptkrystalle  an,  während  die  Kanten  (3,  4), 
(5,  6)  und  (6,  i )  auf  den  eingeschobenen  um  1 80®  gedrehten  Stücken 
sich  finden,  und  daher  eine  dem  Hauptkrystalle  entgegengesetzte 
Polarität  zeigen  (Fig.  20  B).  Infolge  der  eingeschobenen  Stücke  wird 
die  positive  Zone  auf  den  rechten  Hälften  der  Fläche  3  bei  6 
(Fig.  20  A),  der  Fläche  4  bei  c,  und  der  Fläche  5  bei  d  durch  die 
auf  den  rechts  daneben  liegenden  Kanten  erscheinende  negative 
Elektricilät  abgebrochen.  Ähnliches  geschieht  mit  der  negativen  Zone 
auf  der  linken  Hälfte  der  Fläche  1  bei  a.  Auf  den  Flächen  3,  4 
und  5  zeigt  sich  infolge  dieser  Bildung  auf  der  rechten  Hälfte  ein 
mehr  oder  weniger  breiter  positiver,  und  in  der  Mitte  der  Fläche  1 
ein  ziemlich  breiter  negativer  Streifen. 

Die  in  Fig.  20  A  eingetragenen  elektrischen  Polaritäten  geben, 
wie  schon  bemerkt,  die  Vertheilung  in  einem  durch  die  Mitte  des 
Krystalles  gelegten  Querschnitte.  Wie  die  Beobachtungen  auf  den 
Kanten  Fig.  20  B  zeigen,  weicht  die  Vertheilung  nach  oben  hin 
infolge  der  Änderung  der  Grenzen  der  eingeschobenen  Stücke  etwas 
ab;  die  Kanten  (4,  5)  und  (5,  6)  sind  in  der  Mitte  negativ,  nach 
oben  hin  aber  ganz  oder  zum  Theil  positiv. 

Von  Hauptrhomboederflächen  ist  vollständig  vorhanden  die  Fläche  6 
auf  dem  grösseren  eingeschobenen  Stücke,  und  von  dem  Neben- 
rhomboeder  die  Fläche  des  Hauptkrystalles  2.  Auf  der  Hauptrhom- 
boederfläche  geht,  wie  es  bei  rechten  Krystallen  sein  muss,*  die  Elek- 
tricität  in  der  Richtung  von  rechts  nach  links  vom  positiven  zum 
negativen,  auf  dem  Nebenrhomboeder  in  derselben  Richtung  vom 
negativen  zum  positiven.  Auf  den  Pyramidenflächen  i,  3,  4  und  5 
stossen  Haupt-  und  Nebenrhomboeder  an  einander;  infolge  dessen 
liegt  auf  der  Fläche  i  die  negative  Zone,  und  auf  den  Flächen  3 
und  4  das  Maximum    der   positiven  Elektricitäl   mehr   in    der  Mitte. 


c.    Elektrisches  Verhalten  der  Enden  der  Hauptaxe. 

Zu  der  Zeit,  in  welcher  ich  meine  frühere  Untersuchung  über 
die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Bergkrystalles  ausführte, 
war  ich  noch  in  der  damals  allgemein  geltenden  Ansicht  befangen, 
dass  überhaupt    nur    in    der    Richtung    hemimorph    gebildeter   Axen 
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elektrische  SpanDUDgen  auftreten  könnten.  Ich  habe  mich  daher 
damals  auf  die  Prüfung  des  elektrischen  Verhaltens  der  Nebenaxen, 
nach  welchen  eben  eine  hemimorphe  Bildung  vorhanden  ist,  be- 
schränkt, und  das  Verhalten  der  Hauptaxe,  deren  Enden  nicht  hemi- 
morph  gestaltet  sind,  nicht  specieller  beobachtet.  Es  heisst  in  der 
oben  angeführten  Abhandlung  nur  mit  Bezug  auf  ältere,  von  mir  im 
Jahre  1839  gemachte  Beobachtungen:  »Bei  einzelnen  Krystallen 
boten  die  Enden  der  Hauptaxe  allerdings  verschiedene  Elektricitäten 
dar;  jedoch  habe  ich  daraus  nicht  mit  Bestimmtheit  auf  eine  mit 
der  krystallographischen  Hauptaxe  parallele  elektrische  Axe  zu 
schliessen  gewagt.« 

Durch  meine  späteren  Untersuchungen  über  das  thermoelektrische 
Verhalten  des  Topases,  Schwerspathes  u.  s.  w.  habe  ich  nachgewiesen, 
dass  auch  auf  nicht  hemimorph  gebildeten  Krystallen  thermoelektrische 
Vorgänge  auftreten,  dass  aber  bei  solchen  Krystallen  keine  polaren 
Axen  existiren,  dass  vielmehr  die  beiden  gleichgestalteten  Enden 
einer  Axe  dieselbe  elektrische  Polarität  zeigen.  Es  erschien  daher 
jetzt  nöthig,  die  nicht  hemimorph  gebildete  Axe  des  Bergkrystalles 
auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  und  das  Interesse  an 
einer  solchen  Untersuchung  wurde  noch  durch  den  Umstand  erhöht, 
dass,  wenn  auch,  wie  bemerkt,  nach  der  Hauptaxe  dieser  Krystalle 
kein  eigentlicher  Hemimorphismus  auftritt,  doch  sehr  oft  die  beiden 
Enden  der  Hauptaxe  eigenthUmliche  Unterschiede  in  der  Ausbildung 
der  an  ihnen  liegenden  Flächen  zeigen,  die  sich  dann  auch  in  der 
elektrischen  Vertheilung  auf  diesen  Flächen  aussprechen. 

Da  bei  den  nicht  hemimorph  gestalteten  Krystallen  des  Topa- 
ses, des  Kalkspathes  u.  s.  w.  die  blosse  Verschiedenheit  der  Axen 
hinreicht,  um  elektrische  Spannungen  infolge  von  Temperaturän- 
derungen zu  erzeugen,  so  kann  man  allgemein  die  Frage  stellen,  ob 
nicht  bei  hemimorphen  Krystallen,  während  in  der  Richtung  der  hemi- 
morphen  Axe  eine  polarelektrische  Vertheilung  erscheint,  auch  in  der 
Richtung  der  anderen  nicht  hemimorphen  Axen  elektrische  Pole,  aber 
freilich  an  beiden  Enden  einer  Axe  gleichnamige,  auftreten.  Dieselben 
müssten  sich  durch  eine  Verschiedenheit  in  der  Ausdehnung  der 
beiden  von  den  Enden  der  polaren  Axe  ausgehenden  elektrischen 
Spannungen  auf  den  mit  dieser  letzteren  Axe  parallelen  Flächen 
kund  geben. 
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Ein  nach  dieser  Richtung  hin  an  den  Krystallen  des  Zuckers 
angestellter  Versuch  hat  ein  negatives  Resultat  ergeben.  Die  Krystalle 
des  Zuckers  gehören  zum  monoklinischen  Systeme*).  Nehmen  wir 
die  an  ihren  Enden  ungleich  ausgebildete  Axe  zur  Orthodiagonale, 
so  laufen  die  Fideben  OP  und  oo^oo  mit  dieser  Orthodiagonale 
parallel.  Obwohl  nun  die  verticale  Axe  und  die  Klinodiagonale  in 
ihren  Grössen  verschieden  sind,  so  zeigt  sich  doch  auf  den  genannten 
Flächen  kein  Unterschied  in  der  Ausbreitung  der  von  den  beiden 
Enden  der  Orthodiagonale  ausgehenden  elektrischen  Zonen. 

Bei  dem  Turmalin  kann  man  die  Flachen  des  dreiseitigen  Prismas 
als  zu  dem  einen  Ende  der  Uauptaxe  gehörig  betrachten;  durch  sein 
Auftreten  entsteht  auch  nach  den  Nebenaxen  eine  hemimorphe  Bil- 
dung. Ich  habe  aber  nicht  vermocht,  auf  den  Flächen  des  sechs- 
seitigen und  des  dreiseitigen  Prismas  bestimmte  Unterschiede  in  der 
Ausbreitung  der  von  den  Enden  der  Hauptaxe  ausgehenden  positiven 
und  negativen  Spannungen  wahrzunehmen. 

Anders  gestalten  sich  nun  aber  die  Verhältnisse  beim  Berg- 
krystalle. 

Wir  wollen  zunächst  an  den  ringsum  ausgebildeten  Krystallen 
Nr.  1  bis  7  diejenigen  Enden  der  Hauptaxe  betrachten,  welche  normal 
gestaltet  sind,  d.  h.  abwechselnd  drei  grosse  und  drei  kleine  Rhom- 
boederflächen  tragen,  und  nicht  durch  Anliegen  an  andere  Körper 
in  ihrer  Entwickelung  gehemmt  wurden.  Solche  vollkommen  nor- 
male Bildungen  finden  wir  an  dem  oberen  Ende  der  Krystalle  Nr.  1, 
4,  5,  6  und  7.  Auf  den  Flächen  dieses  Endes  zeigen  sich  keine 
Nähte  oder  sonstige  Andeutungen  von  Verwachsungen,  und  die  Flächen 
des  Nebenrhomboeders  reichen  nicht  bis  zur  Spitze,  die  allein  von 
den  Flächen  des  Hauptrhomboeders  gebildet  wird.  Sämmtliche  zuletzt 
genannten  Krystalle  sind  zufällig  linke. 

Wie  die  in  die  Netze  dieser  Krystalle  eingetragenen  elektrischen 
Beobachtungen  nachweisen,  ist  die  Basis  der  Hauptrhomboederflächen 
des  oberen  Endes  vorzugsweise  negativ,  und  zwar  wächst  die  negative 
Spannung  bei  diesen  linken  Krystallen  in  der  Richtung  von  links 
nach  rechts;  in  einzelnen  Fällen  tritt  am  linken  Rande  auch  noch 
die  positive  auf.     In  diesen    letzten  Fällen   (Nr.  6)  nimmt  dann  nach 
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oben  bin  die  positive  Spannung  zu.  Ist  die  Basis  überall  negativ, 
so  nimmt  die  negative  Spannung  nach  oben  hin  ab  und  gebt  in 
eine  positive  über.  Bei  allen  fünf  Krystallen  zeigt  nun  auch  das 
obere  Ende  der  Hauptaxe,  wenn  der  Krystall  bis  auf  dieses  in 
Kupferfei  licht  eingehüllt  wird,  beim  Erkalten  eine  positive  Spannung, 
welche  bei  den  Krystallen  Nr.  4  und  6,  und  auch  noch  bei  Nr.  5  sehr 
beträchtlich,  ber  Nr.  1   und  7  aber  geringer  ist*). 

Am  unteren  Ende  ist  bei  dem  Krystall  Nr.  1  die  Fläche  6  des 
Nebenrhomboeders  wohl  infolge  eines  hier  stattgehabten  Anliegens 
beträchtlich  vergrössert;  jedoch  zeigt  dieses  Ende  noch  positive 
Spannung.  Bei  dem  Krystall  Nr.  4  besitzt  allerdings  die  Fläche  des 
Hauptrhomboeders  3  am  unteren  Ende  eine  bedeutende  Grösse;  aber 
auch  die  nebenliegenden  Flächen  2,  4  und  6  des  Nebenrhomboeders 
reichen  bis  zum  unteren  Ende,  an  welchem  sich  durch  den  Durch- 
schnitt der  Flächen  3  und  6  eine  kurze  Schneide  bildet.  Diese 
Schneide  zeigt  beim  Erkalten  negative  Elektricität.  Am  unteren  Ende 
des  Krystalles  Nr.  5  und  6  ist  durch  den  Durchschnitt  der  Fläche  5 
des  Hauptrhomboeders  und  der  vergrösserten  Fläche  2  des  Neben- 
rhomboeders eine  Schneide  entstanden ;  dieselbe  wird  beim  Erkalten 
positiv,  jedoch  schwächer  als  das  obere  Ende**).  Bei  Nr.  7  findet 
am  unteren  Ende  eine  ähnliche  Bildung  statt;  der  Krystall  erscheint 
daselbst  gewissermassen  aus  zwei  zusammengewachsenen  zu  be- 
stehen, von  denen  jeder  in  einer  Schneide  endigt.  Dieses  untere 
Ende  zeigt  negative  Spannung. 

Bei  dem  Krystall  Nr.  3  reicht  an  beiden  Enden  eine  Fläche 
des  Nebenrhomboeders  bis  zur  Spitze ;  beide  Enden  geben  aber  beim 
Erkalten  positive  Elektricität.  Der  Krystall  Nr.  2  hat  au  seinem 
oberen  Ende  seitlich  angelegen;  es  zeigt  wohl  infolge  dessen  dieses 
Ende  keine  elektrische  Spannung  beim  Erkalten;  dagegen  giebt  das 
untere,  an  welchem  durch  die  Vergrösserung  der  Fläche  2  des  Neben- 
rhomboeders eine  kurze  Schneide  entsteht,  noch  positive  Elektricität. 


*)  Es  ist  dies  nicht  blos  eine  Eigenthümlichkeit  der  linken  Krystalle.  Das- 
selbe Verhalten  zeigt  auch  das  obere  Ende  eines  rechten  fiergkry Stalles  von  Neumark 
in  Schlesien^  der  unter  Fig.  4  9  und  SO  in  meiner  früheren  Abhandlung  vom  Jahre 
4  866  abgebildet  ist. 

**)  Genau  ebenso  verhält  sich  auch  der  in  der  früheren  Abhandlung  unler 
Fig.  t^  und  26  abgebildete  Krystall^  welcher  mit  Nr.  5  in  seiner  Gestalt  übereinstimmt. 
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Unter  den  14  Enden  der  Hauptaxen  der  sieben  ringsum  aus- 
gebildeten Krystalle  sind  also  11  (darunter  sSimmtliche  normal  ge- 
staltete) positiv,  ein  Ende  ist  unelektrisch,  und  nur  zwei  nicht  normal 
gebildete  zeigen  negative  Polarität. 

Bei  den  an  dem  unteren  Ende  verbrochenen  Krystallen  Nr,  8 
und  9  zeigt  das  obere  ausgebildete  Ende  der  Hauptaxe  schwache 
positive  Spannung,  während  bei  Nr.  12  daselbst  eine  äusserst  geringe 
negative  auftritt.  Bei  diesem  letzteren  Krystalle  breitet  sich  die 
negative  Spannung  auf  den  Hauptrhomboederflächen  allmählig  abneh- 
mend bis  zur  Spitze  aus.  Ähnlich  verhält  sich  auch  das  obere  Ende 
bei  Nr.  13.  Die  oberen  Enden  der  Krystalle  Nr.  10  und  11  sind 
gleichfalls  sehr  schwach  negativ.  Die  Krystalle  Nr.  10,  11  und  13 
stammen  von  demselben  Fundorte  (Maderaner  Thal)  und  sind  mehr 
oder  weniger  nelkenbraun  gefärbt. 

Im  Allgemeinen  tritt  die  positive  Elektricität  auf  den  Enden  der 
Hauptaxe  mit  grösserer  Intensität  auf,  als  die  negative. 

Überblicken  wir  die  vorstehenden  Angaben,  so  durfte  die  An- 
nahme wohl  gerechtfertigt  sein,  dass  auf  den  Bergkrystallen  bei 
normaler  und  ungestörter  Ausbildung  auch  in  der  Richtung  der 
Hauptaxe  bei  Temperaturveränderungen  eine  Elektricitätsentwickelung 
eintritt,  die  jedoch  entsprechend  der  gleichen  Ausbildung  beider  Enden, 
an  diesen  beiden  Enden  von  gleicher  Beschaffenheit,  und  zwar  beim 
Erkalten  positiv,  ist. 

Diese  Annahme  findet  auch  durch  die  folgenden  Beobachtungen 
noch  weitere  Bestätigung. 

Drei  in  meiner  früheren  Abhandlung  von  1866  beschriebene 
und  untersuchte  Bergkrystalle  von  Striegau  oder  Järischau  in  Schlesien 
waren  durch  zwei  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  geführte  Schnitte 
in  drei  Stücke  zerlegt,  und  die  Schnittflächen  des  mittelsten  Stückes 
behufs  einer  optischen  Prüfung  polirt  worden.  Ich  habe  diese  drei 
Krystalle  jetzt  benutzt,  um  das  elektrische  Verhalten  der  Hauptaxe 
noch  näher  kennen  zu  lernen. 

Bei  dem  linken  Krystall  Nr.  21  (Nr.  XVllI  der  früheren  Abhand- 
lung) hat  weder  die  thermoelektrische  noch  auch  die  optische  Unter- 
suchung irgend  Anzeichen  von  Zusammensetzung  ergeben.  Fig.  21 
stellt  die  Netze  der  drei  Stücke  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Sein    oberes  Ende   besitzt   drei  grosse  Hauptrhomboederflächen, 
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die  sich  genau  so  verhalten,  wie  ich  oben  S.  485  angegeben  habe. 
Das  obere  Ende  selbst  zeigt  daher  positive  Spannung.  Die  Schnitt- 
flache  A  an  dem  unteren  Ende  des  oberen  Stückes  ist  (Fig.  21  A) 
in  ihrer  Mitte  und  nach  den  drei  positiven  Kanten  hin  positiv.  Ähn- 
lich verhalt  sich  die  obere  Schnittfläche  B  des  mittleren  Stückes, 
nur  zieht  sich  die  positive  Elektricität  mehr  auf  die  Mitte  zurück. 
Ihr  gleicht  die  untere  Schnittfläche  C  an  diesem  Stücke,  und  auch 
die  obere  Schnittfläche  Dam  unteren  Stücke;  jedoch  hat  die  positive 
Spannung  an  Intensität  abgenommen.  Diese  in  der  Mitte  der  Schnitt- 
flächen auftretende  positive  Spannung  kommt  endlich  am  unteren  Stücke 
in  der  Mitte  der  unteren  grossen  Rhomboederfläche  2  ebenfalls  zur 
Erscheinung^),  während  die  am  untersten  Ende  befindliche  stark  zur 
Seite  geschobene  Schneide  schwach  negativ  ist.  Es  durchzieht  also 
den  Krystall  in  der  Mitte  von  oben  bis  unten  eine  an  ihren  Enden 
positive  Axe. 

Der  gleichfalls  linke  Krystall  Nr.  22  (Nr.  XIX  der  früheren  Ab- 
handlung) trägt  oben  auf  den  Kanten  (6,  1)  und  (3,  4)  sehr  schmale 
Rhombenflächen.  Er  ist  nicht  durchaus  einfach.  Die  optische  Unter- 
suchung des  mittleren  Stückes  ergab  dicht  am  Rande  der  Fläche  4 
nach  3  hin  im  convergenten  polarisirten  Lichte  Airy'sche  Spiralen, 
ein  Beweis  von  eingeschalteten  kleineren  rechtsdrehenden  Partien. 
Ich  beschränke  mich  aber  hier  auf  das  elektrische  Verhalten  der 
Hauptaxe.  Das  von  den  drei  Flächen  des  Hauptrhomboeders  gebil- 
dete obere  Ende  ist  positiv.  Die  untere  Schnittfläche  (Fig.  22  A) 
am  oberen  Stücke  zeigt  in  der  Mitte  und  nach  den  Flächen  6  und  1 
hin  positive  Spannung.  Auch  auf  den  beiden  Schnitten  (Fig.  22  JB  und  C) 
am  mittleren  Stücke  sind  die  Mitten  positiv,  und  es  erstreckt  sich 
diese  positive  Spannung  von  hier  aus  nach  den  Flächen  1  und  3. 
Dagegen  fehlt  die  positive  Zone  auf  der  oberen  Schnittfläche  (Fig.  22  D] 
des  unteren  Stückes;  dieselbe  ist  durchweg,  ebenso  wie  die  unteren 
beiden  Spitzen,  in  welche  der  Krystall  endigt,  negativ. 

Der  Krystall  Nr.  23  (Nr.  VII  der  früheren  Abhandlung)  ist  ein 
rechter.     Er  ist  jedoch  nicht  völlig  einfach ;  in  dem  mittleren  Stücke 


*j  Genau  derselbe  Vorgang  wiederholt  sich  bei  dem  Kr^'stalle  Nr.  4,  wo 
auf  dem  unteren  Ende  die  positive  Polarität  ebenfaUs  in  der  Mitte  der  grossen 
Fläche  3  des  Hauptrhomboeders  hervortritt,  während  die  untere  Schneide  negativ 
erscheint. 
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zeigen  sich  im  Polarisationsapparate  mit  convergentem  Lichte  am 
Rande  der  Flache  3  Airy'sche  Spiralen.  Das  obere  Ende  der  Haupt- 
axe  besitzt  positive  Spannung;  dieselbe  tritt  auf  den  Flächen  1  und  5 
des  Hauptrhomboeders  erst  nahe  an  der  Spitze  auf.  Die  untere 
Schnittfläche  (Fig.  23  A)  am  oberen  Stücke  trägt  nur  nach  der  Kante 
(3,  4)  hin  positive  Elektricitöt,  während  der  übrige  Theil  negativ  ist. 
Die  positive  Zone  hat  auf  den  Schnittflächen  des  mittleren  Stückes 
(Fig.  23  B  und  C)  eine  grössere  Ausdehnung;  sie  erstreckt  sich  von 
der  Kante  (2,  3)  über  die  den  Flächen  3,  4  und  5  anliegenden 
Theile  bis  zur  Kante  (5,  6).  Die  obere  Schnittfläche  (Fig.  23  D) 
am  unteren  Stücke  zeigt  dagegen  keine  Spur  einer  positiven  Span- 
nung; sie  ist  überall,  ebenso  wie  das  untere  eine  Schneide  dar- 
stellende Ende,  negativ. 

Bei  allen  drei  Krystallen  beginnt  also  am  oberen  Ende  der 
Hauptaxe  eine  positive  Spannung,  die  sich  bei  Nr.  21  und  22  in  der 
Mitte  des  Krystalles,  bei  Nr.  23  näher  an  der  Fläche  4  herabzieht, 
und  bei  Nr.  22  selbst  auf  einer  grossen  Rhomboederfläche  des  unteren 
Endes  noch  hervortritt,  während  sie  bei  den  Krystallen  Nr.  22  und  23 
das  untere  Ende  nicht  erreicht,  sondern  infolge  der  Bildungsverhält- 
nisse ungefähr  J^  vom  unteren  Ende  aufhört  und  ins  Negative  übergeht. 


IIL  AktiiMlektridtät 

Da  bereits  im  Vorworte  die  Entstehung  der  Aktinoelektricität 
im  Allgemeinen  erläutert  ist,  so  lassen  sich,  bevor  ich  zu  den 
Resultaten  der  Untersuchung  der  einzelnen  Krystalle  übergehe,  die 
verschiedenen  Verfahren,  mittelst  welcher  die  Bestimmungen  und 
Messungen  der  aktinoelektrischen  Spannungen  ausgeführt  worden  sind, 
gleich  hier  im  Zusammenhange  beschreiben. 

A.  Verfahren  bei  den  Beobachtungen. 

Ein  anfangs  fast  ausschliesslich  angewandtes  Verfahren  bestand 
in  Folgendem:  Auf  eine  quadratische  Messingplatte  war  ein  starker 
Cylinder  von  Siegellack  aufgeschmolzen;  auf  dem  obei^en  Ende  des- 
selben sass  ein  Kupferdraht,  dessen  eines  Ende  eine  kupfeme  Kugel 
von  1 7"""  Durchmesser  trug,  während  mit  dem  anderen  Ende,  nachdem 
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die  Messingplatle  auf  den  kleinen  neben  dem  Elektrometer  befind- 
lichen eisernen  Ofen  B  (Taf.  III  Fig.  IV)  gelegt  war.,  der  dünne  zum 
Goldblättchen  des  Elektrometers  führende  Platindraht  W  verbunden 
wurde.  Um  die  Bergkrystalle  bequem  zu  stellen,  und  überhaupt 
handhaben  zu  können,  waren  sie  auf  kleinen  runden  Metallscheiben 
mittelst  Siegellack  in  verticaler  Stellung  ihrer  Hauptaxe  befestigt.  Ad 
die  zuvor  genannte  Kugel  wurde  nun,  während  das  Goldblättchen 
des  Elektrometers  zur  Erde  abgeleitet  war,  die  zu  prüfende  Stelle 
des  Bergkrystalles  (z.  B.  eine  Stelle  der  Prismenkante)  bis  zur  Be- 
rührung herangerückt  und  einige  Zeit  stehen  gelassen,  um  jede  etwa 
durch  Reibung  erregte  Elektricität  zum  Verschwinden  zu  bringen. 

Wurde  die  Ableitung  des  Goldblättchens  zur  Erde  aufgehoben, 
so  genügte  es  schon,  vor  den  Krystall,  d.  h.  auf  die  von  der  Kugel 
abgewandte  Seite  desselben,  ein  brennendes  Streichhölzchen  oder 
die  Flamme  eines  Wachsstockes  zu  halten,  um  bei  stark  erregbaren 
Krystallen  einen  sehr  beträchtlichen  Ausschlag  im  Elektrometer  her- 
vorzurufen. Da  jedoch  durch  die  hierbei  nothwendigen  Bewegungen 
der  Hand  und  des  Armes,  sowie  durch  die  Flamme  selbst  Störungen 
entstanden,  so  wurde  folgende  Einrichtung  getroffen. 

Hinter  einem  doppelten  Metallschirme  brannte  eine  Gasflamme. 
Der  Schirm  sollte  die  Strahlung  vom  Gehäuse  des  Elektrometers 
abhalten,  weil  sonst  die  Erwärmung  desselben  fortwährend  nicht 
unbeträchtliche  Änderungen  in  der  Ruhelage  des  Goldblättchens  her- 
vorgerufen hätte.  Die  Strahlen  der  Flamme  fielen  auf  einen  Hohl- 
spiegel von  120""  Brennweite  und  205""  Öffnung.  Das  durch  ihn 
erzeugte  Bild  der  Flamme  entstand  ungefähr  an  der  hinteren  Kante 
des  Krystalles,  an  welche  die  kupferne  Kugel  angelegt  war. 

Um  ferner  grössere  Bewegungen  der  Hand  und  des  Armes  zu 
vermeiden,  war  in  die  Leitung  des  Gases  zur  Lampe  ein  Hahn 
(Haupthahn)  eingeschaltet,  der  von  dem  vor  dem  Elektrometer  sitzen- 
den Beobachter  geöffnet  und  geschlossen  werden  konnte.  Neben 
diesem  Haupthahne  lag  eine  ebenfalls  mit  einem  Hahne  versehene 
Nebenleitung,  welche  das  Gas  noch  zur  Lampe  gelangen  lies,  wenn 
auch  der  Haupthahn  geschlossen  war.  Der  Hahn  in  der  Neben- 
leitung wurde  jedoch  so  gestellt,  dass  nur  eine  ausserordentlich  geringe 
Gasmenge  hindurch  strömte;   auf  dem  Gasbrenner  erhielt  sich  daher 
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noch  ein  sehr  winziges,  kaum  sichtbares  Flämmchen,  wenn  der  Haupt- 
hahn geschlossen  war.  Um  nun  die  Wirkung  der  Bestrahlung  ein- 
treten zu  lassen,  genügte  die  geringe  Bewegung  der  rechten  Hand 
zur  Drehung  des  Haupthahnes,  und  ebenso,  wenn  der  Erfolg  des 
Verschwindens  der  Strahlung  gemessen  werden  sollte,  das  Zurück- 
drehen des  Hahnes.  Zum  Schutze  gegen  die  selbst  durch  diese 
geringen  Bewegungen  möglicherweise  erzeugte  Reibungselektricität 
war  vor  die  Hand  noch  ein  grösseres  zur  Erde  abgeleitetes  Blech 
gestellt.  Überhaupt  war  das  Elektrometer  und  der  zuleitende  Draht 
möglichst  mit  Metallschirmen  verdeckt,  um  die  durch  die  Flamme 
erzeugten  elektrischen  Störungen  abzuhalten.  Die  Flamme  der  Lampe 
war  ebenfalls  zur  Erde  abgeleitet,  indem  ein  mit  letzterer  verbun- 
dener Platindraht  den  unteren  Rand  der  Flamme  berührte. 

Vor  jeder  Beobachtung  wurde  das  Goldblättchen  mittelst  eines 
langen  mit  der  Erde  in  Verbindung  stehenden  Kupferdrahtes,  welcher 
an  den  dünnen  Platindraht  W  angelegt  wurde,  zur  Erde  abgeleitet; 
die  linke  Hand,  welche  den  Kupferdraht  bewegte,  befand  sich  weit 
unterhalb  und  war  durch  abgeleitete  Metallschirme  möglichst  ver- 
deckt. Sofort  nach  der  IsoHrung  des  Goldblättchens  durch  Weg- 
ziehen des  Kupferdrahtes  wurde  der  Haupthahn  durch  die  bereits  in 
passender  Lage  befindliche  rechte  Hand  geöffiiet  und  der  im  Elek- 
trometer entstehende  Ausschlag  gemessen. 

Sollte  die  Wirkung  der  Bestrahlung  eine  oder  mehrere  Secunden 
nach  ihrem  Beginne  untersucht  werden,  so  wurde  der  Kupferdraht 
an  den  dünnen  Platindraht  W  angelegt,  der  Haupthahn  mit  einem 
bestimmten  Secundenschlage  geöffnet  und  dann  erst  nach  einer  oder 
mehreren  Secunden  der  Kupferdraht  vom  Platindrahte  entfernt. 

War  beabsichtigt,  nicht  die  Wirkung  des  Eintritts  der  Strahlung, 
sondern  die  durch  das  Aufhören  derselben  entstehenden  elektrischen 
Vorgänge  zu  beobachten,  so  wurde,  wenn  der  durch  den  Eintritt  der 
Strahlung  entstandene  Ausschlag  sein  in  30  bis  40  Secunden  aus- 
gebildetes Maximum  erreicht  hatte,  das  Goldblättchen  durch  Anlegen  des 
Kupferdrahtes  an  den  Platindraht  entladen,  und  dann  nach  Entfernung 
des  Kupferdrahtes  durch  Drehen  des  Haupthahnes  die  Flamme  aus- 
gelöscht. Sollten  dagegen  die  Vorgänge,  welche  eine  oder  mehrere  Se- 
cunden nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  eintreten,  untersucht  werden, 
so  blieb  der  Kupferdraht  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  noch  eine 

Abhandl.  d.  K.  S.  Oesellsch.  d.  Wissensch.   XX.  35 


Digitized  by 


Google 


506  W.  G.  Hankel,  [50 

oder  mehrere  Secunden  mit  dem  Platindrahte  in  Berührung  und 
wurde  erst  in  dem  gewünschten  Zeitpunkte  entfernt. 

Die  mit  der  Oberfläche  des  Krystalles  in  Berührung  gebrachte 
Kugel  ermöglichte  eine  starke  Bindung  der  Elektricität  und  es  wurde 
dadurch  allerdings  ein  erheblicher  Ausschlag  im  Elektrometer  erzielt. 
Dagegen  konnte  dieselbe,  eben  wegen  ihrer  Grösse,  zur  genaueren 
Untersuchung  über  die  elektrische  Vertheilung  der  aktinoelektrischen 
Spannungen  auf  den  einzelnen  Punkten  einer  Prismenfläche  nicht  ver- 
wandt werden.  Besser  eignete  sich  für  diesen  Fall  ein  gerader 
Kupferdraht,  dessen  Ende  an  Stelle  der  Kugel  an  die  verschiedenen 
Theile  der  Fläche  herangeschoben  wurde.  Doch  gilt  auch  hier  das- 
selbe, was  oben  S.  480  über  die  auf  den  Platindraht  F  seitens  der 
umliegenden  Flächenstücke  ausgeübten  Vertheilungswirkungen  gesagt 
worden.  Der  Ausschlag  des  Goldblättchens  war,  wenn  die  Kugel  an 
der  Kante  stand,  etwas  mehr  als  dreimal  so  gross,  als  wenn  das  Ende 
des  Drahtes  die  Kante  berührte. 

Bei  dem  zuvor  beschriebenen  Verfahren  wurden  die  aktino- 
elektrischen  Spannungen  stets  auf  der  Seite  bestimmt,  welche  dem 
Eintritte  der  Strahlung  entgegengesetzt  war.  Es  liess  sich  aber  auch 
leicht  eine  Einrichtung  treffen,  bei  welcher  diese  Spannungen  auf 
derselben  Seite  gemessen  werden  konnten,  auf  welche  die  Strahlung 
auffiel.  Anstatt  eines  geraden,  wurde  ein,  wie  Fig.  V  (Taf.  IV)  in  halber 
Grösse  zeigt,  mehrfach  gebogener  Kupferdraht  abcde  angewandt;  der- 
selbe ging  auf  der  hinteren  Seite  des  Krystalles  K  aufwärts,  dann  über 
das  obere  Ende  desselben  hinweg  und  wurde  mit  dem  horizontalen, 
rückwärts  gebogenen  Ende  seines  vorderen  Schenkels  de  an  die  ver- 
schiedenen Punkte  der  Kante  K  (oder  Fläche),  welche  die  Strahlung 
empfing,  angelegt.  Zwischen  die  hintere  Kante  oder  Fläche  de^ 
Krystalles  und  den  daselbst  aufsteigenden  Schenkel  des  Drahtes  war 
zur  Verhütung  von  Vertheilungswirkungen  seitens  der  hinteren  Theile 
des  Krystalles  auf  dieses  Drahtstück  ein  kleines  zur  Erde  abgeleitetes 
Metallblech  S  gestellt. 

Ein  anderes  Verfahren,  bei  welchem  ebenfalls  die  elektrischen 
Spannungen  auf  der  Seite  gemessen  wurden,  auf  welche  die  Strahlen 
einfielen,  schloss  sich  eng  an  das  bei  der  Messung  der  therraoelek- 
trischen  Spannungen  benutzte  an.  Gerade  wie  bei  den  thermoelek- 
trischen  Versuchen   wurde   der  Bergkrystall    in  Kupferfeilicht   soweit 
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eingesetzt,  dass,  wenn  z.  B.  eine  Kante  geprüft  werden  sollte,  nur 
die  beiden  in  ihr  zum  Durchschnitt  kommenden  Prismenflächen  je 
nach  den  Umständen  ganz  oder  nur  zum  Theil  hervorragten.  Auf 
diese  Weise  erhielt  der  Krystall  trotz  seiner  oft  sehr  unregelmässigen 
Begrenzung  eine  bestimmte  feste  Lage  und  war  an  allen  Theilen, 
welche  nicht  geprüft  werden  sollten,  mit  der  Erde  in  leitender  Ver- 
bindung. Nachdem  der  Krystall  durch  Anhauchen*)  unelektrisch 
gemacht  und  in  seiner  kupfernen  Schale  (oder  Kästchen)  neben  dem 
Elektrometer  aufgestellt  worden,  wurde  der  zu  prüfenden  Stelle  das 
untere  Ende  des  S,  477  beschriebenen  und  von  der  Hebelvorrichtung 
LU  getragenen  Platindrahtes  V,  ebenso  wie  bei  den  thermoelektri- 
schen  Beobachtungen,  bis  fast  zur  Berührung  genähert  oder  auch 
aufgelegt.  Sodann  wurden  die  Strahlen  einer  Gasflamme  mittelst 
eines  oberhalb  des  Krystalles  angebrachten  Spiegels  auf  die  freie 
Oberfläche  desselben  geworfen.  Der  1"""  dicke  Platindraht  V  und 
die  sein  oberes  Ende  tragende  dünne  Glasröhre  TA  hinderten  die 
Bestrahlung  des  Krystalles  nur  sehr  unbedeutend.  Um  bei  Krystallen 
von  grösseren  Dimensionen  eine  ausgedehntere  Fläche  bestrahlen  zu 
können,  wurden  zwei  Gasbrenner  mit  ihren  Schnitten  parallel  nahe 
bei  einander  aufgestellt;  es  konnte  übrigens  nach  Belieben  der  eine 
oder  der  andere  Brenner  allein  oder  beide  zusammen  entzündet 
werden.  Durch  Verschiebung  der  Spitze  des  Platindrahtes  über 
die  verschiedenen  Punkte  des  Krystalles  Hess  sich  die  Vertheilung  auf 
der  freien  Oberfläche  näher  bestimmen. 

Ward  das  kupferne  Kästchen  isolirt  und  mit  dem  Goldblättchen 
des  Elektrometers  verbunden,  so  konnte  auch  sehr  bequem  die  beim 
Bestrahlen  in  dem  Kästchen  durch  Vertheilung  erregte  freie  Elektri- 
cität,  welche  der  auf  der  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorragenden 
Kante  auftretenden  entgegengesetzt  ist,  beobachtet  werden. 

Die  Anordnung  eines  oberhalb  des  Krystalles  aufgestellten  Spiegels 
gestattet  bei  einiger  Abänderung  auch  sehr  leicht,  die  durch  eine 
Bestrahlung  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  auf  den  Kanten  und 
Flächen  des  Prismas  entstehenden  aktinoelektrischen   Spannungen   zu 

*)  Das  Abblasen  mit  einer  Alkoholflamme  reicht,  wie  ich  späterhin  S.  527 
zeigen  werde,  nicht  hin,  oder  führt  allein  angewendet  nicht  zum  gewünschten 
Ziele ;  es  bedarf  nach  dem  Abblasen  mit  der  Alkoholflamme  stets  schliesslich  noch 
eines  Anhauchens. 
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beobachten.  Man  stellt  den  Bergkrystall ,  welcher  wie  bei  dem 
früheren  Verfahren  in  verticaler  Stellung  seiner  Hauptaxe  auf  eine 
Metallscheibe  aufgekittet  ist,  unterhalb  des  Spiegels  und  rückt  die 
früher  beschriebene  mit  dem  Elektrometer  verbundene  kupferne  Kugel 
(oder  Draht)  an  die  betreflTende  Stelle  der  Kante  oder  Fläche. 

Da  sich  bei  den  Versuchen  mit  der  Flamme  sehr  bald  ergab, 
dass  nicht  die  leuchtenden  Strahlen,  sondern  besonders  die  Wärme- 
strahlen die  Elektricität  im  Bergkrystalle  hervorrufen,  so  schien  es 
auch  nöthig,  dunkle  Wärmestrahlen  auf  den  Krystall  einwirken  zu 
lassen,  und  zwar  konnte  auch  jetzt  wieder  die  elektrische  Spannung 
auf  der  der  Wärmequelle  entgegengesetzten  Seite  des  Krystalles  oder 
auf  derjenigen,  auf  welche  die  Strahlung  direct  auffiel,  beobachtet 
werden. 

Um  die  auf  der  von  der  Wärmequelle  abgewandten  (hinteren) 
Seite  des  Krystalles  entstehende  Elektricität  zu  bestimmen,  wurde 
die  kupferne  Kugel  an  eine  Kante  gebracht,  und  ein  hohler  mit 
heissem  Wasser  gefüllter  Messingwürfel  in  geringem  Abstände  der 
vorderen  Kante  gegenüber  aufgestellt.  Je  nachdem  die  Seite  das 
Würfels  blank  oder  berusst  war,  wurde  auch  der  Unterschied  in 
der  Ausstrahlung  gemessen. 

Sollte  dagegen  die  Elektricität  auf  derselben  Seite,  auf  welche 
die  Strahlung  einfiel,  gemessen  werden,  so  Hess  sich  dies  leicht  in 
folgender  Weise  ausführen. 

Eine  Messing-  oder  Kupfer-  oder  Zinkkugel  trug  einen  kurzen 
Stiel ;  in  diesem  befand  sich  eine  Durchbohrung,  in  welche  mittelst 
einer  Schraube  das  untere  Ende  des  an  der  S.  477  erwähnten  Hebel- 
vorrichtung sitzenden  dickeren  Platindrahtes  V  eingeklemmt  werden 
konnte.  Die  Kugel  wurde  in  heissem  Wasser  bis  zu  der  gewünschten 
Temperatur  erhitzt,  mittelst  einer  Zange  mit  ihrem  Stiele  über  den 
Platindraht  geschoben  und  festgeklemmt.  Der  Platindraht  V  berührte 
dabei  den  Draht  uw  und  war  durch  ihn  zur  Er(Je  abgeleitet.  Durch 
Niederlassen  des  Hebels  Li'  wurde  der  Platindraht  V  und  mit  ihm 
die  Kugel,  sowie  der  zum  Elektrometer  führende  dünne  Platindraht  W 
isolirt.  Unterhalb  der  Kugel  stand  der  zu  untersuchende  Krystall 
bis  auf  die  zu  prüfende  Kante  oder  Fläche  in  Kupferfei  licht  einge- 
setzt. Durch  die  Hebelvorrichtung  liess  sich  mittelst  Umdrehung  der 
Schraube  N'  die  heisse  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in 
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Verbindung  stehende  Kugel  der  Kante  oder  Fläche  des  Krystalles 
beliebig  nähern  und  auch  ohne  erhebliche  Reibung  mit  ihr  zur  Be- 
rührung bringen.  Die  Strahlung  der  Kugel  bewirkte  das  Hervor- 
treten der  Aktinoelektricität,  und  die  von  dieser  auf  die  Kugel  aus- 
geübte Vertheilungswirkung  konnte  durch  den  Ausschlag  des  Gold- 
blättchens gemessen  w^erden. 

Wenn  nun  bei  der  Annäherung  der  heissen  Kugel  oder  der 
Berührung  mit  ihr  an  der  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorstehenden 
Kante  die  eine  Elektricität  erregt  wird,  so  muss  die  entgegengesetzte 
auf  das  Metallfeilicht  wirken.  Man  kann  auch  diese  letztere  nach- 
weisen, wenn  man  das  Kästchen  mit  Kupferfeilicht,  in  welches  der 
Krystall  eingesetzt  ist,  mittelst  Schellack  oder  Siegellack  isolirt  und 
durch  den  dünnen  Platindraht  W  mit  dem  Elektrometer  verbindet. 
Wird  die  erhitzte,  mit  der  Erde  in  Verbindung  bleibende  Kugel  der 
aus  dem  Metallfeilicht  hervorragenden  Kante  durch  Niederlassen  des 
Hebels  LU  z.  B.  bis  zur  Berührung  genähert,  so  zeigt  das  Elektro- 
meter die  entgegengesetzte  Elektricität  von  derjenigen,  welche  auf 
der  hervorragenden  Kante  zuvor  mittelst  der  Kugel  beobachtet 
worden  war. 

Durch  die  im  Vorstehenden  beschriebenen  Verfahren  konnten  nun 
die  Gesetze  über  die  Entstehung  der  aktinoelektrischen  Spannungen 
festgestellt  werden. 


B.  Gesetze  der  aktinoelektrischen  Vorgänge  auf  Bergkrystallen. 

a.    Einfache  Krystalle. 

Wenn  die  Strahlung  der  Sonne,  einer  Flamme  oder  eines  er- 
hitzten Körpers  einen  einfachen  Bergkrystall  durchdringt,  so  erscheinen 
gleichzeitig  auf  allen  sechs  Kanten  des  verticalen  Prismas  elektrische 
Pole ;  und  es  ist  für  die  Entstehung  derselben  überhaupt  gleichgültig, 
in  welcher  Richtung  die  Strahlen  durch  den  Krystall  gehen ;  sie  können 
selbst  parallel  mit  der  Hauptaxe,  also  senkrecht  zu  den  Nebenaxen 
des  Krystalles  gerichtet  sein.  Diese  sechs  elektrischen  Pole  sind 
abwechselnd  positiv  und  negativ,  so  dass  jede  Nebenaxe  an  dem 
einen  ihrer  Enden  einen  positiven,  an  dem  anderen  einen  negativen 
Pol  trägt,  und  zwar  stimmen  dieselben  in  Bezug  auf  die  Art  der  in 
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ihnen  aurirelenden  Elektricität  mit  der  bei  der  Abkühlung  auf  den- 
selben Krystallen  entstehenden  therraoelektrischen  Spannung  überein. 
Es  zeigen  also  beim  Eintritt  der  Strahlung  und  während  der  Dauer  der- 
selben diejenigen  drei  Kanten,  an  welchen  die  Rhomben-  oder  Trape- 
zoederflächen  auftreten,  oder  wenn  sie  yollstündig  vorhanden  wären, 
auftreten  würden,  positive,  die  drei  anderen  aber  negative  Spannungen. 

Die  Intensität  der  elektrischen  Spannungen  erreicht  in  sehr  kurzer 
Zeit,  gewöhnlich  schon  in  30  bis  40  Secunden,  ihr  Maximum  und 
bleibt  auf  diesem  Maximum,  so  lange  die  Bestrahlung  in  gleicher 
Stärke  anhält,  und  soweit  nicht  eine  andere  Erregung  von  entgegen- 
gesetzter Polarität  eine  Schwächung  hervorbringt.  Man  kann  sich 
am  leichtesten  hiervon  überzeugen,  wenn  man  30  bis  40  Secunden 
nach  dem  Beginne  der  Bestrahlung  die  an  der  Kante  des  Krystalles 
stehende  und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  verbundene 
kupferne  Kugel  zur  Erde  ableitet  und  darauf  wieder  isolirt.  Es  zeigt 
sich  bei  ungeänderter  Fortdauer  der  Strahlung  kein  neuer  Ausschlag 
nach  derselben  Seite  wie  zuvor;  es  tritt  vielmehr  aus  einer  sogleich 
zu  erörternden  Ursache  eine  sehr  langsame  Bewegung  des  Goldblätt- 
chens nach  der  entgegengesetzten  Seite  ein. 

Durch  die  Bestrahlung  wird  nämlich  auch  eine  geringe  Erwär- 
mung der  Masse  des  Krystalles  hervorgerufen.  Als  bei  Anwendung 
der  mittelst  des  Spiegels  concentrirten  Strahlung  zweier  dicht  hinter- 
einander befindlichen  Gasflammen  an  die  Stelle  der  kupfernen  Kugel 
die  1 0™™  im  Durchmesser  haltende  blanke  Kugel  eines  Thermometers 
gebracht  wurde,  stieg  das  Quecksilber  dieses  Instrumentes  in  35  Se- 
cunden um  3^  C.  Nun  habe  ich  zuvor  erwähnt,  dass  die  aktino- 
elektrische  Polarität,  welche  bei  der  Bestrahlung  auf  den  einzelnen 
Kanten  auftritt,  mit  derjenigen  thermoelektrischen  übereinstimmt, 
welche  eben  diese  Kanten  bei  der  Abkühlung  einnehmen;  sie  ist 
also  derjenigen,  welche  bei  der  Erwärmung  erzeugt  wird,  entgegen- 
gesetzt. Durch  die  eben  erwähnte  Steigerung  der  Temperatur  des 
Krystalles  wird  folglich  eine  der  Aktinoelektricität  entgegengesetzte 
Thermoelektricität  entwickelt,  welche  entweder  den  Maximalausschlag, 
wenn  man  ihn  hat  fortbestehen  lassen,  etwas  vermindert,  oder  wenn 
man  durch  Ableitung  das  Goldblättchen  in  die  ursprüngliche  Ruhelage 
zurückgeführt  hat,  eine  langsame  Bewegung  desselben  nach  der 
entgegengesetzten   Seite  veranlasst. 
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Es  möge  die  Mittheilung  einer  Beobachtung  genügen.  Die  Kante 
(1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12,  an  welcher  oben  und  unten  eine  Trape- 
zoederfläche  liegt,  stand  an  der  kupfernen  Kugel  und  die  Strahlung  traf 
auf  die  Kante  (4,  5)  und  deren  Umgebung.  Die  Wirkung  der  Strahlung 
rief  eine  so  starke  positive  Aktinoelektricität  hervor,  dass  das  Gold- 
blättchen schon  nach  wenigen  Secunden  aus  dem  Gesichtsfelde  des 
Mikroskopes  verschwand.  40  Secunden  nach  Beginn  der  Strahlung 
wurde  »nun  die  kupferne  Kugel  abgeleitet.  Bei  ungeänderler  Fort- 
dauer der  Strahlung  bewegte  sich  das  Goldblättchen  in  negativem 
Sinne,  jedoch  in  45  Secunden  nur  um  7  Skth.;  nach  einigen  Minuten 
betrug  der  negative  Ausschlag  erst  18  Skth.  u.  s.  w.  Als  nun  die 
Strahlung  aufgehoben  und  die  auf  der  Kugel  vorhandene  Elektricität 
abgeleitet  wurde,  ging  das  Goldblättchen  noch  ungefähr  1  Minute 
lang  ein  wenig  nach  der  negativen  Seite  und  fing  dann  mit  dem 
Eintritt  der  Erkaltung  an,  sich  wieder  nach  der  positiven  zu  bewegen. 

Dieser  Gegensalz  zwischen  der  durch  die  Bestrahlung  erzeugten 
Aktinoelektricität  und  der  durch  Steigerung  der  Temperatur  entstan- 
denen Thermoelektricität  zeigt  sich  auch  sehr  deutlich  in  folgendem 
Vorgange:  Wenn  man  in  die  obere  Schale  des  kleinen,  neben  dem 
Elektrometer  befindlichen  eisernen  Ofens  B  Kupfer feilicht  bringt  und 
einen  Bergkrystall  gerade  so  in  dasselbe  einsetzt,  als  ob  man  eine 
Kante  auf  ihre  thermoelektrischen  Spannungen  untersuchen  wollte,  d.  h. 
nur  diese  Kante  und  die  sie  bildenden  Flächen  unbedeckt  lässt, 
so  treten  im  Anfange  der  Erhitzung  aktinoelektrische  Spannungen 
auf.  Ich  will  den  Vorgang  an  einem  speciellen  Falle  erläutern  und 
bemerke  nur  noch  zuvor,  dass,  um  die  elektrische  Spannung  der 
Mitte  der  Kante  zu  messen,  das  untere  Ende  des  dickeren  Platin- 
drahtes y,  welcher  durch  den  Draht  W  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  verbunden  war,  dieser  Mitte  mittelst  der  Hebelvor- 
richtung LU  genähert  wurde. 

Der  Krystall  Nr.  4  wurde  so  in  das  auf  dem  Ofen  befindliche 
Kupferfeilicht  eingesetzt,  dass  nur  die  Kante  (6,  1),  welche  keine 
Rhombenfläche  trägt,  nebst  dem  grössten  Theile  der  Flächen  6  und  1 
frei  blieb.  In  den  Ofen  wurde  eine  Alkohollampe  mit  kleiner  Flamme 
gestellt  und  die  elektrische  Beschaffenheit  der  Mitte  der  Kante  in 
sehr  kurzen  Zwischenzeiten  mittelst  Annäherung  des  Platindrahtes, 
wie  bei  den  thermoelektrischen  Untersuchungen  geprüft.    Sobald  nach 
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dem  Anzünden  der  Lampe  die  Erhöhung  der  Temperatur  bis  zu  den 
an  den  unleren  Theilen  des  Krystalles  anliegenden  Kupferfeilspähnen 
hindurch  gedrungen  war,  entstand  infolge  der  von  diesen  erhitzten 
Kupfertheilchen  in  den  Krystall  dringenden  Strahlung  eine  aktino- 
elektrische  Erregung;  bereits  eine  Minute  nach  dem  Anzünden  der 
Lampe  wurde  ein  Ausschlag  von  —  6  Skth.  beobachtet,  der  ziemlich 
rasch  bis  — 33  Skth.  stieg  und  dann  abnahm,  um  nach  und  nach 
in  den  dieser  Kante  bei  steigender  Temperatur  entsprechenden  thenno- 
elektrischen  positiven  Ausschlag  überzugehen*). 


*)  Bei  meinen  früheren  im  4  3.  Bd.  dieser  Abhandlungen  veröffenüicbten 
Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Bergkryslailes  habe 
ich  sämmtliche  Krystalie  auf  dem  zuvor  bezeichneten  kleinen  Ofen  erhitzt  und  ihr 
elektrisches  Verhalten  auch  während  des  Steigens  der  Temperatur  beobachtet.  Es 
könnte  daher  seltsam  erscheinen,  dass  von  mir  damals  die  aktinoelektrischen  Span- 
nungen auf  den  Bergkrystallen  nicht  bemerkt  worden  sind.  Dieselben  sind  nun 
aber  allerdings  von  mir  wahrgenommen  worden ;  ich  habe  indess  damals  die  beim 
Beginne  des  Erhitzens  auftretende  Polarität,  welche  der  bei  steigender  Temperatur 
des  Krystalles  entstehenden  entgegengesetzt  ist,  also  mit  der  beim  Erkalten  sich 
zeigenden  übereinstimmt,  durch  das  Versuchsverfahren  veranlasst,  als  eine  Wirkung 
der  Erkaltung  betrachtet. 

Die  Oberfläche  mancher  Bergkrystalle  isolirt  nämlich  öfter  sehr  mangelhaft 
infolge  der  Condensation  von  Wasserdämpfen.  Ich  habe  daher  bei  den  früheren 
Beobachtungen  den  Bergkry stall  vor  dem  zur  genaueren  Ermittelung  seines  thermo- 
elektrischen Verhaltens  bestimmten  Versuche  stets  vorläufig  auf  dem  kleinen  eisernen 
Ofen  in  Eisenfeüicht  eingehüllt  etwas  erhitzt  und  wieder  erkalten  lassen.  Beim 
Beginn  der  neuen  Erhitzung  trat  nun  eine  Polarität  auf,  wie  sie  der  vorhergehenden 
Abkühlung  entsprach  und  ich  habe  daher  diese,  wie  zuvor  nachgewiesen,  aktino- 
elektrische  Erregung  noch  als  einen  Rest  der  von  jener  Abkühlung  herrührenden 
Thermoelektricilät  angesehen. 

Wie  wenig  bisweüen  die  Oberfläche  der  Bergkrystalle  isolirt,  möge  folgende 
Thatsache  beweisen.  Behufs  der  Untersuchung  der  Aktinoelektricität  hatte  ich  einen 
an  seinem  unteren  Ende  ziemlich  ebenen  Bergkrystall  in  verticaler  Stellung  mittelst 
arabischen  Gummis  auf  eine  Zinkplatte  aufgeklebt  und  die  eine  Kante  desselben 
an  die  mit  dem  Elektrometer  verbundene  kupferne  Kugel  herangerückt.  Sobald 
die  Kugel  isolirt  wurde,  zeigte  sich  im  Elektrometer  ein  langsam  wachsender 
positiver  Ausschlag,  dessen  Maximalwerth  sogleich  auf  ein  vorhandenes  Element 
Kupfer-Zink- Wasser  schliessen  liess.  Es  blieb  jener  Ausschlag  aus,  wenn  die 
Kupferkugel  durch  eine  Zinkkugel  ersetzt  wurde,  oder  auch  wenn  der  Bergkrystall 
einige  Grade  über  die  Temperatur  des  Zimmers  erwärmt  und  hierdurch  die  leitende 
Feuchtigkeitsschicht  von  seiner  Oberfläche  entfernt  wurde. 

Durch   die    mangelhafte   Isolation   der  Oberfläche   erklärt   es   sich,    wenn   bei 
Krystallen    von  der  Temperatur   des  Zimmers  je    nach   dem  Feuchtigkeitszustande 
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Beim  Beginn  der  Bestrahlung  eines  Bergkrystalles  mittelst  einer 
Gasflamme  bewegt  sich  das  Goldblättchen  rasch  vorwärts,  später 
langsamer,  um  in  30 — 40  Secunden  ein  Maximum  zu  erreichen.  Als 
z.  B.  die  Kante  (1 ,  2)  des  Krystalles  Nr.  1 2  an  der  kupfernen  Kugel 
stand  und  die  freie  Strahlung  einer  in  270""  von  der  genannten 
Kante  abstehenden  Gasflamme  (Schnittbrenner)  auf  die  gegenüber- 
liegende Seite  des  Krystalles  fiel,  wurden  nach  Verlauf  der  in  der 
ersten  Columne  der  nachstehenden  Tabelle  verzeichneten  Anzahl  von 
Secunden  die  in  der  zweiten  Columne  stehenden  Ausschläge  beobachtet. 


Beobachtete  Reducirte  Zuwachs 

Ausschläge  Ausschläge  in  5  Secunden 


+ 

18,7 

Sklh 

+ 

9,8 

- 

+ 

6,0 

- 

+ 

3,0 

- 

+ 

2,0 

- 

+ 

1,5 

- 

Nach  Beginn  der 
Strahlung  ver- 
flossen 
0  Secunden  0      Skth.  0      Skth. 

5         -  +19         -  +18,7      - 

10  -  +30         -  +28,5      - 

15  -  +36,5      -  +34,5      - 

20         -  +40,5      -  +37,5      - 

25         -  +43,5      -  +39,5      - 

30         -  +45,5      -  +41,0      - 

Die  Ausschläge  des  Goldblättchens  wachsen ,  wenn  sie  etwas 
grösser  werden,  nicht  mehr  den  elektrischen  Spannungen  genau 
proportional.  Es  wurde  durch  besondere  Versuche  die  Abweichung 
von  der  Proportionalität  ermittelt,  und  die  dritte  Columne  enthält 
die  Werthe,  welche  den  elektrischen  Spannungen  proportional  sind. 
Dass  die  Zuwachse  in  gleichem  Zeiträume  mit  der  Dauer  der 
Bestrahlung  abnehmen,  lässt  sich  auch  auf  die  Weise  zeigen,  dass 
man  die  kupferne  Kugel  erst  5,  10,  15  See.  u.  s.  f.  nach  Beginn  der 
Bestrahlung  isolirt.  In  einem  solchen  Versuche,  wo  die  Kante  (1 ,  2) 
des  Krystalles  Nr.  12  von  einer  in  270"°"  Abstände  befindlichen  Gas- 
flamme bestrahlt  wurde,  entstanden  die  in  der  zweiten  Columne 
aufgeführten  Ausschläge,  wenn  nach  dem  Beginn  der  Bestrahlung  die 


der  Luft  gleiche  Bestrahlungen  derselben  Kanten  zu  verschiedenen  Zeiten  etwas 
verschiedene  aktinoelektrische  Spannungen  hervorrufen ;  durch  geringe  Erwärmungen 
wird  infolge  besserer  Isolirung  der  Oberfläche  eine  grössere  Spannung  ermöglicht. 
Ebenso  erklärt  sich  hierdurch  die  Beobachtung,  dass  sehr  häufig  eine  zweüe 
Bestrahlung  einen  etwas  höheren  Werth  giebt  als  die  erste,  infolge  deren  eben  der 
Krystall  etwas  erwärmt  worden. 
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IsoliruDg   der   kupfernen  Kugel    erst   nach  Verlauf  der  in  der  ersten 
Columne  angegebenen  Zahl  von  Secunden  eintrat. 

Isolirung  Beobachtete  Gorrigirte 

trat  eio  nach  Ausschläge  Ausschläge 

0  Secunden        +44      Skth.        +40      Skth. 
5         -  +30         -  +28,5      - 

10         -  +14,5      -  +14,5      - 

15         -  +11         -  +11 

etc.  etc.     "  etc. 

Erhält  man  die  Intensität  der  Strahlung  unverändert,  so  bleibt, 
wie  schon  hervorgehoben,  die  Aktinoelektricität  auf  ihrem  Maximum. 
Wird  dabei  die  an  der  Kante  des  Krystalles  stehende  kupferne  Kugel 
abgeleitet,  so  kehrt  das  Goldblättchen  in  seine  Ruhelage  zurück  und 
geht  nach  wiederhergestellter  Isolirung  infolge  der  entstehenden 
Thermoelektricität  langsam  in  geringem  Grade  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite.  Hebt  man  unmittelbar  nach  wiedererfolgter  Isolirung 
der  Kugel  die  Strahlung  auf,  so  verschwindet  die  im  Krystall  erregte 
Aktinoelektricität;  es  wird  die  durch  ihre  Einwirkung  auf  der  kupfernen 
Kugel  gebundene  Elektricität  frei  und  treibt  das  Goldblättchen  nach 
der  entgegengesetzten  Seite. 

Ebenso  wie  die  Intensität  der  Aktinoelektricität  innerhalb  eines 
Zeitraumes  von  30 — 40  Secunden  nach  dem  Anzünden  der  Flamme 
ein  Maximum  erreichte,  ebenso  steigt  auch  nach  dem  Auslöschen 
der  Flamme  innerhalb  eines  gleichen  Zeitintervalles  der  Ausschlag 
nach  der  enlgegengesetzten  Seite  auf  ein  Maximum,  d.  h.  inner- 
halb dieses  Zeitintervalles  sind  die  aktinoelektrischen  Schwingungen 
wieder  verschwunden.  Leitet  man  die  Kugel,  wenn  die  durch  die 
Strahlung  erzeugte  elektrische  Spannung  ihr  Maximum  erreicht  hat, 
nicht  ab,  so  kehrt,  abgesehen  von  der  schwachen  thermoelektrischen 
Erregung,  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  das  Goldblättchen  inner- 
halb des  obigen  Zeitintervalles  zur  Ruhelage  zurück. 

Der  Vorgang  beim  Verschwinden  der  Aktinoelektricität  entspricht 
in  seinem  Verlaufe  dem  beim  Entstehen.  Das  Anwachsen  der  elek- 
trischen Spannung  ist  gleich  nach  dem  Beginn  der  Bestrahlung 
stärker,  später  mit  der  Annäherung  an  das  Maximum  immer  geringer; 
ebenso  erfolgt  das  Verschwinden  erst  rascher,  dann  gegen  das  Ende 
immer  langsamer.     Beide  Vorgänge  folgen  demselben  Gesetze. 


1^ 


^ 
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Als  die  kupferne  Kugel  an  der  Kante  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12 
stand  und  die  durch  eine  in  270™  Entfernung  stehende  Flamme  erzeugte 
Aktinoelektricitdt  ihr  Maximum  erreicht  hatte,  wurde  die  Kugel  abge- 
leitet, wieder  isolirt  und  dann  die  Flamme  ausgelöscht.  Die  Beobachtung 
ergab  zu  den  in  der  ersten  Columne  stehenden  Zeiten  die  in  der 
zweiten  verzeichneten  Ausschläge.  Die  dritte  Columne  enthält  die 
reducirten  Ausschläge,  wie  sie  eintreten  wUrden,  wenn  dieselben  den 
elektrischen  Spannungen  genau  proportional  wären.  Die  vierte  Columne 
giebt  den  Zuwachs  in  je  5  Secunden. 
Nach  dem 


Auslöschen  der 
Flamme  verflossen 

Beobachtete 
Ausschläge 

Reducirte 
Ausschläge 

Zuwachs 
in  je  5  Secunden 

0  Secunden 

5 

10 
15 

0 

—  19,0 

—  27,0 

—  33,0 

Skth. 

0 

—  18,5 

—  26,0 

—  31,0 

Sklh. 

—  18,5  Skth. 

—  7,5      - 

—  5,0      - 

20 

—  39,0 

- 

—  36,0 

- 

—    5,0      - 

25 

—  41,0 

- 

—  38,0 

- 

—    2,0      - 

30 

—  44,0 

- 

—  40,0 

- 

—    2,0      - 

35 

—  45,0 

- 

—  41,0 

- 

—    1,0      - 

Ebenso  wie  beim  Anwachsen  lässt  sich  auch  beim  Verschwinden 
der  zuerst  raschere,  später  langsamere  Verlauf  nachweisen,  wenn 
man  die  kupferne  Kugel  nicht  bereits  im  Momente  des  Auslöschens 
der  Flamme  isolirt,  sondern  diese  Isolirung  erst  5,  1 0  u.  s.  f.  Secunden 
später  bewirkt. 

Die  zuvor  beschriebene  Form  des  Anwachsens  der  Aktinoelek- 
tricität  infolge  einer  eingetretenen  Bestrahlung  weist  auf  einen  zu 
überwindenden  Widersland  hin,  welcher  durch  die  erforderliche  Be- 
iheiligung der  materiellen  Moleküle  an  den  elektrischen  Schwingungen 
veranlasst  wird.  Dieser  Widerstand  wird  um  so  grösser,  je  schneller 
die  Schwingungen  werden  und  kann  durch  eine  gegebene  Bestrah- 
lungsintensilät  nur  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  überwunden  werden. 
Dauert  die  Strahlung  fort,  so  bleibt  die  aktinoelektrische  Spannung 
auf  gleicher  Höhe,  und  die  fortwährend  zur  Erhaltung  der  elektrischen 
Schwingungen  in  unveränderter  Stärke  verwendete  Arbeit  der  Wärme- 
strahlung setzt  sich  in  eine  Erhöhung  der  Temperatur  der  Moleküle  um. 

Dieser  Widerstand  der  materiellen  Moleküle  folgt  auch  aus  dem 
sofort  nach  dem  Aufhören  der  Strahlung  beginnenden  Abnehmen  der 
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aktinoelektrischen  Schwingungen;  der  Verlauf  dieser  Abnahme  beweist 
ebenfalls  wieder,  dass  der  Widerstand  bei  grösserer  Geschwindigkeit 
der  kreisförmigen  Schwingungsbewegungen  stärker  ist,  indem  die 
Schwingungen,  wie  oben  gezeigt,  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme 
anfangs  rascher,  später  langsamer  abnehmen. 

Da  das  Maximum  der  Aktinoelektricität  von  der  Starke  der 
Bestrahlung  abhängt,  so  muss  jedes  Schwanken  in  der  Intensität  der 
letzteren  eine  entsprechende  Veränderung  in  dem  Ausschlage  des 
Goldblättchens  zur  Folge  haben. 

Das  Maximum  der  aktinoelektrischen  Spannung  ist  nun,  wenigstens 
bei  schwachen  Einwirkungen,  der  Intensität  der  Bestrahlung  direcl 
proportional,  wie  sich  aus  folgenden  Beobachtungen  ergiebt. 

Die  Kante  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12  stand  an  der  mit  dem 
Goldblättchen  verbundenen  kupfernen  Kugel;  der  Kante  (4,  5)  gegen- 
über war  eine  Gasflamme  aufgestellt.  Als  sich  die  Flamme  in 
118""  Abstand  von  der  kupfernen  Kugel  befand,  zeigte  sich  ein 
Ausschlag  von  -f-*''  Skth.*);  wurde  die  Flamme  auf  166""  entfernt, 
so  betrug  der  Ausschlag  +  20,5  Skth.,  und  als  ihre  Entfernung  auf 
214""  vergrössert  war,  nur  noch  12  Skth.     Nun  verhält  sich 

166^:118^  =  41  :20,7 
und  214^  118^  =  41  :  12,5. 

Die  aktinoelektrischen  Spannungen  verhalten  sich  also  umgekehrt 
wie  die  Quadrate  der  Abstände  der  Flammen  oder  wie  die  auf  den 
Krystall  fallende  Intensität  der  Strahlung. 

Es  wurden  ferner  anstatt  eines,  zwei  Gasbrenner  in  gleichen 
Abständen  von  der  Kante  des  Krystalles  nebeneinander  gestellt,  so 
dass  nach  Belieben  nur  der  eine  oder  der  andere  oder  beide  ange- 
zündet werden  konnten.  Die  eine  Flamme  erzeugte  einen  Ausschlag 
von  11,5  Skth.,  die  andere  von  10  Skth.;  beide  zusammen  gaben 
dagegen  22,5  Skth. 

Bei  den  vorstehenden  Versuchen  berührte  die  kupferne  Kugel 
mit  ihrem  vordersten  Punkte  die  Kante  des  Krystalles.  Wird  die 
Kugel  von  der  Kante  mehr  und  mehr  entfernt,  so  nehmen  die  Aus- 
schläge ab.  In  der  folgenden  Beobachtungsreihe  berührte  die  kupferne 
Kugel  zuerst  die  Kante  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12  und  wurde  dann 


*)  Das  Elektrometer  war  absichtlich  weniger  empfindlich  gemacht  als  sonst. 
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allmählig  von  dieser  entfernt.  Der  Abstand  zwischen  dem  vordersten 
Punkte  der  Kugel  und  der  Kante  (1 ,  2)  liess  sich  aber  nur  angeiiähert 
messen.  Die  zur  Bestrahlung  dienende  Flamme  blieb  unverändert 
in  200""  Abstand  von  der  Kante  (1,2);  die  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  war  höher  als  gewöhnlich  gewählt. 

,  ,      „       .  Ausschlag  des  Gold- 

Absland  der  Kugel  von         ,  ..^^  ,         .      _^,  . 

,      „  blattchens  im  Eleklro- 

der  Kante 

meter 

0  +83,0 

2  +44,5 

4  +27,5 

6  +19,5 

8  +17,0 

10  +14,5 

13  +10,0 

32  +    4,7 

Der  Ausschlag  des  Blättchens  wird  durch  Entfernen  der  kupferaen 
Kugel  nicht  blos  geringer,  weil  ihr  Abstand  von  der  positiven  Kante. 
(1 ,  2)  sich  vergrössert,  sondern  auch  durch  den  Umstand,  dass  dabei 
ihr  Abstand  von  den  benachbarten  negativen  Kanten  (6,  1)  und  (2,  3) 
in  geringerem  Verhältnisse  wächst  als  von  der  Kante  (1,  2). 

Im  Allgemeinen  hängt  bei  sonst  gleicher  BeschaflFenheit  der  ein- 
fachen Bergkrystalle  die  Stärke  der  auf  den  Kanten  auftretenden 
Aktinoelektricität  ausser  von  der  Intensität  der  Strahlung  auch  von 
der  Grösse  der  Krystalle  ab,  so  dass  Krystalle  mit  grösserem  Quer- 
schnitte eine  höhere  elektrische  Spannung  zeigen,  als  kleinere  Krystalle. 
Es  wirken  ja  dann  eine  grössere  iVnzahl  Schwingungen  oder  polar- 
elektrisch gewordener  Moleküle  auf  die  kupferne  Kugel  ein  und 
ausserdem  ist  die  Vertheilungswirkung  der  entgegengesetzten  Polarität 
auf  den  beiden  seillich  liegenden  Kanten  durch  die  grössere  Ent- 
fernung derselben  von  der  Kugel  geschwächt. 

Es  liegt  wohl  die  Frage  nahe,  ob  die  Erregung  der  Aktino- 
elektricität von  der  Temperatur  des  bestrahlten  Bergkrystalles  ab- 
hängig ist.  Entscheidende  Versuche  hierüber  waren  durch  die  mannig- 
fachen Störungen,  welche  die  auf  das  Gehäuse  des  Thermometers 
wirkenden  und  die  Ruhelage  des  Goldblättchens  verändernden  Wärme- 
einflüsse hervorriefen,  mit  unüberwindlichen  Schwierigkeiten  verbunden. 
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Es  schien  jedoch,  als  ob  eine  Temperaturerhöhung  des  Krystall^ 
bis  70*^  die  Erregung  der  Aktinoelektricität  durch  die  Strahlung  der 
Flamme  in  erheblicher  Weise  nicht  veränderte. 

Es  ist  schon  früher  erwähnt  worden,  dass  die  Erregung  der 
Aktinoelektricität  durch  die  Wärmestrahlen,  namentlich  durch  die 
rothen  und  jenseits  des  Roth  gelegenen  Strahlen  mit  grossen  Wellen- 
längen erfolgt.  Zum  Nachweise  dieses  Ausspruches  mögen  folgende 
Angaben  dienen. 

Von  der  Wärmestrahlung  einer  Gasflamme  gingen,  wenn  der 
Betrag  derselben  durch  die  von  ihr  hervorgerufene  aktinoelektrische 
Spannung  gemessen  wird,  durch  ein  tiefdunkelviolettes  Glas  und 
ebenso  durch  ein  mit  Kupferoxydul  gefärbtes  rothes  Glas  34  pCt., 
durch  eine  farblose  Glasplatte  25  pCt.,  durch  ein  nicht  sehr  tief  ge- 
färbtes grünes  Glas  23  pCt.  und  durch  ein  dunkelblaues  Kobalt- 
glas 1 6  pCt. 

Als  die  Strahlung  einer  solchen  Gasflamme  mittelst  der  Melloni- 
schen  Säule  untersucht  wurde,  Hessen  die  zuvor  bezeichneten  Gläser 
folgende  procentische  Mengen  durch: 

Tiefdunkelviolettes  Glas  53  pCt. 

Rothes  Glas  53  pCt. 

Farbloses  Glas  36  pCt. 

Dunkelgrünes  Glas  31  pCt. 

Dunkelblaues  Kobaltglas  27  pCt. 

Die  Reihenfolge  der  verschiedenen  Gläser  in  Betreff  ihrer  Fähig- 
keit, die  wirksamen  Strahlen  durchzulassen,  ist  für  die  aktinoelek- 
trischen  Strahlen  dieselbe  wie  für  die  auf  die  Thermosäule  wirken- 
den; merkwürdig  ist  aber,  dass  die  aktinoelektrische  Wirkung  durch 
die  Einschaltung  der  Gläser  in  stärkerem  Maasse  geschwächt  wurde, 
als  die  vom  Russ  der  Thermosäule  aufgenommene.  Die  aktinoelek- 
trischen  Wirkungen  sind  nur  ungefähr  §  so  gross,  als  die  auf  die 
Thermosäule  ausgeübten. 

Als  eine  parallelepipedische  mit  Schwefelkohlenstoff  gefüllte  Glas- 
flasche, deren  äussere  breitere  Seiten  45""  von  einander  abstanden, 
in  den  Weg  der  Strahlen  des  Gaslichtes  gestellt  wurde,  betinig  die 
aktinoelektrische  Spannung  20  pCt.  von  der  durch  die  freie  Strahlung 
bewirkten.     Eben  so  gross   war   die  Wirkung,   wenn   ein  durch  Jod 
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tiefdunkel roth  gefärbter  Schwefelkohlenstoff  angewandt  wurde.  Durch 
Wasser  und  Alaunlösung  gingen  ungefähr  8  pCt.  hindurch. 

Bei  Messung  der  von  der  Gasflamme  ausgehenden  Strahlung 
durch  die  Thermosäule  liess  der  farblose  und  der  mit  Jod  gefärbte 
Schwefelkohlenstoff  37  pCt.,  Wasser  14  pCt.  und  Alaunlösung  13  pCt. 
hindurch. 

Die  Flamme  des  Wasserstoffes  zeigte  ungefähr  dieselben  Wir- 
kungen wie  die  Gasflamme.  Eine  genaue  Messung  sowohl  der  freien 
Strahlung  als  auch  der  durch  farbige  Gläser  und  Flüssigkeiten  hin- 
durch gelassenen  war  jedoch  nicht  möglich,  da  sich  die  Wasserstoff- 
flamme nicht  constant  erhalten  liess. 

Das  elektrische  Kohlenlicht  erzeugte  nicht  so  starke  aktinoelek- 
trische  Spannungen,  als  man  wohl  erwarten  möchte.  Dasselbe  wurde 
durch  eine  dynamoelektrische  Maschine  (System  Hefener  von  Alteneck) 
erzeugt  und  besass  eine  Helligkeit  von  4000  Normalkerzen,  oder  die 
mehr  als  200  fache  Intensität  einer  Gasflamme.  Als  dasselbe  in 
400""  Abstand  den  Krystall  Nr.  12  bestrahlte  und  die  kupferne  Kugel 
in  der  Mitte  der  Kante  (1,  2)  stand,  gab  das  in  seiner  Empfind- 
lichkeit absichtlich  geschwächte  Elektrometer  einen  Ausschlag  von 
27  Skalen theilen.  Wurde  dann  an  die  Stelle  der  Kohlenspitzen  eine 
Gasflamme  (Schnittbrenner)  gebracht,  so  rief  dieselbe  einen  Aus- 
schlag von  4  Skth.  hervor.  Es  war  also  die  Wirkung  des  Kohlen- 
lichtes nur  ungefähr  7  Mal  stärker  als  die  der  einfachen  Gasflamme. 
Als  die  obengenannten  Gläser  eingeschaltet  wurden,  erschien  die 
Schwächung  der  Strahlung  aber  geringer  als  bei  der  Gasflamme. 

Wie  schon  oben  S.  461  erwähnt,  wurden  die  ersten  Versuche 
über  die  Erregung  der  Aktinoelektricität  in  den  Bergkrystallen  mittelst 
des  durch  einen  Spiegel  concentrirten  Sonnenlichtes  ausgeführt;  es 
soll  daher  jetzt  die  Wirkung  der  direkten  Strahlen  der  Sonne  mit 
der  einer  gewöhnlichen  Gasflamme  verglichen  werden.  Als  die 
Flamme  eines  einfachen  Schnittbrenners  270"*"  von  der  Kante  (1,  2) 
des  Kryslalles  Nr.  1 2  entfernt  stand,  erzeugte  sie  bei  einer  bestimmten 
Empfindlichkeit  des  Elektrometers  einen  Ausschlag  von  19,5  Skth. 
Wurde  nun  der  Krystall,  während  die  Kugel  wieder  an  derselben 
Stelle  der  Kante  (1,  2)  stand,  der  freien  Strahlung  der  Sonne  aus- 
gesetzt (30.  Mai  Mittags),   so  entstand  ein  Ausschlag  von  23,8  Skth. 

Da  die  aktinoelektrische  Spannung  vorzugsweise  durch  die  dunklen 
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Wärmestrahlen  erzeugt  wird,  so  Hess  sich  eine  solche  Wirkung 
auch,  wie  schon  oben  S.  508  angedeutet,  von  einem  mit  heissem 
Wasser  gefüllten  Würfel  erwarten.  Als  die  berusste  Seite  eines 
Würfels  von  100""  Seite  von  der  Kante  (4,  5)  des  Krystalles  Nr.  1 2 
um  20""  abstand  und  die  kupferne  Kugel  die  Mitte  der  gegenüber- 
liegenden Kante  (1,  2)  berührte*),  so  gab  bei  einer  Temperatur  des 
Wassers  im  Würfel  von  50®  C.  das  Elektrometer  einen  Ausschlag 
von  26  Skth.;  derselbe  sank  auf  4  Skth.,  wenn  anstatt  der  berussten 
eine  blanke  Seite  derselben  Kante  gegenübergestellt  wurde. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  nach  dem  letzten  S.  508 
beschriebenen  Verfahren  ausgeführte  Beobachtungen  eine  Stelle  finden, 
um  zu  zeigen,  welche  geringen  Strahlungen  erforderlich  sind,  um 
schon  merkbare  aktinoelektrische  Spannungen  auf  den  Bergkrystallen 
hervorzurufen. 

Der  Krystall  Nr.  12  war  so  in  Kupferfei  licht  eingehüllt,  dass 
nur  die  Kante  (1,  2)  und  die  sie  umgebenden  Flächenstücke  aus 
demselben  hervorragten.  Das  kupferne  Kästchen,  welches  den  Kry- 
stall enthielt,  wurde  neben  das  Elektrometer  auf  den  kleinen  Ofen  B 
gestellt,  eine  Messingkugel  von  22,5""  Durchmesser  an  den  dickeren 
Platindraht  V  des  Hebelarmes  LU  befestigt  und  mittelst  des  Hebels 
der  Kante  (1,  2)  dieses  Krystalles  genähert  oder  ohne  erhebliche 
Reibung  auf  dieselbe  aufgelegt. 

Hatte  die  Kugel  nahe  dieselbe  Temperatur  wie  der  Krystall  (20**  C), 
so  entstand  beim  Annähern  ein  Ausschlag  von  -j-  1  Skth.,  beim  Auf- 
legen ging  derselbe  in  —  1  über.  Als  dagegen  die  Kugel  eine 
Temperatur  von  ungefähr  80**  besass,  erzeugte  das  Annähern  einen 
Ausschlag,  der  innerhalb  20  bis  30  Secunden  sein  Maximum  -}- 1 2  Skth. 
erreichte  und  bis  -f-23  stieg,  als  die  Kugel  bis  zur  Berührung  mit 
der  Kante  niedergelassen  wurde. 

Nun  wurde  die  Kugel  mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt  und 
sofort  wieder  isolirt.  Während  die  Kugel  ruhig  auf  der  Kante  lag, 
entstand  jetzt  ein  negativer  Ausschlag,  der  nach  ^  Minute  —  3,  nach 
.1  Minute  — 6,  nach  1^^  Minute  — 9  Skth.  u.  s.  w.  betrug;  er  war  die 
Folge   der   durch   die  Erwärmung  der  Kante   entstehenden  Thermo- 


*)    Der  Absland  der  berussten  Würfelfläche  von  der  Kugel  betrug  6i"",  da 
der  Durchmesser  des  KryslaHes  44""  mass. 
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elektricitäl.  Am  Ende  des  Versuches  betrug  die  Temperatur  der 
Kugel  höchstens  noch  40*^  C.*). 

In  einer  anderen  Versuchsreihe  war  die  Temperatur  des  Krystalles 
21^  C.  Als  die  Temperatur  der  Kugel  ungefähr  50^  C.  betrug,  ent- 
stand beim  Annähern  an  die  zuvor  benutzte  Kante  ein  Ausschlag 
von  +  S,  der  beim  Auflegen  auf  die  Kante  bis  +  1 6  stieg.  Hatte  die 
Kugel  nur  die  Temperatur  von  ungefähr  34®,  so  entstand  beim  Annähern 
ein  Ausschlag  von  2,5  Skth.,  und  beim  Auflegen  auf  die  Kante  von 
-|-  9  Skth.  War  die  Temperatur  der  Kugel  auf  28®  C.  gesunken,  so 
betrug  der  Ausschlag  beim  Annähern  -j- 1 ,  beim  Auflegen  -f-  5  Skth. 
In  diesem  letzten  Falle  zeigte  also  die  Kugel  nur  eine  T  C.  höhere 
Temperatur  als  die  Kante  des  Krystalles. 

Nach   der  im  Vorstehenden   gegebenen  allgemeinen  Darstellung 


*)  Im  Jahre  4  880  hatte  Herr  Ch.  Friedel  (siehe  die  Anmerkung  auf  S.  483) 
Versuche  über  die  Thermoelektricität  der  Krystalle  in  der  Weise  angestellt,  dass 
er  eine  metallene  Halbkugel,  welche  durch  einen  Draht  mit  der  Nadel  eines 
durch  Branly  etwas  abgeänderten  Thomson'schen  Elektrometers  verbunden 
war,  in  heissem  Wasser  erwärmte  und  auf  den  Krystall  legte.  Wird  dieses  Ver- 
fahren z.  B.  auf  den  Turmalin  angewandt,  so  zeigt  das  Ende  der  Hauptaxe,  auf 
welches  die  heisse  Halbkugel  gelegt  wird,  eine  elektrische  Spannung,  welche  der 
Erwärmung  der  Masse  des  Turmalins  entspricht. 

Ganz  anderes  gestaltet  sich  nun  aber  der  Vorgang,  wenn  die  heisse  Kugel 
auf  die  Kante  eines  Bergkrystalles  gelegt  wird.  Hier  tritt,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  zuerst  eine  andere  Erscheinung,  die  Aktinoelektncität,  und  zwar  in  erheb- 
licher und  ziemlich  rasch  ein  Maximum  erreichender  Starke  auf.  Erst  später  beginnt 
der  Einfluss  der  Erwärmung  sich  geltend  zu  machen  und  bewirkt  eine  langsame 
Bewegung  des  Goldblättchens  nach  der  entgegengesetzten  Seite,  oder,  wenn  die 
aktinoelektrische  Spannung  nicht  abgeleitet  ist,  ein  Abnehmen  des  Ausschlages. 
Während  in  dem  oben  angeführten  Versuche  infolge  der  entstandenen  Aktinoelek- 
tricität  das  Goldblättchen  in  höchstens  30  Secunden  eine  Ablenkung  von  +23  Skth. 
aus  der  Ruhelage  zeigte,  betrug  infolge  der  Thermoelektricität  der  negative  Aus- 
schlag in  \  Minute  nur  —  3  Skth. 

Herr  Friedel  hat  bei  seinen  Versuchen  nur  den  ersten  starken  Ausschlag, 
welcher  von  der  Aktinoelektricität  herrührt,  beobachtet,  die  bei  fortdauernder  Be- 
rührung der  Kante  durch  die  heisse  Kugel  aber  entstehende  Abnahme  desselben, 
oder  den  entgegengesetzten  Ausschlag,  welcher  nach  einer  Entladung  der  Kugel 
sich  zeigt  und  allein  der  Thermoelektricität  angehört,  nicht  wahrgenommen.  Indem 
nun  Herr  Friedel  die  aktinoelektrische  Spannung  für  die  bei  steigender  Temperatur 
entstehende  thermoelektrische  nahm,  mussten  seine  Angaben  über  die  Lage  der 
positiven  und  negativen  thermoelektrischen  Pole  gerade  der  thatsächlich  auftretenden 
thermoelektrischen  Polarität  entgegengesetzt  lauten. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  XX.  36 


522  W.  G.  Hankel,  [66 

der  aktinoelektrischen  Vorgänge  bleibt  in  Bezug  auf  die  einzelnen 
einfachen  Krystalie  nur  wenig  hinzuzufügen.  Von  allen  Krystallen, 
mit  Ausnahme  von  Nr.  2,  3  und  5,  welche  infolge  der  geringen 
Länge  ihrer  Nebenaxe  zu  aktinoelektrischen  Untersuchungen  sich 
nicht  eigneten,  sind  neben  den  auf  die  Thermoelektricität  bezüglichen 
Abbildungen  unter  dem  Buchstaben  C  die  durch  die  Mitte  derselben 
gelegten  Querschnitte  gezeichnet  und  in  die  Eckpunkte  der  Sechsecke 
die  ungefähr  in  der  Mitte  der  betreffenden  Kante  gemachten  aktino- 
elektrischen Messungen  eingetragen  worden.  Bei  diesen  Messungen 
.wurden  die  Strahlen  zweier  dicht  hintereinander  gestellten  Gasflammen 
(gewöhnliche  Schnittbrenner)  durch  den  oben  S.  504  beschriebenen 
Hohlspiegel  auf  den  Krystall  geworfen,  während  die  mit  dem  Elektro- 
meter verbundene  kupferne  Kugel  nahe  in  der  Mitte  der  Höhe  die 
zu  prüfende  Kante  berührte.  Es  sind  indess  die  auf  den  verschie- 
denen Krystallen  gefundenen  Werthe  nicht  streng  vergleichbar.  Wenn 
auch  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  auf  ziemUch  gleicher  Höbe 
erhalten  wurde,  so  änderte  sich  mit  dem  im  Laufe  des  Tages  wech- 
selnden Gasdrucke  die  Grösse  der  Flamme  und  ausserdem  hatte  der 
Spiegel  für  die  verschiedenen  Krystalie  nicht  völlig  genau  dieselbe 
Stellung.  Dagegen  sind  die  auf  demselben  Individuum  ausgeführten 
Messungen  in  Bezug  auf  die  vorher  erwähnten  Umstände  im  Allge- 
meinen vergleichbar;  es  können  aber  auch  auf  einem  durchaus  ho- 
mogenen Krystalie  an  einzelnen  Kanten  Abweichungen  eintreten, 
wenn  die  Grössen  der  Nebenaxen  ungleich  sind  und  wenn  die  Längen 
der  Kanten  durch  ungleiche  Ausbildung  der  Pyramidenflächen  sehr 
von  einander  verschieden  sind.  Auch  durch  die  Beschaffenheit  der 
Oberflächen  der  Prismenflächen  können  Abweichungen  hervorgerufen 
werden.  Wenn  z.  B.  die  direct  von  der  Strahlung  getroffenen  Flächen 
matt  oder  mit  feinem  Staube  bedeckt  sind,  so  wird  die  in  den  Krv- 
stall  eindringende  und  auf  die  hintere  an  die  kupferne  Kugel  an- 
liegende Kante  gelangende  Wärmestrahlung  geschwächt  w^erden  und 
also  die  Aktinoelektricität  in  geringerer  Stärke  erscheinen.  Schliess- 
lich können  auch  kleine  um  180^  gedrehte,  sonst  nicht  weiter  er- 
kennbare Theile  in  manchen  Krystallen  vorhanden  sein,  die  zwar  die 
regelmässige  Vertheilung  der  Polaritäten  unter  die  sechs  Kanten  noch 
nicht  stören,  wohl  aber  schwächend  auf  die  Elektricität  der  ihnen 
benachbarten  Kanten  einwirken. 
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Auf  dem  Krystalle  Nr.  1  ist  an  der  Kante  (1,  2)  die  beim  Er- 
kalten auftretende  therraoelektrische  Zone  etwas  verschoben,  so  dass 
diese  Kante  (Taf.  I,  Fig.  1  J?,)  eine  schwache  negative  Spannung  an- 
statt der  positiven  zeigt.  Bei  der  Bestrahlung  erscheint  aber  auf 
dieser  Kante  nicht  die  negative,  sondern  die  normale  positive  Elek- 
IricitHt;  (eben  so  tritt  daselbst  beim  Druck  S.  542  die  normale 
negative  auf).  Auch  die  Mitte  der  Kante  (2,  3)  des  Krystalles 
Nr.  6  giebt  bei  der  Bestrahlung  noch  die  normale  negative  Spannung 
(Fig.  6  C),  während  bei  der  Abkühlung  dieselbe  an  dieser  Stelle 
bereits  durch  'die  positive  verdrängt  wird. 

Nachdem  im  Vorstehenden  die  auf  den  Kanten  auftretenden 
Vorgänge  beschrieben  sind,  will  ich  für  die  einfachen  Krystalle  auch 
wenigstens  ein  Beispiel  der  aktinoelektrischen  Spannungen  auf  den 
Prismenflachen  mittheilen.  Die  Fläche  1  des  Krystalles  Nr.  12  stand 
dem  Spiegel  gegenüber,  die  auf  ihr  durch  die  Strahlung  zweier  Gas- 
flammen erzeugte  Elektricität  wurde  in  der  S.  506  beschriebenen 
Weise  mittelst  des  Taf.  IV,  Fig.  V  abgebildeten  Drahtes  abcde  ge- 
messen. Die  beobachteten  Werthe  sind  auf  der  neben  Fig.  12  C 
gezeichneten  Linie  aß,  welche  den  Durchschnitt  einer  horizontalen 
Ebene  durch  die  Mitte  der  Fläche  1   darstellt,  aufgeführt. 

Ähnlich  verhielt  sich  auch  die  über  dieser  Fläche  1  liegende 
grosse  Pyramidenfläche;  die  nach  der  Kante  (6,  1)  hinliegenden  Theile 
zeigten  negative,  die  der  Kante  (1,2)  benachbarten  positive  Elektricität. 
Die  beobachteten  Ausschläge  waren  schwächer  als  auf  derPrismenfläche. 


b.    Zusammengetzte  Krystalle. 

Krystall  Nr.  14.  Dieser  Krysiall  (vergl.  S.  491)  enthält  in 
seiner  oberen  Hälfte  ein  um  180^  gedrehtes  Stück,  infolge  dessen 
die  obere  Hälfte  der  Kante  (1,  2)  thermoelektrisch  negativ  erscheint 
(Fig.  14  B).  Genau  in  gleicher  Weise  wie  die  thermoelektrischen 
sind  nun  die  aktinoelektrischen  Spannungen  vertheilt. 

Fig.  1 4  C  stellt  einen  Querschnitt  durch  diesen  Krystall  f  vom 
oberen  und  Fig.  1 4  C  einen  •  solchen  ^  vom  unteren  Ende  dar.  In 
diese  beiden  Zeichnungen  sind  die  aktinoelektrischen  Spannungen 
eingetragen,  welche  beobachtet  wurden,  als  bei  Anwendung  des 
S.  504  be.schriebenen  Verfahrens  die  kupferne  Kugel  an  den  Eck- 
se* 
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punkten  dieser  Querschnitte  stand.  Während  nun  der  Querschnitl 
durch  die  untere  Hälfte  (Fig.  14  C)  die  normale  elektrische  Verthei- 
lung  zeigt,  erscheint  in  der  oberen  Hälfte  Fig.  14  C  auf  der  Kante 
(1 ,  2)  anstatt  der  positiven  die  negative  Polarität,  und  auf  der  Kante 
(2,  3)  ist  ebenso  wie  auch  bei  der  Thermoelektricität  (vergl.  S.  493) 
infolge  des  anliegenden  eingewachsenen  Stückes  die  der  Hauptmasse 
des  Krystalles  entsprechende  negative  Spannung  geschwächt,  während 
sie  in  der  unteren  Hälfte,   wo  jene  Störung  fehlt,  kräftig  hervortritt. 

Kry stall  Nr.  15.  Da  bei  den  grossen  Bergkrystallen  Nr.  15 — 20 
auch  die  Vertheilung  auf  den  Prismensflächen  genauer  verfolgt  werden 
sollte,  so  wurde  ausser  dem  bisher  gewöhnlich  angewandten  Ver- 
fahren, wobei  die  kupferne  Kugel  an  einer  Kante  stand,  auch  das 
S.  506  erläuterte  benutzt.  Der  Taf.  IV,  Fig.  5  abgebildete,  mehrmals 
rechtwinklig  gebogene  KupFerdraht  abcde  berührte  dabei  mit  dem 
freien  Ende  e  seines  kurzen  horizontalen  Theiles  die  betreffende  Stelle 
der  Kante  oder  Fläche  des  Krystalles,  und  die  durch  den  Spiegel  reflec- 
tirte  Strahlung  zweier  Flammen  fiel  direct  auf  die  zu  prüfende  Kante 
oder  Fläche.  Da  infolge  des  geringen  Querschnittes  des  Drahtes  die 
elektrische  Vertheilung  seitens  des  Krystalles  auf  diesen  Draht  schwächer 
wirkt  und  der  Leiter  ausserdem  eine  grössere  Länge  besitzt,  so  muss 
bei  diesem  Verfahren  der  Ausschlag  im  Elektrometer  geringer  aus- 
fallen als  bei  Anwendung  der  Kugel.  Es  sind  daher  die  nach  beiden 
Verfahren  gemachten  Beobachtungen  in  Bezug  auf  die  Intensität  nicht 
mit  einander  vergleichbar. 

Der  Krystall  Nr.  1 5  enthält  ein  um  1 80^  gedrehtes  Stück,  welches 
von  der  rechten  Hälfte  der  Fläche  4  bis  zur  rechten  Hälfte  der 
Fläche  5  reicht  (vergl.  S.  493).  Die  in  einem  Querschnitte  durch 
die  Mitte  auf  den  Kanten  und  Flächen  mittelst  der  Kugel  beobach- 
teten aktinoelektrischen  Spannungen  sind  in  die  Zeichnung  Fig.  1 5  C 
eingetragen.  Die  Vertheilung  der  positiven  und  negativen  Elektricitäl 
auf  den  Kanten  stimmt,  wie  eine  Vergleichung  von  Fig.  15  C  mit 
Fig.  15  ß  zeigt,  mit  den  beim  Erkalten  auftretenden  thermoelektrischen 
Spannungen  im  Allgemeinen  überein;  nur  tritt  bei  der  Bestrahlung 
auf  der  Kante  (4,  5)  bereits  die  dem  eingeschobenen  Stücke  ent- 
sprechende positive  Spannung  auf,  während  beim  Erkalten  die  Kanle 
(4,  5)  selbst  noch  eine  sehr  schwache  negative  Spannung  erhielt, 
und    erst   dicht   daneben    auf  der  Fläche  5  die   positive   sich  zeigte. 
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In  Fig.  15  C  sind  die  Beobachtungen  eingetragen,  welche  mittelst 
des  gebogenen  Drahtes  abcde  auf  verschiedenen  Punkten  der  Flächen  i, 
5  und  6  in  eben  diesem  Querschnitte  ausgeführt  wurden. 

Krystall  Nr.  16.  Das  in  diesem  Krystalle  vorhandene  um 
180®  gedrehte  StUck  reicht,  wie  bereits  S.  494  nachgewiesen,  von 
der  linken  Hälfte  der  Fläche  4  bis  zur  rechten  Hälfte  der  Fläche  6. 
Fig.  16  C  stellt  den  durch  die  Mitte  des  Krystalles  geführten  Quer- 
schnitt dar  und  in  diesen  sind  die  an  den  einzelnen  Punkten  des- 
selben mittelst  der  Kugel  ausgeführten  Messungen  eingetragen  worden. 
Wie  bei  der  Thermoelektricitöt  zeigen  auch  hier  die  Kanten  (4,  5) 
und  (5,  6)  eine  in  Bezug  auf  die  elektrische  Vertheilung  am  grösseren 
Stücke  umgekehrte  Polarität.  In  den  Querschnitt  Fig.  16  C  sind 
die  mittelst  des  Drahtes  abcde  auf  den  verschiedenen  Punkten  des- 
selben gemachten  Beobachtungen  eingeschrieben.  Die  beim  Erkalten 
auf  der  Fläche  4  (Fig.  16  A)  erscheinende  schwache  negative,  und 
ebenso  die  auf  der  Fläche  6  sich  zeigende  schwache  positive  treten 
bei  der  Bestrahlung  (Fig.  16  C)  nicht  hervor,  sondern  geben  sich 
nur  durch  eine  Schwächung  der  positiven  Spannung  auf  der  Fläche  4 
und  der  negativen  auf  der  Fläche  6  kund.  Diese  Abweichung  zwi- 
schen den  aktinoelektrischen  und  den  beim  Erkalten  auftretenden 
thermoelektrischen  Spannungen  hat  ihren  Grund  in  den  verschiedenen 
Verhältnissen,  unter  welchen  die  Beobachtungen  ausgeführt  worden 
sind.  Bei  den  thermoelektrischen  Untersuchungen  war  der  Krystall 
bis  auf  die  zu  prüfenden  Flächen  4  und  resp.  6  in  Kupferfeilicht 
eingehüllt  und  daher  an  dem  grössten  Theile  seiner  Oberfläche  ab- 
geleitet, während  bei  den  aktinoelektrischen  Beobachtungen  der  Kry- 
stall völlig  frei  stand  und  auf  allen  Theilen  seiner  Oberfläche  die 
daselbst  erregte  Elektricität  behielt.  Es  liegen  mir  auch  thermo- 
elektrische  Beobachtungen  vor,  bei  welchen  die  Einhüllung  nicht  so 
vollständig  war,  als  zuvor  angegeben,  was  zur  Folge  hatte,  dass  bei 
der  Abkühlung  die  negative  Zone  auf  der  Fläche  4  nicht  erschien, 
sondern  sich  nur  durch  die  Schwächung  der  positiven  Spannung  zu 
erkennen  gab,  und  dass  auf  der  Fläche  6  die  positive  Spannung 
nur  auf  einer  sehr  kurzen  Strecke  in  der  rechten  oberen  Hälfte 
auftrat. 

Krystall  Nr.  17.    Das  eingeschobene,  um  1 80*^  gedrehte  Stück 
reicht  von  der  Kante  (5,  6)  bis  nahe  zur  Mitte  der  Fläche  1    (vergl. 
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oben  S.  494).  Fig.  MC  stellt  die  in  dem  mittleren  Querschnitte 
mittelst  der  Kugel  ausgeführten  aktinoelektrischen  Beobachtungen  dar. 
In  Fig.  17  C  sind  die  mit  dem  Drahte  abcde  auf  den  verschiedenen 
Punkten  dieses  Querschnittes  beobachteten  aktinoelektrischen  Span- 
nungen eingetragen.  Bei  der  thermoelektrischen  Untersuchung  er- 
schien auf  der  Kante  (5,  6)  Fig.  M  A  noch  die  dem  Hauptkrj'stalie 
entsprechende  positive  Spannung;  und  ebendiese  wurde  auch  bei 
der  Bestrahlung  unter  Anwendung  der  Kugel  beobachtet  (Fig.  17  C); 
bei  den  Versuchen  mit  dem  Drahte  abcde  dagegen  trat  bei  der 
Bestrahlung  auf  dieser  Kante  schon  die  dem  eingeschobenen  Stücke 
angehörende  negative  auf. 

Kry stall  Nr.  18.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  isl 
S.  495  speciell  erläutert.  Fig.  18  C  enthalt  die  im  mittleren  Quer- 
schnitte mittelst  der  Kugel  und  Fig.  18  C  die  mittelst  des  Drahtes 
abcde  gemachten  aktinoelektrischen  Beobachtungen.  Die  Kante  (5,6; 
gab  mittelst  des  Drahtes  oben  eine  Spannung  — 12,  in  der  Mitte 
—  7  und  unten  -f"  S.  Sie  stimmt  also  in  ihrem  Verhalten  im  All- 
gemeinen mit  dem  bei  der  Erkaltung  beobachlelen  überein,  nur  reichte 
die  negative  Polarität  bei  der  Erkaltung  nicht  bis  zur  Mitte,  während 
diese  Mitte  bei  der  Bestrahlung  noch  negativ  gefunden  wurde.  Die 
Kante  (3,  4)  zeigt  ein  eigenthtlmliches  Verhalten;  beim  Beginne  der 
Bestrahlung  giebt  das  Goldblättchen  einen  schwachen  positiven  Aus- 
schlag, der  aber  sehr  bald  abnimmt  und  in  einen  schwachen  nega- 
tiven übergeht. 

Krystall  Nr.  19.  Auf  S.  495  ist  die  Lage  der  beiden  in  diesen 
Krystall  eingeschobenen  Stücke  genauer  angegeben;  die  aktinoelek- 
trischen Spannungen  stimmen  mit  den  bei  der  Erkaltung  auftretenden 
überein;  selbst  auf  der  Kante  (5,  6)  zeigt  sich  bei  der  thermoelek- 
trischen Prüfung  während  der  Abkühlung  ebenso  wie  bei  der  Be- 
strahlung der  obere  kleinere  Theil  positiv,  die  Mitte  und  der  untere 
Theil  aber  negativ. 

Krystall  Nr.  20.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  ist 
S.  496  erläutert.  Fig.  20  C  stellt  die  in  dem  Querschnitte  durch  die 
Mitte  mittelst  des  Drahtes  abcde  ausgeführten  aktinoelektrischen 
Beobachtungen  dar.  Dieselben  stimmen  mit  den  thermoelektrischen 
bei  der  Erkaltung  überein,  nur  ist  infolge  der  schon  mehrfach  er- 
wähnten   verschiedenen   Verhältnisse   die  Ausbreitung   der   einzelnen 
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Zonen  etwas  abweichend  und  auf  der  Fläche  3  wird  bei  der  Be- 
strahlung die  schwache  positive  Spannung  nicht  sichtbar,  sondern  giebt 
sich  blos  durch  eine  betrachtHche  Schwächung   der  negativen  kund. 


0.  Über  die  Wirkung  des  Überstreiohens  eines  Bergkrystalles  mit  einer 

Alkoholflamme. 

Ein  im  Allgemeinen  sehr  brauchbares  Verfahren,  um  einen  an 
seiner  Oberfläche  elektrisch  geladenen  Nichtleiter  uneleklrisch  zu 
machen,  besteht  in  dem  Überstreichen  dieser  Oberfläche  mit  einer 
Alkoholflamme.  Am  bequemsten  wendet  man  die  Flamme  eines  an 
dem  unteren  Ende  eines  massig  starken  Kupferdrahtes  befestigten 
und  in  Alkohol  getauchten  kleinen  Baumwollenbausches  an.  Liegt 
die  zu  bestreichende  Fläche  horizontal,  so  treibt  man  beim  Über- 
fahrt durch  schwaches  Blasen  die  Flamme  gegen  die  Fläche.  Dabei 
ward  die  an  der  Oberfläche  selbst  befindliche  Elektricität  von  der 
Flamme  hinweg  genommen,  die  an  den  unterhalb  der  Oberfläche 
hegenden  Theilchen  haftende  aber  in  ihrer  Wirkung  nach  aussen 
dadurch  aufgehoben,  dass  die  Flamme  eine  für  die  Neutralisirung 
erforderliche  Menge  entgegengesetzter  Elektricität  auf  die  Oberfläche 
führt,  welche  dann  durch  die  in  den  unterhalb  liegenden  Schichten 
befindliche  gebunden  wird. 

Ich  habe  dieses  Verfahren  bei  meinen  thermoelektrischen  Unter- 
suchungen vielfach  benutzt,  um  die  Oberflächen  der  Krystalle  un- 
elektrisch zu  machen.  Bei  Krystallen,  welche  durch  Temperatur- 
änderungen nur  schwach  elektrisch  werden,  wirkt  nach  kurzem 
Anblasen  mit  der  Flamme  die  Oberfläche  derselben  nicht  mehr  auf 
den  mittelst  des  Hebels  genäherten  Platindrall t;  dagegen  tritt  bei 
Krystallen,  welche  schon  durch  sehr  schwache  Temperaturänderungen 
starke  elektrische  Spannungen  erlangen,  unmittelbar  nach  dem  An- 
blasen, wenn  solches  nicht  sehr  kurz  gewesen,  eine  der  Abkühlung  der 
betreff*enden  Stelle  entsprechende  Elektricität  auf.  Wird  der  mit  dem 
Elektrometer  in  Verbindung  stehende  Platindraht  V  entladen,  und  die 
Oberfläche  des  Krystalles  durch  Anhauchen  (Beschlag  mit  Wasser)  für 
den  Augenblick  unelektrisch  gemacht,  so  zeigt  sich,  wenn  man  den 
Platindraht  wieder  nähert,  nochmals  eine,  wenngleich  schwächere  Span- 
nung in  demselben  Sinne,  weil  eben  die  Abkühlung  noch  fortdauert. 
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In  der  beschriebenen  Weise  treten  z.  B.  die  Erscheinungen  beim 
Turmalin  und  brasilianischen  Topas  ein.  Die  nach  dem  Anblasen 
mit  der  Flamme  wahrnehmbare  Elektricität  entspricht  also  der  Ab- 
kühlung, die  durch  die  Erwärmung  erzeugte  wurde  bereits  durch 
die  Flamme  selbst  hinweggenommen  oder  neutralisirt. 

Ganz  andei*s  gestalten  sich  nun  die  Vorgänge  beim  Bergkrystalle, 
wenn  seine  Oberfläche  mit  einer  Alkoholflamme  überstrichen  wird. 
Die  von  der  Alkoholflamme  ausgehende  Strahlung  erregt  in  dem 
Krystalle  eine  aktinoelektrische  Spannung;  dieselbe  wird  aber  durch 
die  mittelst  der  Flamme  auf  die  Oberfläche  übertragene  entgegengesetzte 
Elektricität  neutralisirt.  Würde  die  Strahlung  unverändert  fortbe- 
stehen, so  würde  also  der  Krystall  unelektrisch  erscheinen.  Mit  dem 
Zurückziehen  der  Flamme  hört  aber  die  Strahlung  auf  und  zugleich 
verliert  die  Oberfläche  ihre  Ableitung.  Sofort  verschwindet  nun  die 
im  Krystall  entstandene  aktinoelektrische  Spannung,  während  die  ihr 
entgegengesetzte  auf  der  isolirenden  Oberfläche  haftende  nicht  ent- 
weichen kann,  und  nach  aussen  hin  wirksam  wird.  Die  Oberfläche 
des  Krystalles  muss  also  nach  dem  Bestreichen  mit  der  Alkohol- 
flamme eine  elektrische  Spannung  zeigen,  welche  mit  der  beim  Er- 
wärmen auftretenden  übereinstimmt;  denn  die  aktinoelektrische  Span- 
nung hat  dasselbe  Vorzeichen,  wie  die  beim  Erkalten  erscheinende, 
die  durch  sie  auf  der  Oberfläche  gebunden  gewesene  und  jetzt  frei 
gewordene  daher  dasselbe,  wie  die  beim  Erwärmen  entstehende, 
und  diese  letztere  ist  es  eben,  welche  auf  den  genäherten  Platin- 
draht vertheilend  wirkt.  Auch  erreicht  der  im  Elektrometer  ent- 
stehende Ausschlag  sehr  schnell  sein  Maximum,  weil  die  Aktino- 
elektricität  rasch  verschwindet,  während  beim  Turmalin  der  nach 
dem  Bestreichen  mit  der  Alkoholflamme  sich  zeigende  Ausschlag 
nur   mit  sehr  massiger  Geschwindigkeit   auf  sein  Maximum  ansteigt. 

Auf  warmen  Bergkrystallen  tritt  derselbe  Vorgang  beim  Über- 
streichen mit  der  Alkoholflamme  auf,  wie  bei  Krystallen  von  gewöhn- 
licher Temperatur. 

Auf  Krystallen,  welche  durch  Strahlung  stark  aktinoelektrisch 
erregt  werden,  lässt  sich  durch  Überstreichen  mit  der  Alkoholflamme 
leicht  eine  so  starke  elektrische  Spannung  erzeugen,  dass  das  Gold- 
blättchen des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Felde  des  Mikroskopes 
getrieben  wird. 
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Besitzt  ein  Bergkrystall  die  Temperatur  des  Zimmers,  so  ist  es 
leicht,  denselben  durch  Anhauchen,  also  durch  Erzeugung  eines  lei- 
tenden Beschlages,  unelektrisch  zu  machen.  Dagegen  giebt  es  kein 
sicheres  Mittel,  die  Oberfläche  eines  heissen  Bergkrystalles  in  un- 
elektrischen Zustand  zu  versetzen.  Bisweilen  gelingt  es  wohl,  durch 
ein  ausserordentlich  kurzes  Anblasen  der  Oberfläche  mit  der  Alkohol- 
flamme den  grössten  Theil  der  vorhandenen  Elektricität  zu  beseitigen, 
gewöhnlich  aber  häuft  man  auf  den  überstrichenen  Kanten  eine  in 
ihrem  Vorzeichen  mit  der  beim  Erwärmen  entstehenden  überein- 
stimmende Elektricität  an.  Dass  diese  Elektricität  nicht  durch  die 
geringe  Erwärmung  der  Masse  des  Bergkrystalles  hervorgerufen  wird, 
ergiebt  sich  mit  voller  Bestimmtheit  aus  dem  Umstände,  däss  solche 
schwachen  Temperaturerhöhungen  unfähig  sind,  so  starke  elektrische 
Wirkungen  hervorzurufen;  ferner  müsste  ja,  wenn  die  Erwärmung 
der  Grund  wäre,  wie  beim  Turmalin,  infolge  der  nach  dem  Zurück- 
ziehen der  Flamme  eintretenden  Abkühlung  eine  dieser  entsprechende 
elektrische  Spannung  sich  zeigen. 


D.  Umkehrung  der  im  Vorhergehenden  besohriebenen  aktinoelektrisohen 

Ersoheinungen. 

Die  durch  Wärmeänderungen  hervorgerufenen  Erscheinungen 
haben  meistens  die  Eigenschaft,  dass  bei  entgegengesetzt  gerichteter 
Wärmebewegung  auch  ein  in  bestimmter  Weise  entgegengesetzter 
Erfolg  resultirt.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  eine  warme  Kugel 
der  Kante  eines  auf  gewöhnlicher  Temperatur  befindlichen  Berg- 
krystalles genähert,  und  wollen  nun  die  Frage  stellen,  welcher 
Vorgang  eintritt,  wenn  eine  kalte  Kugel  an  die  Kante  eines  heissen 
Bergkrystalles  gebracht  wird. 

Wenn  die  warme  Kugel  der  Kante  eines  kälteren  Bergkrystalles 
genähert  wird,  so  entsteht,  wie  wir  sahen,  diejenige  Elektricität  auf 
dieser  Kante,  welche  dieselbe  bei  sinkender  Temperatur  annimmt. 
Ist  dieser  Vorgang  umkehrbar,  so  steht  zu  erwarten,  dass  durch 
Annäherung  einer  kalten  Kugel  an  die  Kante  eines  erhitzten  Berg- 
krystalles eine  Polarität  auf  derselben  erzeugt  wird,  wie  sie  daselbst 
bei  der  Erwärmung  auftritt. 
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Im  Folgenden  werde  ich  nachweisen,  dass  der  zuletzt  ange- 
deutete Vorgang  in  der  That  erzeugt  wird.  Leider  ist  es  aber  nicht 
möglich,  denselben  so  rein  darzustellen,  wie  die  Elektricitätserregung 
im  kalten  Krystalle  durch  den  Eintritt  einer  Wärmestrahlung.  Bei 
dem  umgekehrten  Versuche  wirkt  fortwährend  die  durch  Änderung 
der  Temperatur  in  der  Masse  des  Krystalles  entstehende  Thermo- 
elektricität  in  hohem  Grade  störend  ein,  und  dies  um  so  mehr,  als 
sich  nicht  der  Bergkrystall,  wie  andere  thermoelektrische  Krystalle, 
durch  Überstreichen  mit  der  Alkoholflamme  für  einige  Augenblicke 
unelektrisch  machen  lässt. 

Ich  will  zunächst  die  Vorgänge,  wie  sie  sich  der  BeobachtuDg 
darbieten,  an  zwei  speciellen  Fällen  erläutern. 

Der  Kiystall  Nr.  8  wurde  so  in  das  in  einem  passenden  kupfemeD 
Kästchen  befindliche  Kupferfeilicht  eingehüllt,  dass  die  Kante  (3,  6) 
nebst  den  anliegenden  Flächenstücken  aus  demselben  hervorragte, 
und  eine  halbe  Stunde  in  den  1 50®  C.  heissen  Ofen  gestellt.  Sofort 
nach  dem  Herausnehmen  aus  dem  Ofen  wurde  das  Kästchen  auf 
den  Ofen  B  neben  das  Elektrometer  gestellt,  und  eine  an  dem  Platin- 
drahte V  des  Hebels  LL'  befestigte  messingene  Kugel  von  21  "■ 
Durchmesser,  welche  die  Temperatur  des  Zimmers  besass,  der  Mitte 
der  Kante  genähert  und  dann  durch  Drehung  der  Schraube  N'  Fig.  IV 
ohne  Reibung  auf  dieselbe  aufgelegt. 

Die  Kante  (5,  6)  wird  beim  Erhitzen  negativ;  unmittelbar  nach 
dem  Herausnehmen  aus  dem  Ofen  zeigte  das  Elektrometer  beim 
Annähern  der  Kugel  bis  zu  0,S™™  Abstand  einen  Ausschlag  von 
— 100  Skth.;  dieser  Ausschlag  stieg  beträchtlich,  als  die  kalte  Kugel 
auf  die  Kante  gelegt  wurde. 

Durch  die  eintretende  Abkühlung  nahm  die  negative  Spannung 
ab.  Nach  vier  Minuten  erzeugte  die  Annäherung  der  Kugel  auf 
0,5"™  einen  Ausschlag  von  — 9  Skth.,  der  beim  Auflegen  auf  die 
Kante  bis  —  52  stieg.  Nach  Verlauf  von  noch  drei  Minuten  erzeugte 
dieselbe  Annäherung  schon  einen  positiven  Ausschlag  -j-  4,  der  beim 
Auflegen  in  — 41  überging;  bald  darauf  betrug  der  Ausschlag  beim 
Annähern  -j-8,  beim  Auflegen  — 26.  Wurde  die  Kugel  ohne  Rei- 
bung von  der  Kante  abgehoben  und  in  isolirtem  Zustande,  aber  mit 
dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  Verbindung  bleibend,  entfernt, 
so  ging  das  Goldblättchen  in  die  Ruhelage  zurück,  ein  Beweis,  dass 
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auf  die  Metallkugel  keine  Elektricität  übergegangen  war,  sondern  nur 
Vertheilungsvvirkungen  stattgefunden  hatten. 

Nach  weiterer  Abkühlung  entstand  bei  Annäherung  auf  0,5"" 
ein  Ausschlag  von  +31  Skth.,  der  durch  Auflegen  der  Kugel  sich 
auf  -f"2  verminderte.  Als  die  Kugel  mit  der  Kante  in  Berührung 
blieb,  wuchs  der  Ausschlag  wieder  im  positiven  Sinne,  eine  Folge 
der  Abkühlung  der  Masse  des  Krystalles  durch  die  kalte  Kugel. 
Bald  darauf  gab  dieselbe  Annäherung  einen  Ausschlag  von  -{-  43, 
der  beim  Auflegen  der  Kugel  auf  -j-  26  zurück  ging,  aber  beim  ruhigen 
Liegen  der  Kugel  auf  der  Kante  bald  über  +  50  Skth.  stieg. 

Es  mögen  noch  die  Beobachtungen  auf  einer  beim  Erwärmen 
positiven  Kante  folgen. 

Der  Krystall  Nr.  13  wurde  so  in  Kupfeifeilicht  eingesetzt,  dass 
nur  die  Kante  (4,  5)  nebst  den  anliegenden  Flächenstücken  frei  blieb; 
er  wurde  eine  Stunde  auf  1 25®  C.  erhitzt.  Nach  dem  Herausnehmen 
ergab  sich  bei  Annäherung  der  Kugel  ein  starker  positiver  Ausschlag, 
der  beim  Auflegen  der  kalten  Kugel  sich  noch  vergrösserte.  Sieben 
Minuten  später  erzeugte  die  Annäherung  einen  Ausschlag  +20,  der 
beim  Auflegen  bis  zu  +35  stieg.  Nach  Verlauf  von  noch  einer 
Minute  brachte  die  Annäherung  bis  auf  3  oder  4"™  Abstand  einen 
Ausschlag  —  4  hervor,  der  bei  weiterer  Annäherung  bis  auf  0,5"™ 
in  +7  überging,  und  beim  Auflegen  der  Kugel  bis  +20  stieg. 

Drei  Minuten  später  wurde  der  Krystall  mit  einer  Alkoholflamme 
überblasen,  was,  wie  im  Vorhergehenden  (S.  528)  nachgewiesen,  den 
Krystall  wieder  stark  positiv  machte.  Nach  einiger  Zeit  betrug  der 
Ausschlag  beim  Annähern  +  20  und  stieg  beim  Auflegen  der  Kugel 
auf  +  45.  Nach  einigen  Minuten  wurde  beim  Annähern  bis  3"" 
ein  Ausschlag  —  3  beobachtet,  der  bei  weiterer  Annäherung  bis 
0,5""  in  +6  überging,  und  beim  Auflegen  der  Kugel  bis  +  19  stieg. 

Aus  den  vorstehenden  Versuchen  ergiebt  sich,  dass  die  An- 
näherung der  kalten  Kugel  an  die  Kante  eines  heissen  Bergkrystalles 
und  noch  mehr  das  Auflegen  der  kalten  Kugel  auf  die  Kante  eine 
Elektricität  hervorruft,  welche  in  ihrem  Vorzeichen  nicht  mit  der 
durch  Abkühlung,  sondern  vielmehr  mit  der  durch  Steigerung  der 
Temperatur  auf  derselben  Kante  erzeugten  thermoelektrischen  Spannung 
übereinstimmt.  Die  Wirkung  der  infolge  der  Berührung  der  heissen 
Kante  mit  der  kalten  Kugel   eintretenden  Abkühlung  der  Masse   des 
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Bergkrystalles  beginnt  erst  mehrere  Secunden  später  sich  bemerkbar 
zu  machen.  Die  beim  Annähern  und  beim  Auflegen  der  kalten  Kugel 
auftretende  elektrische  Erregung  kann  also  nicht  thermoelektrisclien 
Ursprunges  sein,  sondern  hat  ihren  Grund  in  den  zwischen  dem 
heissen  Krystalle  und  der  kalten  Kugel  eintretenden  Wärmestrahlungen. 

Ich   wende    mich   nun  schliesslich  zur  Erklärung  der  zuvor  be- 
schriebenen Erscheinungen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jede  Wärmestrahlung  aktinoelektrische 
Spannungen  in  den  Bergkrystallen  hervorruft,  welche  Richtung  die- 
selbe auch  haben  möge.  So  entstanden  solche  (S.  511)  auch  beim 
Erhitzen  der  Krystalle  in  Kupferfeilicht,  und  konnten  beim  Beginnen 
des  Erhitzens  an  der  freiliegenden  Kante  nachgewiesen  werden;  bei 
weiterem  Fortschreiten  der  Temperatursteigerung  in  der  Masse  des 
Krystalles  wurden  sie  jedoch  durch  die  stärker  hervortretende  ent- 
gegengesetzte thermoelektrische  Erregung  verdeckt.  Ebenso  entstehen 
sie,  wenn  als  Wärmequelle  ein  erhitzter  Bergkrystall  genommen  wird. 
Es  dauern  ferner  bei  constanter  Strahlung  die  aktinoelektrischen 
Spannungen  in  gleicher  Stärke  fort;  der  Wärme  ausstrahlende  Körper 
kommt  dabei  nur  insofern  in  Betracht,  als  er  eben  Wärme  ausstrahlt. 
Es  werden  daher  bei  einem  Bergkrystalle  alle  erhitzten  Moleküle 
durch  ihre  allseitige  Strahlung  in  demselben  aktinoelektrische  Span- 
nungen hervorrufen;  dieselben  können  aber  nicht  in  ihrer  Polarität, 
auftreten,  weil  sie  durch  die  stärkeren  entgegengesetzten  thermo- 
elektrischen  verdeckt  werden.  Je  höher  die  Temperatur  eines  Berg- 
krystalles ist,  desto  stärker  müssen  auch  die  aktinoelektrischen 
Schwingungen  oder  Spannungen  werden. 

In  einem  Bergkrystalle,  der  erhitzt  wird  und  eben  z.  B.  die 
Temperatur -1 30^  erreicht  hat,  finden  sich  also  gleichzeitig  zwei  ent- 
gegengesetzte elektrische  Erregungen,  eine  thermoelektrische  und  eine 
aktinoelektrische;  in  der  Wirkung  nach  aussen  überwiegen  jedoch 
die  ersteren.  Trägt  eine  Kante  die  Rhomben-  oder  Trapezoederflächen, 
so  erscheint  sie  also  jetzt  negativ  elektrisch;  diese  Polarität  giebt 
sich  auch  kund,  wenn  ihr  die  kalte  Kugel  langsam  genähert  wird. 
Durch  weitere  Annäherung  und  besonders  durch  Auflegen  der  Kugel 
auf  die  Kante  steigt  der  negative  Ausschlag  des  Goldblättchens, 
erstens  infolge  der  Annäherung,  dann  aber  auch  zweitens,  weil  in- 
folge  der  Strahlung   aus  dem  Innern  des  Krystalles  gegen  die  kalte 
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Kugel  die  positive  Aklinoelektricität  geschwächt  wird,  während  die 
negative  Thermoelektricität  nicht  so  schnell  abnimmt,  d.  h.  durch 
die  infolge  einer  Abkühlung  entstehende  positive  Thermoelektricität 
nicht  so  stark  geschwächt  wird,  da  die  Abkühlung  in  den  materiellen 
Molekülen  langsamer  vor  sich  geht. 

Durch  die  Erhitzung  ist  ein  Quantum  negativer  Elektricität  auf 
der  Oberfläche  jener  Kante  und  ihrer  Umgebungen  angehäuft,  das 
wegen  der  isolirenden  Eigenschaft  des  Bergkrystalles  nicht  sofort  von 
selbst  verschwinden  kann;  dasselbe  wird  theils  durch  die  Berührung 
mit  den  Lufttheilchen,  theils  auch  durch  vielleicht  nicht  vollkommene 
Isolation  etwas  vermindert  werden,  aber  im  Beginne  der  Abkühlung 
und  in  den  nächstfolgenden  Minuten  immer  noch  so  beträchtlich 
sein,  dass  es  nach  aussen  hin  stärker  wirkt,  als  die  durch  die  all- 
mählige  Abkühlung  entstehende  positive  Elektricität  und  die  auf  dieser 
Kante  vorhandene  positive  Aktinoelektricität,  welche  letztere  sich 
allerdings  mit  dem  Sinken  der  Temperatur  auch  vermindert. 

Nehmen  wir  den  Zeilpunkt,  wo  beim  Erkalten  die  Kante  nach 
aussen  keine  elektrische  Wirkung  ausübt,  also  z.  B.  auf  dem  ge- 
näherten Platindrahte  Y  keine  elektrische  Vertheilung  ^erzeugt,  so 
heben  sich  die  thermoelektrischen  und  aktinoelektrischen  Spannungen 
in  ihrer  Wirkung  nach  aussen  auf.  Da  nun  die  aktinoelektrischen 
Spannungen  auf  der  gewählten  Kante  positiv  sind,  so  muss  die  von 
der  Erhitzung  herrührende  negative  Spannung  noch  gerade  um  den 
Betrag  der  aktinoelektrischen  grösser  sein,  als  die  bis  jetzt  durch 
die  Erkaltung  erzeugte  positive.  Wird  nun  die  kalte  Kugel  genähert 
und  aufgelegt,  so  nimmt  die  Aktinoelektricität  sehr  schnell  ab,  wäh- 
rend die  Thermoelektricität  sich  in  den  ersten  Secunden  fast  nicht 
ändert;  es  entsteht  also  ein  negativer  Ausschlag,  weil  jetzt  die  nega- 
tive noch  von  der  Erwärmung  herrührende  überwiegt. 

Ist  die  Temperatur  dann  so  weit  gesunken,  dass  die  Resultirende 
sämmtlicher  elektrischer  Erregungen  nach  aussen  schwach  positiv 
wirkt,  so  ist  die  Summe  der  durch  die  Erkaltung  erzeugten  positiven 
Thermoelektricität  und  der  positiven  Aktinoelektricität  um  ein  Geringes 
stärker,  als  der  Rest  der  von  der  Erwärmung  herrührenden  negativen 
Thermoelektricität.  Die  kalte  Kugel  wird  also  bei  Annäherung  bis 
auf  3  oder  4""  einen  schwach  positiven  Ausschlag  geben,  der  aber 
bei    weiterer   Annäherung   und    namentlich    beim   Auflegen    auf    die 
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Kante  in  einen  negativen  übergeht.  Die  Schwächung  der  positiven 
aktinoelektrischen  Spannungen  lässt  dann  die  noch  vorhandenen  ne- 
gativen thermoelektrischen  wieder  Überwiegen. 

Wenn  nun  schHesslich  die  von  der  Erhitzung  herrührende  negative 
Elektricität  von  der  infolge  der  Abkühlung  entstandenen  positiven 
überwunden  ist,  so  wirken  nach  aussen  die  aktinoelektrischen  und 
die  thermoelektrischen  Spannungen  in  gleichem  Sinne ;  die  kalte  Kugel, 
bis  auf  4""  genähert,  theilt  dem  Goldblättchen  starke  positive  Span- 
nung mit.  Wird  die  kalte  Kugel  weiter  genähert,  oder  noch  besser 
aufgelegt,  so  wird  die  Aktinoelektricität  sofort  geschwächt,  die  Summe 
der  positiven  Elektricitäten  also  kleiner,  und  der  positive  Ausschlag 
des  Goldblättchens  vermindert  sich.  Lässt  man  die  Kugel  auf  der 
Kante  liegen,  so  sinkt  auch  die  Temperatur  der  Masse  des  Krystalles 
und  es  steigert  sich  dadurch  die  positive  Thermoelektricität,  so  dass 
also  der  positive  Ausschlag  des  Goldblättchens  wieder  zu  wachsen 
beginnt. 

Da  durch  die  Strahlung  des  heissen  Krystalles  gegen  die  kalte 
Kugel  stets  sofort  die  positiven  aktinoelektrischen  Spannungen  der 
in  Rede  stehenden  Kante  geschwächt  werden,  so  muss  der  Aus- 
schlag, welcher  bei  Annäherung  der  Kugel  auf  massigen  Absland 
entsteht,  durch  weitere  Annäherung  und  besonders  durch  Auflegen 
auf  die  Kante  in  der  Weise  sich  ändern,  dass  das  Goldblättchen  sich 
in  der  Richtung  der  negativen  Elektricität  bewegt. 

Hiernach  sieht  man  leicht,  dass  der  Vorgang  beim  Auflegen  der 
kalten  Kugel  auf  die  Kante  des  Krystalles  genau  derselbe  bleibt, 
wenn  auch  der  Kante  auf  irgend  eine  Weise  noch  Elektricität  von 
aussen  her  zugeführt  worden  ist. 

Gesetzt,  es  gelänge,  wenn  der  auf  130^  erhitzte  Krystall  ans 
dem  Ofen  genommen  ist,  die  Kante  durch  kurzes  Abblasen  mit  einer 
Alkoholflamme  uneleklrisch  zu  machen,  so  dass  sie  also  nach  aussen 
nicht  wirkt.  Soll,  wie  angenommen,  die  Kante  nach  aussen  unelek- 
trisch erscheinen,  so  muss  die  Flamme  der  Oberfläche  so  viel  positive 
zuführen  oder  von  der  auf  ihr  durch  die  thermoelektrische  Erregung 
entstandenen  negativen  so  viel  übrig  lassen,  dass  die  Wirkung  der 
positiven  Aktinoelektricität  und  der  auf  der  Oberfläche  vorhandenen 
negativen  sich  im  äusseren  Räume  aufheben.  Wird  nun  die  kalte  Kugel 
der  Kante  genähert  oder  aufgelegt,  so  nimmt  sofort  die  positive  Aktino- 
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elektricilät  ab,  die  in  ihrer  Stärke  fast  unverändert  gebliebene  negative 
Elektricität  überwiegt  also  in  der  Wirkung  nach  aussen  und  das 
Elektrometer  zeigt  negative  Spannung  an,  d.  h.  dieselbe  Polarität, 
wie  sie  beim  Erhitzen  der  Kante  auftritt. 

Wird  die  kalte  Kugel  der  Kante  eines  erhitzten  Bergkry Stalles 
genähert,  auf  welcher  keine  Rhomben-  und  Trapezoederflächen  er- 
scheinen können,  so  treten  genau  dieselben  Vorgänge,  nur  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  auf. 

Die  Einwirkungen  der  kalten  Kugel  auf  den  erhitzten  Kry stall 
sind  um  so  stärker,  je  höher  die  Temperatur  der  Kante  und  je  nie- 
driger die  Temperatur  der  Kugel  ist. 


IV.  Piezeelektricitat 

A.  Verfahren  bei  den  Beobaohtmigen. 

Bei  den  oben  S.  462  erwähnten  Versuchen,  polare  ElektricitUt 
in  hemimorphen  Krystallen  durch  Druck  zu  erzeugen,  brachten  die 
Herren  J,  und  P.  Curie  die  Krystalle,  an  welche  senkrecht  gegen 
die  hemimorph  gebildete  Axe  ebene  Flächen  angeschliffen  waren, 
zwischen  die  Backen  eines  Schraubstockes,  welche  inwendig  behufs 
der  Isolirung  mit  parallelepipedischen  Stücken  von  Hartgummi  be- 
kleidet waren.  Die  inneren  Seiten  dieser  Parallelepipeda  waren  mit 
Stanniol  belegt  und  an  diese  Stanniolflächen  wurden  dann  die  senk- 
recht gegen  die  hemimorph  gestaltete  Axe  angeschliffenen  Flächen 
angelegt.  Die  eine  Stanniolbelegung  stand  mit  dem  Elektrometer, 
die  andere  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung. 

Es  lag  mir  daran,  die  Krystalle  auch  in  ihrer  natürlichen  Be- 
grenzung, also  ohne  Anschleifen  von  Flächen,  zu  untersuchen  und 
es  gelang  dies  in  vollständigster  Weise.  Es  genügte  z.  B.  einen 
einfachen  Bergkrystall  mit  zwei  gegenüberstehenden  Prismenkanten 
zwischen  die  zuvor  beschriebenen  Backen  des  Schraubstockes  zu 
bringen,  um  durch  Druck  und  Nachlassen  des  Druckes  sehr  starke 
elektrische  Spannungen  zu  erzeugen. 

Bei  diesem  Verfahren  Hess  sich  jedoch  die  Stärke  des  Druckes 
nicht  wohl  abmessen;  ferner  trat  bei  manchen  Krystallen  eine  eigen- 
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thilmliche  Nachwirkung  ein,  welche  durch  die  mangelhafte  Elasticität 
des  Hartgummis  veranlasst  sein  konnte. 

Ich  wählte  daher  ein  anderes  Verfahren,  bei  welchem  der  Druck 
in  völlig  constanter  Weise  unterhalten  und  seiner  Grösse  nach  genau 
gemessen  werden  konnte. 

An  einen  einarmigen,  äi''"  langen,  aus  einem  auf  die  hohe  Kante 
gestellten  Eisenstreifen  gebildeten  Hebel,  dessen  Axe  von  zwei 
auf  einem  starken  Zinkbleche  befestigten  Eisenstäben  gehallen  wurde, 
war  lä"""  von  dem  Drehpunkte  entfernt  auf  seiner  unteren  Seite  ein 
würfelförmiges  Stück  Hartgummi  angeschraubt  und  dessen  untere 
Fläche  mit  einer  2""  dicken  Zinnplatte  belegt.  Ein  gleiches  Stnck 
Hartgummi,  aber  auf  seiner  oberen  Fläche  mit  einer  Zinnplatte  belegt, 
konnte  in  verschiedenen  Höhen  unterhalb  des  ersten  aufgestellt  werden. 
Diese  Höhe  wurde  der  Dicke  des  zu  prüfenden  Krystalles  angemessen 
stets  so  gewählt,  dass,  wenn  der  Krystall  sich  in  der  richtigen  Lage 
zwischen  den  beiden  mit  Zinn  belegten  Hartguromistücken  befand, 
der  Hebel  möglichst  horizontal  stand.  Das  zur  Erzeugung  des  Druckes 
bestimmte  Gewicht  befand  sich  am  Ende  des  Hebels.  Das  blosse 
Aufheben  und  Niederlassen  desselben,  wozu  nur  eine  geringe  Be- 
wegung der  Hand  erforderlich  war,  genügte  somit  zur  Aufhebung 
und  Wiederherstellung  des  Druckes. 

Dieser  kleine  Apparat  Hess  sich  sehr  bequem  gleich  neben  dem 
öfter  erwähnten  Hebelwerk  LU  (S.  477)  auf  einem  niedrigen  Stative 
befestigen;  die  eine  der  auf  den  Hartgummistücken  sitzenden  Zinn- 
platten wurde  sodann  mit  dem  dicken  Platindraht  V  jenes  Hebelwerkes 
verbunden,  die  andere  aber  zur  Erde  abgeleitet.  Durch  eine  geringe 
Abwärtsbewegung  des  Platindrahtes  V,  welcher  den  Draht  wir  be- 
rührte, mittelst  des  Hebels  LU  konnte  die  mit  dem  Goldblättchen 
des  Elektrometers  in  Verbindung  stehende  Zinnplatte  isolirt  und  durch 
eine  Aufwärtsbewegung  des  Hebels  (bis  zum  Anlegen  an  den  Drahl 
uw)  wieder  zur  Erde  abgeleitet  werden. 

Au  demselben  Hebel  sass  neben  dem  erwähnten  Hartgummistück 
ein  zweites  gleiches,  aus  dessen  unterer  Fläche  aber  ein  ungeföhr 
2™™  dicker  schmaler  Zinnstreifen  hervorragte.  Derselbe  war  in  einen 
Einschnitt  des  Hartgummistückes  eingeschoben.  Seine  untere  hervor- 
stehende Kante   war   zu   einer   stumpfen    Schneide   zugeschärft,  und 
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wurde  benutzt,  wenn  der  Druck  auf  eine  bestimmte  linienförmige 
Stelle  einer  Krystallflache  ausgeübt  werden  sollte. 

Der  Faden,  an  welchem  das  zur  Ausübuüg  des  Druckes  bestimmte 
Gewicht  hing,  ging  durch  einen  Schlitz  in  der  Zinkplatte;  die  Hand 
zum  Heben  und  Niederlassen  des  Gewichtes  befand  sich  also  unter- 
halb der  mit  der  Erde  leitend  verbundenen  Zinkplatte.  Ausserdem 
hing  zum  weiteren  Schutze  gegen  möglicherweise  durch  die  Be- 
wegung der  Hand  entstehende  Elektricitat  ein  breiter  Staniolstreifen 
von  der  Zinkplatte  herab  und  schützte  die  Leitung  zum  Elektrometer 
vollständig  gegen  jeden  störenden  Einfluss. 

Sollte  die  Elektricität  beim  Eintritt  und  beim  Aufhören  des 
Druckes  gemessen  werden,  so  wurde  das  Goldblättchen  kurz  vor 
dem  Niederlassen  und  Aufheben  des  Gewichtes  durch  Abwärtsbe- 
wegen des  Hebels  LU  isolirt.  Handeltees  sich  um  die  elektrischen 
Erregungen,  welche  eine  oder  mehrere  Secunden  nach  dem  Eintritte 
oder  dem  Aufhören  des  Druckes  auftreten,  so  blieb  beim  Nieder- 
lassen oder  resp.  Aufheben  des  Gewichtes  das  Goldblättchen  noch  zur 
Erde  abgeleitet  und  wurde  erst  eine  oder  mehrere  Secunden  später 
isolirt. 

Bei  der  Prüfung  der  prismatischen  Seitenflächen  erhielt  der 
Krystall  durch  das  blosse  Auflegen  einer  Seitenfläche  auf  eine  Zinn- 
platte infolge  der  nicht  völlig  ebenen  Beschafl*enheit  dieser  Fläche 
öfter  eine  unsichere  Lage;  eben  dies  trat  auch  bei  der  Untersuchung 
der  Kanten  ein,  wenn  dieselben  nicht  geradlinig  ausgebildet  waren, 
oder  wenn  der  Querschnitt  des  Krystalles  ein  Sechseck  von  sehr 
ungleichen  Seiten  darstellte.  Um  diesen  Übelstand  zu  beseitigen,  wurden 
die  betreffenden  Kry stalle  gerade  wie  bei  den  thermoelektrischen 
Versuchen  in  Kupferfeilicht  eingehüllt,  so  dass  nur  die  zu  prüfenden 
Flächen  oder  Kanten  frei  blieben.  Durch  mehrmaliges  Aufstauchen 
des  Kästchens,  welches  das  Kupferfeilicht  enthielt,  legten  sich  die 
Feilspähne  so  dicht  an  den  Krystall,  dass  bei  der  nicht  unbedeutenden 
Grösse  desselben  eine  feste  Lage  erzielt  wurde,  und  ein  Druck  von 
1  Kilogr.  keine  Verschiebung  bewirkte.  Dies  Verfahren  hatte  ausser- 
dem noch  den  Vortheil,  dass  ausser  der  Kante  oder  Fläche,  auf 
welche  der  Druck  ausgeübt  werden  sollte,  alle  übrigen  Theile  des 
Krystalles  zur  Erde  abgeleitet  waren.  Wurde  das  Kästchen  mit  dem 
Krystall  selbst  isolirt,   und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers 
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durch  den  Draht  W  verbunden,  so  Hess  sich  auch  die  der  Spannung 
der  gedrückten  Kante  entgegengesetzte  Elektricitöt  beobachten. 


B.  Gesetze  der  piezoelektrisohen  Vorgänge  auf  Bergkrystallen. 

a.    Einfache  Krystalle. 

Die  auf  den  Kanten  der  einfachen  Krystalle  Nr.  1  bis  13  durch 
einen  Druck  von  1  Kilogramm  erzeugten  elektrischen  Spannungen 
habe  ich  in  die  bei  jedem  Krystalle  mit  D  bezeichnete  Figur,  welche 
den  Querschnitt  durch  die  Mitte  desselben  darstellt,  eingetragen.  Beim 
Nachlassen  dieses  Druckes  tritt  ein  gleich  grosser  Ausschlag  des 
Goldblättchens  nach  der  entgegengesetzten  Seite  ein.  Da  die  Be- 
schreibung der  einzelnen  Krystalle  früher  gegeben  und  ihr  Netz  io 
den  mit  A  bezeichneten  Figuren  dargestellt  ist,  so  lässt  sich  leicht 
die  Beziehung  der  piezoelektrischen  Spannungen  zu  der  Krystallform 
erkennen. 

Für  alle  Kanten  sämmtlicher  einfachen  Bergkrystalle  gilt  aus- 
nahmelos das  Gesetz:  Auf  denjenigen  Kanten,  welche  Rhomben-  oder 
Trapezoederflächen  tragen,  oder  wo  sie  bei  vollzähliger  Ausbildung 
liegen  würden,  tritt  bei  Vermehrung  des  Druckes  negative,  bei  Ver- 
minderung desselben  positive  Spannung  auf;  die  anderen  drei  Kanten 
verhalten  sich  gerade  umgekehrt;  beim  Druck  erscheint  auf  ihnen 
positive,  beim  Nachlassen  desselben  negative  Polarität. 

Auch  auf  den  Kanten  (1 ,  2)  der  Krystalle  Nr.  1  und  3  (Fig.  \  D 
und  3  D),  sowie  auf  der  Kante  (5,  6)  des  Krystalles  Nr.  5  (Fig.  5D) 
und  in  der  Mitte  der  Kante  (2,  3)  des  Krystalles  Nr.  6  (Fig.  6  D) 
treten  die  dem  soeben  aufgestellten  Gesetze  entsprechenden  elektrischen 
Spannungen  auf.  Die  bezeichneten  Kanten  der  Krystalle  Nr.  1  und  6 
gaben  auch  bei  der  Bestrahlung  die  normalen  aktinoelektrischen  Pola- 
ritäten (S.  523),  während  sich  in  dem  bei  der  Erkaltung  auftretenden 
thermoelektrischen  Spannungen  Störungen  zeigten. 

Aus^  den  vorhergehenden  Angaben  folgt,  dass  sämmlliche  Kanten 
bei  Vermehrung  des  Druckes  dieselbe  Polarität  zeigen,  wie  sie  thermo- 
elektrisch  bei  steigender  Temperatur  beobachtet  wird,  und  ebenso 
andererseits  bei  Verminderung  des  Druckes  in  ihrer  elektrischen 
Spannung  mit  der  beim  Erkalten  entstehenden  übereinstimmen. 
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Schon  oben  S.  46SI  habe  ich  erwähnt,  dass  die  Herren  J.  und 
P.  Curie  zufolge  ihrer  Versuche  die  allgemeine  Regel  glaubten  auf- 
stellen zu  können,  dass  jede  Annäherung  der  Moleküle,  möge  sie 
durch  Druck  oder  Abkühlung  erzeugt  werden,  und  ebenso  anderer- 
seits jede  Entfernung  der  Moleküle,  möge  sie  eine  Folge  des  Nach- 
lassen eines  Druckes  oder  einer  Erwärmung  sein,  dieselbe  elektrische 
Polarität  hervorbringe.  Wie  man  sieht,  widersprechen  die  obigen 
Beobachtungen  an  den  Bergkry stallen  diesem  Gesetze.  J.  und  P.  Curie 
geben  für  die  piezoelektrischen  Spannungen  die  richtige  Polarität  für 
die  einzelnen  Kanten  an,  dagegen  sind  ihre  Ansichten  über  die 
thermoelektrischen  irrthüinlich ;  die  wirklich  auftretenden  thermoelek- 
trischen  Spannungen  sind  nämlich  auf  den  Kanten  den  von  ihnen 
angenommenen  gerade  entgegengesetzt*). 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  erwähnen,  dass  sich  ihre  Unter- 
suchungen erstreckt  haben  auf  die  Krystalle  der  Blende,  des  chlor- 
sauren Natrons,  des  Boracits,  des  Turmalins,  des  Bergkrystalles,  des 
Kieselzinkerzes,  des  Topases,  der  gewöhnlichen  Weinsäure,  des  Zuckers 
und  des  Seignettesalzes. 

In  dieser  Aufzählung  findet  sich  ein  Mineral,  der  Topas, 
welches,  wie  ich  gezeigt  habe,  nicht  hemimorph  ist"^*).  Ferner  sind 
die  thermoelektrischen  Vorgänge  bei  der  Blende,  dem  chlorsauren 
Natron  und  dem  Seignettesalze  noch  nicht  hinreichend  festgestellt. 
Es  bleiben  also  von  den  zuvorgenannten  Substanzen  nur  sechs  übrig, 
welche  in  ihrem  thermoelektrischen  Verhalten  vollständig  bekannt  sind. 

Es  existiren  nun  aber  noch  drei  ausgezeichnet  hemimorphe  Sub- 
stanzen :  das  neutrale  weinsaure  Kali,  der  Milchzucker  und  der  Struvit. 
Das  thermoelektrische  Verhalten  des  neutralen  weinsauren  Kalis  habe 


*)  Die  Herren  J.  und  P  Curie  sind  zu  ihrer  Annahme  durch  die  Angabe 
des  Herrn  Friedel  (s.  oben  S.  483  und  S.  521)  veranlasst  worden.  Ich  habe 
oben  S.  521  bereits  gezeigt,  dass  Herr  Friedel  bei  seinen  Versuchen  mittelst 
Auflegens  einer  heissen  Kugel  gar  nicht  die  infolge  der  Erwärmung  eintretende 
thermoelektrische  Spannung,  sondern  die  aktinoelektrische  beobachtet  hat.  Da 
nun  diese  letztere  mit  der  beim  Erkalten  entstehenden  übereinstimmt,  Herr 
Friedel  aber  glaubte  die  bei  der  Erwärmung  entstehende  Thermoelektricität 
beobachtet  zu  haben,  so  musste,  wie  schon  hervorgehoben,  seine  Angabe  gerade 
die  umgekehrte  Polarität  enthalten. 

**)   Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV,  S.  359  fif. 
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ich  bereits  1841^)  dargelegt;  meine  Beobachtungen  über  den 
Milchzucker  werde  ich  in  einer  späteren  Abhandlung  erläutern, 
während  die  elektrische  Vertheilung  am  Struvit  schon  1846  von 
Hausmann*^)  angegeben  worden  ist. 

In  einer  kurzen  IVliltheilung  in  den  Berichten  dieser  Gesell- 
schaft***) habe  ich  ausgesprochen,  dass  die  von  J.  und  P.  Curie 
aufgestellte  Regel  nicht  blos  beim  Bergkrystalle,  sondern  auch  bei 
zwei  der  zuletztgenannten  hemimorphen  Substanzen,  dem  neutralen 
weinsauren  Kali  und  dem  Struvit,  nicht  zutrifft. 

Nehmen  wir  beim  neutralen  weinsauren  Kali  die  hemimorphe 
Axe  als  Hauptaxe,  so  zeigt  dasjenige  Ende,  welches  durch  die  Flächen 
eines  horizontalen  Prismas  zugeschärft  wird,  beim  Erwärmen  negative 
und  beim  Erkalten  positive  Spannung,  während  die  entgegengesetzte 
an  dem  gegenüberliegenden  Ende,  welches  ausser  anderen  Flächen 
die  gegen  die  Hauptaxe  senkrechte  Endfläche  trägt,  erscheint.  Beim 
Druck  wird  nun  das  erstere  (beim  Erkalten  positive)  Ende  negativ 
und  das  zweite  (beim  Klrkalten  negative)  Ende  positiv.  Beim  Nach- 
lassen des  Druckes  treten  die  entgegengesetzten  Elektricitäten  auf. 

Der  Struvit  trägt  an  dem  einen  Ende  grosse  Flächen  eines 
horizontalen  Prismas,  an  dem  anderen  die  gerade  Endfläche.  Das 
erstere  Ende  wird  beim  Erkalten  positiv,  durch  Druck  aber  negativ, 
das  zweite  beim  Erkalten  negativ  und  beim  Druck  positiv.  Beim 
Erwärmen,  ebenso  wie  beim  Nachlassen  des  Druckes  sind  die  Polari- 
täten den  zuvor  angegebenen  entgegengesetzt. 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  fügen  ihrer  allgemeinen  Regel  den 
Zusatz  bei,  dass,  wenn  ihre  Auffassung  richtig  wäre,  ein  Krystall, 
welcher  nach  seiner  hemimorphen  Axe  einen  negativen  Ausdehnungs- 
coefficienten  besitzt,  durch  Druck  dieselbe  Polarität  zeigen  müsste, 
wie  durch  Erwärmung. 

Beim  neutralen  weinsauren  Kali  und  beim  Struvit  sind  die  Aus- 
dehnungscoefficienten  durch  die  Wärme  unbekannt;  für  den  Berg- 
krystall  folgt  aber  aus  Fizeau's  Bestimmungen  ein  positiver  Aus- 
dehnungscoefficient    nach    den   hemimorphen   Nebenaxen,   der  sogar 


*)   PoggendorflTs  Annalen,  Bd.  53,  S.  620. 

**)   Nachrichten  von  der  G.-A. -Universität  zu  Göttingen.    <846.  S.  <24. 
***)  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.   U80.  S.  t44. 
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grösser  ist  als  nach  der  Hauptaxe,  so  dass  also  die  Abweichung  von 
der  durch  J.  und  P.  Curie  aufgestellten  Regel  nicht  durch  diesen 
Umstand  erklärt  werden  kann. 

Überblicken  wir  die  in  den  Figuren  Nr.  1  bis  13  unter  D  bei 
den  einfachen  Bergkryslallen  eingetragenen  Zahlen,  so  zeigen  die 
meisten  derselben  sich  nahe  gleich.  Wo  einzelne  Kanten,  z.  B. 
Kante  (5,  6)  von  Nr.  5  einen  von  den  auf  den  übrigen  Kanten 
beobachteten  merklich  verschiedenen  Werth  geben,  liegt  wohl  der 
Grund  in  einer  sonst  nicht  erkennbaren  Einschaltung  eines  um  180* 
gedrehten  kleinen  Stückes ;  für  eben  diese  Kante  giebt  auch  die  Be- 
strahlung den  geringsten  Werth  und  bei  der  Abkühlung  erscheint 
daselbst  schwache  negative  Spannung  anstatt  der  positiven,  wie  sie 
der  Vertheilung  auf  den  übrigen  Kanten  entsprechen  würde. 

Während  also  die  einfachen  Bergkrystalle  durch  einen  gleichen 
Druck  nahe  dieselbe  elektrische  Spannung  zeigen,  treten  in  den 
thermoelektrischen  Spannungen  sehr  beträchtliche  Unterschiede  auf. 
Die  Krystalle  Nr.  4  und  12  erhalten  durch  gleichen  Druck  nahe  die- 
selben elektrischen  Spannungen;  bei  der  Abkühlung  sind  dieselben 
auf  dem  Krystall  Nr.  4  viel  grösser  als  bei  dem  Krystall  Nr.  12. 

Zur  Erklärung  dieses  Unterschiedes  zwischen  den  Intensitäten 
der  durch  Druck  und  Erkaltung  erzeugten  Elektricitäten  könnte  man 
vielleicht  die  Ansicht  aufstellen  wollen,  dass  derselbe  durch  eine 
Verschiedenheit  in  der  isolirenden  Eigenschaft  der  Oberfläche  der 
einzelnen  Krystalle  bedingt  sei.  Für  die  Grösse  der  piezoelektrischen 
Spannungen  würde  nämlich  eine  etwas  weniger  isolirende  Ober- 
flächenbeschaflfenheit  ohne  wesentlichen  Einfluss  sein,  weil  die  Elek- 
tricität  plötzlich  eintritt  und  unmittelbar  daraufgemessen  wird,  während 
bei  der  thermoelektrischen  Prüfung  die  Entwickelung  der  elektrischen 
Spannungen  erst  allmählig  in  längerer  Zeit  erfolgt.  Eine  Vergleichung 
der  untersuchten  Krystalle  bestätigt  die  Ansicht  aber  nicht.  So  hat 
der  Krystall  Nr.  1  nahe  denselben  Querschnitt  wie  der  Krystall  Nr.  6; 
während  nun  der  erstere  eine  vollkommen  glatte  Oberfläche  zeigt, 
erscheint  dieselbe  bei  Nr.  6  matter,  noch  viel  matter  ist  dieselbe 
beim  Krystall  Nr.  5,  und  dessenungeachtet  geben  die  Krystalle  Nr.  5 
und  Nr.  6  viel  stärkere  thermoelektrische  Spannungen  als  der  Krystall 
Nr.  1 .  Übrigens  ist  auch  eine  grosse  Verschiedenheit  in  der  isolirenden 
Beschaffenheit  der  Oberfläche   bei   den  thermoelektrischen  Versuchen 


Digitized  by 


Google 


542  W.  G.  Hanmel,  [86 

um  so  weniger  vvahi^cbeiDlich ,  als  während  ihrer  Ausführung  die 
Temperatur  des  Kryslaües  über  der  des  Zimmers  liegt,  also  ein  Nieder- 
schlag von  Wasserdampf  nicht  wohl  eintreten  kann. 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  haben  angegeben,  dass  die  elektrische 
Spannung  proportional  mit  dem  Drucke  wächst.  Es  möge  hier  eine 
Versuchsreihe  zur  Bestätigung  dieses  Gesetzes  folgen,  die  zugleich 
zeigen  soll,  welche  geringen  Drucke  überhaupt  erforderlich  sind, 
um  noch  merkbare  piezoelektrische  Spannungen  zu  erhalten.  Da  beim 
Nachlassen  des  Druckes  stets  gleich  grosse  Ausschläge  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  erfolgen,  so  beschränke  ich  mich  auf  die  Angabe 
der   beim  Eintritt  des  Druckes   entstehenden   elektrischen  Spannung. 

Auf  der  Kante  (5,  6)  des  Krystalles  Nr.  12  entstand  durch  den 
Druck  von  1000  gr.  ein  Ausschlag  von  4-  ^8  Skth.;  bei  500  gr.  be- 
trug er  +23,5;  bei  200  gr.  +9;  bei  100  gr.  H-4,5;  bei  50  gr. 
-f-2,2;  bei  20  gr.  -f  1  und  bei  10  gr.  +0,5  Skth.  Da  sich  die  bei 
diesen  Messungen  benutzte  Empfindlichkeit  meines  Elektrometers  noch 
mehr  als  verdoppeln  lässt,  so  würde  selbst  eine  Veränderung  des 
Druckes  auf  der  Kante  eines  Bergkrystalles  um  1  gr.  hinreichen, 
um  eine  merkbare  piezoelektrische  Spannung  zu  erzeugen. 

Bisher  waren  nur  die  elektrischen  Spannungen  in  Betracht  ge- 
zogen, welche  an  den  Endpunkten  derjenigen  Nebenaxen  auftreten, 
in  deren  Richtung  der  Druck  stattfand.  Es  entsteht  nun  aber  die 
Frage,  wie  sich  bei  dem  Drucke  in  der  Richtung  einer  bestimmten 
Nebenaxe  die  beiden  anderen  Nebenaxen  verhalten.  Durch  die 
Pressungen  in  der  Richtung  einer  Nebenaxe  wird  nach  dieser  Dimen- 
sion eine  Zusammendruckung,  dagegen  nach  der  Richtung  der  beiden 
anderen  Nebenaxen  eine  Ausdehnung  eintreten  und  einer  solchen 
entsprechen  in  der  That  die  Beobachtungen. 

Die  beiden  Zinnstücke,  an  welchen  die  obere  und  untere  Kante 
des  Bergkrystalles  anlagen,  wurden  mit  der  Erde  leitend  verbunden, 
so  dass  die  in  den  gedrückten  Kanten  selbst  entwickelte  Elektricität 
abgeleitet  ward,  und  an  die  Mitte  einer  der  seitlichen  Kanten  wurde 
eine  kleine  messingene  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in 
Verbindung  stehende  Kugel  bis  zur  Berührung  herangerückt.  Diese 
Ausschläge  sind  übrigens  ihrer  Grösse  nach  nicht  mit  denen  ver- 
gleichbar, welche  bei  gleichem  Drucke  durch  die  Vertheilungswirkung 
der  gedrückten  Kante  auf  die  ihnen  anliegenden  Zinnstücke  ausgeübt 
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werden.  Als  z.  B.  beim  Krystall  Nr«  13  die  ZusammeDdrUckung  in 
der  Richtung  von  der  Kante  (1,  2)  zur  Kante  (4,  5)  stattfand,  zeigte 
die  Mitte  der  Kante  (5,  6)  bei  einem  Drucke  von  2  Kilogr.  +  5  Skth. 
und  die  Mitte  der  Kante  (6,1)  — 16  Skth.,  wahrend  die  erstere 
Kante  (Fig.  13  D),  wenn  der  Druck  von  1  Kilogr.  auf  sie  direct  aus- 
geübt wird,  —  45,  die  zweite  aber  bei  gleichem  Verfahren  -}-  **  ergab. 
Ein  gleicher  Erfolg,  wie  zuvor,  stand  auch  zu  erwarten,  wenn 
der  Krystall  in  der  Richtung  einer  sogenannten  Zwischenaxe,  d.  h.  der 
Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  zweier  parallelen  Prismenflächen, 
gedrückt  und  die  um  90^  von  dieser  Richtung  abstehende  Kante  geprüft 
wird.  Der  Druck  auf  die  Fläche  kann  durch  ein  ebenes  Zinnstück 
oder  durch  eine  aus  Zinn  bestehende  Schneide  (siehe  S.  536)  erfolgen. 
Als  z.  B.  ein  Druck  von  1,6  Kilogr.  mittelst  einer  Schneide  auf  die 
Mittellinie  der  einzelnen  nach  oben  gewandten  Flächen  des  Krystalles 
Nr.  13  ausgeübt  wurde,  gaben  die  um  90^  abstehenden  Kanten  die 
folgenden  Ausschläge: 

Druck  auf  die  Kugel  an 

Fläche  Kante  "^^    ^^ 

1  (5,  6)  +11 

2  (6,  1)  —21 

3  (1,  2)  +21 

4  (2,  3)  —14 

5  (3,  4)  +19 

6  (4,  5)  —14 

Die  Polaritäten  sind  also  auch  hier  gerade  die  entgegengesetzten 
von  den  in  Fig.  1 3  D  eingetragenen.  Die  Intensitäten  gestatten  wegen 
der  verschiedenen  Verhältnisse  keine  Vergleichung. 

Als  bei  einem  Bergkrystalle,  an  welchem  zwei  gegen  die  Haupt- 
axe  senkrechte  Ebenen  angeschliffen  waren,  ein  Druck  parallel  mit 
der  Hauptaxe  ausgeübt  wurde,  traten  auf  den  Seitenkanten  auch 
schwache  elektrische  Spannungen  ein;  dieselben  liessen  sich  aber 
nicht  mit  Sicherheit  deuten,  weil  die  beiden  angeschliffenen  Flächen 
nicht  völlig  parallel  waren,  und  nicht  ermittelt  werden  konnte,  welche 
ihrer  Punkte  eigentlich  aufgelegen  hatten. 

Wird  ein  Krystall  mit  einer  Prismenfläche  auf  eine  Zinnplatte 
gelegt,  und  auf  die  obere  Fläche  an  verschiedenen  Stellen  mittelst 
der  S.  536  beschriebenen  und  durch  den  dünnen  Draht  W  mit  dem 
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Goldblättchen  des  Elektrometers  verbundenen  Zinnschneide  ein  Druck 
ausgeübt,  so  treten  daselbst  ebenfalls  elektrische  Spannungen  auf; 
sie  nehmen  von  den  Rändern  der  Fläche  nach  der  Mitte  hin  ab, 
jedoch  ohne  dass  der  Übergangspunkt  der  einen  Elektricität  in  die 
andere  genau  in  die  Mitte  fällt.  Als  Beispiel  mögen  die  Beobach- 
tungen auf  den  Flächen  3  und  6  des  Krystalles  Nr.  12  dienen;  die 
an  den  einzelnen  Punkten  gemessenen  Intensitäten  der  durch  einen 
mittelst  der  Schneide  ausgeübten  Druck  von  0,8  Kilogr.  sind  in 
Fig.  12  7)'  und  ü"  an  den  betrefiFenden  Stellen  eingetr^en  worden. 

b.    Zusammengesetzte  Krystalle. 

Wie  die  in  die  mit  D  bezeichneten  Querschnitte  Nr.  1  bis  1 3  ein- 
getragenen Polaritäten  lehren,  entsprechen  bei  den  einfachen  Berg- 
krystallen  die  piezoelektrischen  Spannungen  den  thermo-  und  aktino- 
elektrischen,  d.  h.  an  den  Kanten,  wo  bei  der  Abkühlung  oder  der 
Bestrahlung  positive  Polarität  auftritt,  erscheint  beim  Zusammenpressen 
negative,  und  ebenso  umgehrt  für  die  anderen  Kanten.  Es  ist  ferner 
beim  Druck  und  ebenso  beim  Nachlassen  des  Druckes  die  Polarität 
auf  der  ganzen  Kante  dieselbe. 

In  diesem  Verhalten  entstehen  nun  Abweichungen,  wenn  der 
Krystall  um  180®  gedrehte  Stücke  enthält,  in  der  Nähe  dieser  Ein- 
wachsungen. Es  zeigt  oft  eine  Kante  beim  Druck  nicht  in  ihrem 
ganzen  Verlaufe  dieselbe  Polarität,  sondern  wird  an  einem  Ende 
negativ,  am  anderen  positiv;  oder  es  findet  sich  auf  einer  z.  B.  im 
Allgemeinen   positiven  Kante    eine   kleine  Stelle,   welche   negativ  ist 

Ferner  tritt  in  der  Nähe  dieser  Einschiebungen  sehr  oft  eine 
eigenthUmliche  Erscheinung  auf  und  zwar  ebenso  beim  Zusammen- 
pressen, als  beim  Nachlassen  des  Druckes.  Beim  Eintritt  des  Druckes 
wird  z.  B.  eine  Kante  erst  positiv;  das  Goldblättchen  bleibt  aber 
nicht  in  dieser  Ablenkung  stehen,  sondern  kehrt  langsam  zurück  und 
geht  nach  der  negativen  Seite.  Beim  Nachlassen  des  Druckes  er- 
scheint an  derselben  Stelle  des  Krystalles  zuerst  negative  Spannung, 
die  aber  allmählig  abnimmt  und  in  eine  positive  übergeht.  Wird 
in  diesem  Falle  die  Ableitung  des  Goldblättchens  erst  zwei  Secunden 
nach  dem  Wegnehmen  des  Druckes  aufgehoben,  so  geht  das  Gold- 
blättchen  langsam   nach   der  positiven  Seite.     Eine   derartige  Nach- 
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Wirkung  findet  bei  einfachen  Krystallen  nicht  statt;  meistens  bleibt, 
wenn  bei  ihnen  erst  eine  Secunde  nach  Eintritt  oder  nach  Weg- 
nahme des  Druckes  die  Ableitung  zur  Erde  aufgehoben  wird,  das 
Goldblättchen  ruhig  stehen;  erfolgt  aber  noch  eine  sehr  geringe 
Bewegung,  so  geschieht  sie  in  demselben  Sinne,  wie  sie  der  Eintritt 
oder  die  Wegnahme  des  Druckes  erzeugte. 

In  welcher  Reihenfolge  die  beiden  Elektricitäten  beim  Druck 
(und  ebenso  beim  Nachlassen  desselben)  bei  zusammengesetzten 
Krystallen  in  der  Nähe  der  Einwachsungen  auftreten,  lässt  sich,  da 
die  genauen  Grenzen  der  Verwachsungen  im  Innern  der  Krystalle 
nicht  bekannt  sind,  zuvor  nicht  bestimmen.  Wenn  in  manchen  Fällen 
zuerst  die  Polarität  auftritt,  welche  der  Hauptmasse  des  Krystalles 
entspricht  und  in  die  dem  eingeschobenen  Stücke  entsprechende 
übergeht,  so  erscheint  in  anderen  Fällen  zuerst  die  dem  einge- 
schobenen Stücke  entsprechende  und  geht  dann  in  die  der  Haupt- 
masse über. 

Da  bei  diesen  Versuchen  die  Stelle,  auf  welche  der  Druck  aus- 
geübt wird,  genau  bekannt  sein  muss,  so  darf  man  keine  Metall- 
fläche  zum  Drücken  benutzen,  sondern  muss  die  Metallschneide 
(siehe  S.  536)  verwenden  und  dieselbe  quer  zur  Kante  stellen,  so 
dass  die  letztere  nur  in  einem  genau  bestimmbaren  Punkte  den  Druck 
empfängt. 

Die  Versuche  an  den  folgenden  zusammengesetzten  Krystallen 
sind  sämmtlich  mittelst  einer  solchen  Schneide  ausgeführt  worden, 
und  es  betrug  der  Druck,  welchen  dieselbe  auf  die  von  ihr  be- 
rührte Stelle  des  Krystalles  ausübte,  0,8  Kilogr. 

Krystall  Nr.  14.  Die  Zusammensetzung  des  Krystalles  ist 
S.  491  erläutert.  Fig.  14  D  stellt  einen  Querschnitt  i^  vom  oberen 
und  Fig.  14  D'  einen  Querschnitt  ^  vom  unteren  Ende  dar.  Die 
untere  Hälfte  enthält  kein  um  1 80<>  gedrehtes  Stück,  die  Pole  wech- 
seln also  auf  den  Kanten  regelmässig  als  positiv  und  negativ  ab. 
Anders  ist  dies  im  oberen  Querschnitte.  Auf  der  Kante  (1,  2)  er- 
scheint beim  Druck  positive  Spannung,  und  auf  der  Kante  (2,  3) 
negative.  Wird  auf  der  Kante  (1,  2)  eine  Stelle  der  oberen  Hälfte 
gedrückt,  welche  nahe  an  der  Grenze  (/?  Fig.  1 4)  liegt,  so  erscheint 
beim  Druck  zuerst  eine  schwache  negative,  welche  dann  in  eine 
stärkere  positive  übergeht.     Wird  die  Mitte  der  oberen  Hälfte  (also 
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\  vom  oberen  Ende)  der  Kante  (2,  3)  gedrückt,  so  steht  das  Gold- 
blättchen erst  sehr  kurze  Zeit  still,  als  wollte  es  einen  positiven 
Ausschlag  anzeigen,  und  geht  dann  nach  der  negativen  Seit«;  beim 
Nachlassen  des  Druckes  tritt  erst  ein  geringer  negativer  Ausschlag 
ein,  der  bald  in  einen  positiven  übergeht. 

Kry  stall  Nr.  15.  Über  die  Zusammensetzung  siehe  S.  493. 
Fig.  1 4  D  giebt  die  in  einem  ^  vom  oberen  und  Fig.  1 5  D'  i^  vom 
unteren  Ende  abstehenden  Querschnitte  beobachteten  Polaritäten. 
Während  die  positiven  und  negativen  Pole  im  oberen  Theile  noch 
regelmässig  abwechseln,  erscheint  auf  dem  unteren  Theile  der  Kante 
(4,  5)  entsprechend   dem   eingeschobenen  Stücke  negative  Spannung. 

Kry  stall  Nr.  16.  Die  Zusammensetzung  siehe  S.  494.  Das 
eingeschobene  Stück  liegt  auf  den  Kanten  (4,  5)  und  (5,  6).  Die 
Kante  (4,  5)  wird  in  der  Mitte  beim  Druck  erst  — 2,  dann  +^8;  die 
Kante  (5,  6)  erst  -|-  2,  dann  —  1 5.  Die  zuerst  auftretende  Modiß- 
cation  der  Elektricität  entspricht  dem  eingeschobenen  Stücke;  sie 
geht  dann  in  die  der  Hauptmasse  über.  Beim  Nachlassen  des  Druckes 
erscheint  auf  der  Kante  (4,  5)  erst  +9  d^^^  — ^  auf  der  Kante 
(5,  6)  erst  — ,  dann  +. 

Krystall  Nr.  17.  Die  Zusammensetzung  siehe  S.  494.  Die 
piezoelektrischen  Spannungen  in  der  Mitte  der  Prismenkanten  (Fig.  1  TD) 
entsprechen  den  thermoelektrischen,  d.  h.  sind  überall  den  beim 
Erkalten  entstehenden  entgegengesetzt;  doch  treten  Schwankungen 
ein.  So  bleibt  die  Spannung  auf  der  Kante  (3,  4)  nicht  auf  ihrem 
Maximum,  sondern  nimmt  sehr  bald  ab. 

Krystall  Nr.  18.  Die  Zusammensetzung  siehe  S.  495.  Die 
piezoelektrischen  Spannungen  in  der  Mitte  der  Prismenkanten  ent- 
sprechen den  thermo-  und  aktinoelektrischen  Spannungen.  Eine 
Abweichung  von  dem  Wechsel  der  positiven  und  negativen  Pole 
findet  sich  nur  an  der  Kante  (4,  5),  wo  eben  ein  um  180^  gedrehtes 
Stück  eingeschoben  ist. 

Krystall  Nr.  19.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  siehe 
S.  495.  In  Fig.  19  D  sind  auf  dem  Querschnitte  die  in  der  Mitte 
der  Kanten  mittelst  der  Zinnplatte  und  in  Fig.  19  D'  die  auf  vier 
Kanten  mittelst  der  Zinnschneide  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
dargestellt.  Die  Kante  (6,  1 )  zeigt  in  der  Mitte  nur  geringe  elektrische 
Spannung;    es  geht  das  Goldblättchen  erst  auf  — 3,5  und  dann  auf 
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-f-  3.  Ein  wenig  nach  oben  und  ebenso  nach  unten  tritt  aber  sofort 
eine  ziemhch  starke  positive  Spannung  ein.  Auf  der  Kante  (1,  2) 
zeigt  das  obere  Ende  positive  Spannung,  der  ganze  übrige  Theil 
derselben  aber  negative. 

Krystall  Nr.  20.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  siehe 
S.  496.  In  der  thermoelektrischen  Untersuchung  zeigten  die  Kanten 
(6,  1),  (1,2),  (2,3)  und  (3,4)  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  dieselbe 
Polarität;  dies  gilt  auch  von  den  piezoelektrischen  Spannungen.  Die 
auf  den  Kanten  (3,  4),  (4,  5)  und  (5,  6)  auftretenden  piezoelektrischen 
Spannungen  habe  ich  speciell  in  die  drei  unter  Fig.  20  D'  gezeich- 
neten Linien  eingetragen.  Auf  der  Kante  (3, 4)  erscheint  meistens  überall 
noch  positive  Spannung,  die  aber  in  der  Mitte  schwacher  wird  und 
auch  wohl  in  eine  negative  übergeht.  Auf  der  Kante  (4,  5)  tritt 
in  der  unteren  Hälfte  und  auf  der  Kante  (5,  6)  oben  negative 
Spannung  hervor. 


(Die  Zeichen  4=1=  und  =  auf  den  Tafeln  bedeuten  so  starke  positive^  resp. 
negative  Ausschläge,  dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  aus  dem  Gesichtsfelde 
des  Mikroskopes  hinausgetrieben  wurde.) 


Berichtigangen. 

S.  493  Z.  %\   y.  0.  ist  nach  »Kanten«  einzuschalten  »und  Flächena. 
S.  506  Z.     7  V.  0.  ist  »elektrische«  zu  streichen. 
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In  der  nachfolgenden  Abhandlung  habe  ich  die  Beobachtungen 
über  das  thermoelektrische  Verhalten  einer  Anzahl  von  Krystallen, 
welche  den  verschiedensten  Systemen  angehören,  zusani^iengestellt, 
und  bemerke  zuvor  im  Allgemeinen,  dass  die  Angaben  über  die  auf- 
tretenden elektrischen  Spannungen,  wenn  kein  weiterer  Zusatz  bei- 
gefügt ist,  sich  stets  auf  den  Zustand  des  Erkaltens  beziehen.  Das 
Verfahren  bei  diesen  Versuchen  war  das  früher  von  mir  angewandte. 

Auf  den  beigegebenen  drei  Tafeln  sind  die  Netze  oder  Ansichten 
der  zur  Bestimmung  der  Thermoelektricität  verwandten  Krystalle,  so 
gut  und  so  weit  es  bei  der  oft  sehr  grossem  Unregelmässigkeit  in 
der  Ausbildung  der  Gestalten  möglich  war,  entweder  in  natürlicher, 
oder  in  doppelter  oder  in  halber  Grösse^)  gezeichnet, '  und  in  die- 
selben die  bei  der  Abkühlung  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
eingetragen  worden.  Der  leichleren  Übersicht  wegen  habe  ich  die 
positiven  Stellen  durch  eine  röthliche  und  die  negativen  durch  eine 
grünliche  Farbe  von  einander  unterschieden. 

Hel?in. 

Die  Krystalle  des  Helvins  sind  meistens  eine  Combination  zweier 
Tetraeder  in  verschieden  grosser  Ausbildung,  und  stellen  eine  hemi- 
morphe  Gestalt  dar.  An  dem  einzigen  mir  zur  Verfügung  stehenden 
Krystalle  von  Schwarzenberg  (Sachsen),  für  dessen  Benutzung  ich 
Herrn  Bergrath  Weissbach  zu  Danke  verpflichtet  bin,  sind  die  grossen 
Tetraederflachen  glänzender  als  die  kleinen,  welche  vielmehr  matt 
erscheinen.    Die  Farbe  des  untersuchten  Krystalles  ist'röthlichbraun. 


*)  Das  Zeichen  hJK  neben  der  Abbildung  bedeutet  die  Darstellung  in  natür- 
licher Grösse,  das  Zeichen  2/1  in  doppelt  linearer  Vergrüsserung  und  das  Zeichen 
\jt   in  halber  linearer  Grösse. 
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In  Nr.  I  Taf.  I.  ist  das  Netz  desselben  in  doppelt  linearer  Yer- 
grössorung  abgebildet.  Ich  habe  dabei  den  Kryslall  so  gestellt,  dass 
die  vier  grossen  mit  den  Zahlen  1  bis  4  bezeichneten  Tetraeder- 
llüchen  eine  auf  der  Flüche  4  als  Grundfläche  siehende  dreiseilige 
Pyramide  bilden,  deren  Ecken  durch  die  kleinen  Tetraederflächen 
abgestumpft  werden. 

Übrigens  ist  der  Krystall  nur  auf  einem  Theile  seiner  Oberfläche 
vollkommen  ausgebildet.  Unten  auf  der  Flüche  i  und  dem  anliegen- 
den Theile  der  FlUche  4  ist  derselbe  verletzt;  die  Fläche  4  hat  an- 
geses.sen  und  ist  überhaupt  mangelhaft  ausgebildet.  Eben  dies  gilt 
auch  von  der  auf  die  Ecke  (2.3.4.)  fallenden  kleinen  Telraeder- 
fläche  und  von  dem  linken  Theile  der  Fläche  3. 

Der  Helvin  ist  merkwürdig  durch  seine  chemische  Zusamuion- 
setzung,  die  sich  als  eine  Verbindung  von  kieselsaurer  Beryllerde 
und  kieselsaurem  Mangan-  und  Eisenoxydul  mit  Schwefelmangan  und 
Schwefeleisen  ergibt. 

Die  elektrischen  Spannungen  erreichten  auf  dem  vorliegenden 
Krystalle  bei  der  Abkühlung  nur  eine  geringe  Grösse;  dessenunge- 
achtet ist  es  mir  gelungen,  die  beim  Erkalten  auftretende  elektrische 
Vertheilung  festzustellen. 

Die  drei  grossen  Telraederflächen  1,  2  und  3,  welche  wenig- 
stens zum  Theil  gut  ausgebildet  sind,  zeigten  in  ihrer  Mitte  beim 
Erkalten  positive  Spannung;  dagegen  war  auf  der  Fläche  4,  mit  wel- 
cher der  Krystall  angewachsen  gewesen,  keine  Elektricität  wahrzu- 
nehmen. Die  grösste  Stärke  erreichte  die  positive  Spannung  in  der 
Mitte  der  Fläche  2.  Auf  den  kleinen  Tetraederflächen  und  auf  den 
durch  die  Durchschnitte  der  grossen  Tetraederflächen  gebildeten  Kan- 
ten wurde  negative  Spannung  beobachtet;  am  stärksten  trat  dieselbe 
auf  der  von  den  Flächen  1   und  2  gebildeten  Kante  auf. 

Ob  auf  den  Helvinkrystallen  bei  höheren  Temperaturen  etwa 
eine  Umkehrung  der  elektrischen  Polaritäten,  wie  ich  solche  beim 
Boracit*)  nachgewiesen  habe,  stattfmdet,  habe  ich  nicht  untersucht, 
weil  ich  den  Krystall  nicht  der  Gefahr  des  Zerspringens  auszusetzen 
wagte. 

Vergleichen   wir   die  auf  dem  Helvin   auftretenden   elektrischen 

*;    Diese  Abhandl.  Bd.   VI.   S.    153. 
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SpaoDUDgen  mil  den  von  mir  auf  den  telraedrischen  Boracitkrystallen 
beobachteten*),  so  haben  die  Pole  zwar  im  Allgemeinen  dieselbe 
Lage,  jedoch  ist  in  jedem  Pole  beim  Helvin  die  ElektricitUt  gerade  die 
entgegengesetzte  als  beim  Boracittetraeder.  Während  beim  Helvin 
die  grossen  Tetraederflächen  positiv  werden,  sind  sie  beim  Boracit 
negativ,  und  ebenso  haben  auf  den  Ecken  und  Kanten  die  elektri- 
schen Spannungen  bei  beiden  Mineralien  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. 

Mit  diesem  Gegensatze  steht  das  Verhalten  der  grossen  und 
kleinen  Tetraederflächen  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glätte  im  Einklänge, 
üben  habe  ich  angeführt,  dass  an  dem  untersuchten  Helvinkrystalle 
die  grossen  Tetraederflächen  glänzend,  die  kleineren  fast  matt  er- 
scheinen« Umgekehrt  sind  bei  den  Tetraedern  des  Boracites  die 
grossen  Flächen  die  malten;  sie  erscheinen  stets  weniger  glänzend 
als  die  Flächen  des  Würfels  und,  falls  sie  vorhanden  sind,  die  kleinen 
Tetraederflächen  auf  den  Ecken.  Bei  beiden  Mineralien  sind  also 
beim  Erkalten  die  glänzenderen  Flächen  positiv,  die  matteren  negativ. 

Nellit  (Honigstein). 

Der  Mellit  krystallisirt  im  tetragonalen  Systeme  und  gehört  zur 
negativen  Abtheilung  der  optisch  einaxigen  Krystalle.  Der  Winkel  an 
der  Grundkante  misst  93^  5',  woraus  sich  das  Verhältniss  der  Neben- 
axen  zur  Hauptaxe  wie  1  :  0,7454  ergibt.  Die  Krystalle  sind  ge- 
wöhnlich honiggelb,  und  bestehen  aus  40,30  MelUtsäure  (Honigstein- 
säure), 14,36  Thonerde  und  45,34  Wasser.  Trotz  des  sehr  hohen 
Wassergehaltes  ist  die  Substanz  ein  Nichtleiter.  Das  Wasser  ent- 
weicht schon  bei  Temperaturen  unter  100";  die  Krystalle  werden 
bei  diesem  Wärmegrade  durch  Wasserverlust  weisslich. 

Ich  habe  nur  einen  sehr  grossen,  aus  der  hiesigen  üniversiläts- 
sammlung  mir  durch  meinen  CoUegen  Herrn  Prof.  Zirkel  freund- 
lichst zur  Verfügung  gestellten  Krystall  auf  sein  elektrisches  Verhalten 
genauer  geprüft,  und  denselben,  um  ihn  nicht  zu  schädigen,  nur  bis 
70**  C.  erwärml.  Nr.  1  Taf.  I.  stellt  eine  Ansicht  desselben  in  na- 
turlicher Grösse  dar.  Beim  Abkühlen  zeigten  die  beiden  Enden  der 
Hauplaxe  und  ihre  Umgebungen    positive,  und   die  eine  vollkommen 


*]  Diese  Abhandl.  Bd.   VI.  S.   245. 
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ausgebildele  Kandkante  nebst  den  anliegenden^  F'lächenslücken  nega- 
live  Spannung.  Diese  elektrische  Vertheilung  auf  dem  Älellit  sliranil 
also  mit  der  auf  dem  Kalkspath  von  Schneeberg,  auf  dem  Smaragd 
und  Beryll,  auf  dem  Apophyllit,  auf  dem  Idokras  (Wiluit)  und  dem 
Apatit  beobachteten  überein. 

Ein  anderer  kleinerer  Kryslall,  bei  welchem  die  Enden  der 
Hauplaxe  durch  convexe  Flächen  0 /*  abgestumpft  waren,  zeigte  beim 
Erkalten  keine  wahrnehmbaren  elektrischen  Spannungen. 

Pyromorphit. 

Die  Kryslalle  des  Pyromorphits  gehören  zum  hexagonaJen  Systeme 
und  sind  mit  den  Krystallen  des  Apatits  isomorph.  Die  Polkante 
der  sechsseitigen  Pyramide  misst  80^  40'.  An  den  von  mir  unter- 
suchten, sämmtlich  von  Zschopau  stammenden  Krystallen  fanden  sich 
die  Flachen  von  ooP,  0  P,  P  und  ooP2. 

Der  Pyromorphit  besteht  aus  einer  Verbindung  von  phosphor- 
saurem  Bleioxyd  mit  Chlorblei,  in  welcher  jedoch  etwas  Phosphor- 
säure durch  Arsensäure  und  etwas  Blei  durch  Calcium  vertreten  sein 
kann.  Die  Farbe  der  drei  im  Nachfolgenden  beschriebenen  Krystalle 
ist  zeisiggrün;  stellenweise  erscheint  ein  Anflug  von  ockerigem  Braun- 
eisenerz. 

Auf  Taf.  I  sind  die  Netze  dreier  Pyromorphitkrystalle  (Nr.  1  und 
3  in  natürlicher,  Nr.  2  in  doppelt  linearer  Grösse)  abgebildet. 

Krystall  Nr.  1.  (Taf.  I.  Nr.  1.)  Der  Krystall  gehört  der  Frei- 
berger  Sammlung  und  ist  ringsum  ziemlich  vollkommen  ausgebildet. 
Am  oberen  Ende  treten  die  Flächen  P  in  etwas  grösserer  Ausdehnung 
auf,  als  am  unteren.  Die  beiden  Endflächen  0  P  zeigen  beim  Erkalten 
positive  Spannung,  jedoch  die  obere  in  etwas  grösserer  Stärke  als 
die  untere;  die  prismatischen  Seitenflächen  sind  beim  Erkalten  nega- 
tiv, und  zwar  tritt  die  grösste  Intensität  der  negativen  Polarität  in 
der  Mitte  der  Prismenflächen  auf.  Der  Pyromorphit  gleicht  also  in 
seinem  thermoelektrischen  Verhallen  dem  Apatit,  mit  welchem  er 
auch,  wie  oben  schon  angeführt,  in  seiner  Gestalt  übereinstimmt. 
Zwischen  dem  rechten  und  linken  Rande  der  Prismenflächen  scheint 
in  Bezug  auf  die  Stärke  der  negativen  Elektricität  kein  Unterschied 
vorhanden   zu  sein,  wie  ein  solcher  bei  manchen   Apatitkrystaflen*) 


*)  Diese  AbhandL   Bd.   XX.  S.   9,    H   und   13. 
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aus   den    Smaragdgruben   vom   Ural,  von  Ehrenfriedersdorf  und  vom 
St.  Gotthardt*)  von  mir  beobachtet  wurde. 

Kry stall  Nr.  2.  Der  gleichfalls  der  Freiberger  Sammlung  ent- 
lehnte, auf  Taf.  I.  in  doppelter  Grösse  abgebildete  Krystall  Nr.  2  ist 
durch  eine  Verwachsung  zweier  in  paralleler  Stellung  befindlicher 
Individuen  gebildet,  wie  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  oberen 
Endfläche  und  der  beiden  prismatischen  Seitenflächen  4  und  6  er- 
gibt. Das  obere  Ende  wird  von  der  Endfläche  OP  begrenzt,  an 
deren  Rändern  die  Flächen  von  P  auftreten;  dabei  reicht  aber  das 
in  den  Flächen  4  und  5  sichtbare  Individuum  nicht  ganz  bis  zu  dem 
Niveau  des  grösseren  Individuums,  welchem  die  Flächen  1 ,  2  und  3 
angehören.  Die  obere  Endfläche  ist  theilweise  mit  ockerigem  Braun- 
eisenerz bedeckt.  Das  untere  Ende  scheint  überall  von  einer  Bruch- 
fläche gebildet  zu  sein.  Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf 
dem  vorhergehenden  Krystalle  beobachteten.  Dass  das  obere  Ende 
eine  geringere  positive  Spannung  zeigt,  als  das  untere,  ist  eine  Folge 
der  unvollkommenen  Ausbildung  und  der  Bedeckung  mit  Braun- 
eisenerz. 

Krystall  Nr.  3.  (Taf.  I.  Nr. 3.)  Der  Krystall  besteht  aus  zwei 
grösseren  und  einem  kleineren  Individuum,  welche  in  paralleler 
Stellung  verwachsen  sind.  Das  kleinere  Individuum  reicht  am  oberen 
Ende  nicht  bis  zum  Niveau  der  Endfläche  der  beiden  grösseren. 
Das  ob^re  von  OP  begrenzte  Ende  ist  stark  positiv,  und  es  greift 
diese  Polarität  auch  etwas  auf  die  oberen  Theile  der  Prismenfläche  1 
hinüber.  Auf  dem  unteren  verbrochenen  Ende  ist  die  positive 
Spannung  geringer,  und  geht  in  der  Nähe  der  Flächen  2  und  3,  wo 
die  Bruchfläche  am  weitesten  in  den  Krystall  hineinschneidet,  in  eine 
schwache  negative  über.  Die  prismatischen  Seitenflächen  sind  mit 
Ausnahme  des  zuvor  erwähnten  oberen  Randes  der  Fläche  1   negativ. 

Mimetesit. 

Die   Krystalle  des  Mimetesits  sind  mit   denen   des   Apatits  und 

Pyromorphits    isomorph,   gehören    also  ebenfalls    zum    hexagonalen 

Systeme.     Der  Polkantenwinkel  beträgt  nahe  80**. 

')  Bei  den  Apatitkrystallen  vom  St.  Gollhardt  sind  an  dem  Rande,  an  welchem 
die  Flächen  der  Pyramiden  driUer  Art  auftreten,  die  negativen  Spannungen  ge- 
ringer, als  an  dem  gegenüberliegenden. 
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Während  der  Pyroniorphit  aus  phosphorsaurem  Bleioxyd  uod 
Chlorblei  besteht,  ist  der  Mimetesit  eine  Verbindung  von  arsensaurem 
Bleioxyd  und  Chlorblei ;  jedoch  erscheint  ein  Theil  der  Arsensäure 
durch  Phosphorsäure  ersetzt.  Die  Krystalle  haben  eine  wachsgelbe 
oder  gelblichgrüne  Farbe.  Die  Doppelbrechung  des  Mimetesits  wird 
als  negativ  angegeben,  während  der  Apatit  und  Pyromorphit  eine 
positive  besitzen. 

Auf  Tafel  I.  habe  ich  die  Netze  dreier  von  Johann -Georgen- 
stadt stammender  Mimetesitkrystalle  in  natürlicher  Grösse  abgebildet; 
die  beiden  ersten  Krystalle  gehören  der  Freiberger,  der  dritte  -der 
hiesigen  mineralogischen  Sammlung. 

Kr y stall  Nr.  1.  Der  gelblichgrüne  Krystall  Nr.  1  Taf.  I.  be- 
steht aus  mehreren  in  paralleler  Stellung  verwachsenen  Individuen 
von  ungleicher  Länge,  welche  von  den  Flächen  oöP,  OP  und  P  be- 
grenzt werden.  Die  Prismentläche  3  ist  sehr  unvollkommen  ausge- 
bildet; auf  der  Prismenfläche  4  treten  zwei  Individuen  mit  ziemlich 
breiten  Flächen  auf;  unterhalb  derselben  ist  der  Krystall  angewachsen 
gewesen. 

Die  Endflächen  OP  sind  positiv,  die  Pyramiden-  und  Prismen- 
flächen negativ  elektrisch,  jedoch  mit  Ausnahme  der  Prismenfläche  4, 
die  auf  den  inneren  Theilen,  sowie  auf  der  unter  ihr  liegenden  An- 
wachsungsstelle  positive  Spannung  zeigt. 

Krystall  Nr.  2.  (Taf.  1.  Nr.  2.)  Der  wachsgelbe  Krystall  trägt 
die  Flächen  ooP,  Pund  OP,  und  ausserdem  noch  sehr  kleine  Flächen 
2-P.  Die  Fläche  OP  am  oberen  Ende  ist  klein,  am  unteren  sehr 
klein.  Mit  den  Prismenflächen  3  und  4  ist  der  Krystall  angewachsen 
gewesen,  und  auch  auf  den  Flächen  2  und  5  finden  sich  an  den 
der  Anwachsungsstelle  benachbarten  Rändern  noch  Verletzungen. 

In  elektrischer  Beziehung  gleicht  dieser  Krystall  dem  vorher- 
gehenden; auch  darin,  dass  die  Prismenflächen  3  und  4,  mit  welchen 
derselbe  angewachsen  gewesen,  nicht  wie  die  übrigen  negativ,  son- 
dern positiv  erscheinen. 

Krystall  Nr.  3.  (Taf.  I.  Nr.  3.)  Der  gelblichgrüne  Krystall 
Nr.  3  wird  nur  von  den  Flächen  ooP,  OP  und  P  begrenzt.  Er 
sitzt  noch  an  einem  kleinen  Quarzgesteine,  und  ist  mit  den  unteren 
Theilen  der  Prismenfläche  4  und  besonders  der  Fläche  5  an  dasselbe 
angewachsen.     Die   Fläche   4    zeigt,   dass   der  Krystall   aus  drei    in 
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paralleler  Stellung  befindlichen  Individuen  besieht.  Unten  links  auf 
der  Prismenfläche  6  ist  ein  anderer  nur  wenig  kleinerer  Mimetesil- 
krystall  (in  der  Zeichnung  nicht  abgebildet)  eingewachsen. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  dem  grösseren  Krystalle  ent- 
spricht der  auf  den  beiden  vorhergehenden  beschriebenen;  auch  bei 
ihm  sind  die  beiden  Prismenflächen  4  und  5,  mit  deren  unteren 
Theilen  er  angewachsen  ist,  positiv.  Die  untere  Endfläche  0  P  liess 
sich  wegen  der  daneben  und  darüber  liegenden  Prismenflächen  des 
zweiten  Krystalles  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  nicht  untersuchen. 

Die  eigenthümliche  Erscheinung,  dass  beim  Mimetesit  eine  oder 
zwei  Prismenflächen  positive  Spannung  anstatt  der  negativen  zeigen, 
steht  nicht  vereinzelt  da;  ich  habe  dieselbe  beim  Beryll,  der  in  seinem 
elektrischen  Verhalten  mit  dem  Mimetesit  übereinstimmt,  gleichfalls 
beobachtet^).  Während  bei  den  Smaragden  und  einer  Anzahl  Berylle 
sämmtliche  Prismenflächen  negativ  erschienen,  fand  ich  andere  grüne 
und  gelbe  Berylle,  bei  welchen  eine  oder  zwei  Prismenflächen  po- 
sitive Elektricität  zeigten.  Bei  den  untersuchten  Beryllkrystallen  liess 
sich  in  den  meisten  Fällen  kein  Grund  für  diese  Abweichung  nach- 
weisen, da  die  Krystalle  am  unteren  Ende  verbrochen  und  die  vor- 
handenen Stücke  der  Prismenflächen  vollkommen  ausgebildet  waren; 
nur  in  einem  Falle,  bei  dem  in  meiner  früheren  Abhandlung  unter 
Nr.  9"^*)  abgebildeten  Krystalle,  war  die  Anwachsungsstelle  deutlich 
sichtbar.  Dieselbe  lag  unterhalb  der  mit  3  bezeichneten  Fläche,  und 
auf  dem  oberen  gut  ausgebildeten  Theile  dieser  Fläche,  sowie  auf 
dem  unteren  in  seiner  Bildung  gehemmten  trat  die  positive  Polarität 
anstatt  der  negativen  auf. 

In  gleicher  Weise  sehen  wir,  dass  auch  beim  Mimetesit  auf  den 
Flächen,  mit  welchen  die  Krystalle  dieses  Minerals  angesessen  haben, 
die  positive  Spannung  erscheint.  In  dem  erwähnten  Umstände  haben 
wir  daher  jedenfalls  den  Grund  für  das  Auftreten  der  zuletzt  ge- 
nannten Polarität  zu  suchen.  Anwachsungs-,  Bruch-  und  Durch- 
gangsflächen zeigen  bei  bestimmten  Lagen,  wie  ich  dies  durch  viel- 
fache Beispiele  in  meinen  früheren  Abhandlungen  nachgewiesen  habe, 
gerade    die   entgegengesetzte    Elektricität,   als   solche   bei    normaler. 


*)  Diese  Abh.  Bd.  XVIII.   S.   238. 
**)  Ebend.  Taf.  II. 
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vollkommener  AusbUduog  an  den  betrefTenden  Stellen  entstehen  würde. 
Der  Einfluss  der  mangelhaft  gebildeten  oder  in  ihrem  Wacbsthuro 
gehemmten  Stellen  überträgt  sich  denn  auch  noch  auf  die  mit  ihnen 
zusammenhangenden  Krystallfldchen. 

Welchen  Einfluss  die  Anwachsungsstelle  ausüben  kann,  habe  ich 
in  meiner  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der 
Schwerspathkrystalle*)  nachgewiesen.  Während  nämlich  die  Au- 
vergner  Schwerspathkrystalle  gewöhnlich  in  der  Richtung  der  Brachy- 
diagonale  verlängerte  Säulen  bilden,  exisliren  auch  einzelne,  welche 
in  ihrer  t'orm  sich  mehr  den  Przibramer  Krystallen  nähern  und  in 
der  Richtung  der  Makrodiagonale  verlängerte  Säulen  darstellen.  Die- 
selben sitzen  aber  auf  einem  Krystalle  der  gewöhnlichen,  in  der 
Richtung  der  Brachydiagonale  verlängerten  Form  wie  auf  einem  Stiele 
oder  schliessen  einen  Kern  von  der  genannten  Form  ein;  infolge 
dessen  stimmen  sie  in  ihrer  elektrischen  Vertheilung  auch  mit  der 
diesem  Stiele  oder  Kerne  zugehörigen  überein. 

Nach  Ze  renn  er  finden  sich  zu  Almodovar  del  Campo  in  der 
Provinz  Murcia  lose  Krystalle  von  Mimetesit,  die  von  ihm  als  hemi- 
morph  bezeichnet  werden.  Das  elektrische  Verhalten  beweist  jedoch, 
dass  die  Krystalle  des  Mimetesits  nicht  hemimorph  sind.  Wenn  das 
eine  Ende  in  seiner  Bildung  von  dem  anderen  etwas  abweicht,  so 
ist  diese  Abweichung  eine  Folge  zufälliger  Störungen  bei  der  Bil- 
dung der  Krystalle,  wie  solche  beim  Topas  ^^)  und  Schwerspath  **'^) 
ebenfalls  vorkommen,  ohne  dass  die  Krystalle  als  hemimorph  zu 
betrachten  sind. 

Phenakit 

Der  Phenakit  besteht  aus  kieselsaurer  Beryllerde,  und  ist  bis 
jetzt  nur  an  drei  Orten  gefunden  worden.  Zuerst  entdeckte  ihn 
Nordenskiöld  1833  unter  Mineralien  aus  den  Smaragdgruben  bei 
Katharinenburg  am  Ural,  1834  fand  ihn  Beyrich  bei  Framont  in 
Lothringen,  und  1844  erkannte  G.  Rose  sein  Vorkommen  im  Ilmen- 
gebirge. 


^)   Diese  Abhandl.   Bd.   W.   S.    825. 
'')   Diese  AbhundL   Bd.   XIY.   S.   370. 
*^'l   Diese  Abhandl.  Bd.   XV.  S.   277. 
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Die  Krystalle  des  Phenakits  gehören  zum  hexagonalen  Systeme 
und  zwar  zu  der  rhomboedrisch-tetartoedrischen  AbtheiluDg  desselben. 
Der   Polkantenwinkel  des  Grundrhomboeders  misst   H6*^  36'. 

Ich  habe  vier  Krystalle  zur  Untersuchung  verwenden  können. 
Der  erste  weingelb  gefärbte  (Nr.  1)  gehört  dem  hiesigen  mineralo- 
gischen Museum  und  stammt  von  Framont;  der  zweite  (Nr.  2),  der 
Freiberger  Sammlung  entliehene  und  schlechthin  als  vom  Ural  stammend 
bezeichnet,  weist  durch  seine  Beschaffenheit  auf  das  Ilmengebirge 
hin;  er  ist  farblos  und  in  den  gut  ausgebildeten  Theilen  ziemlich 
durchsichtig.  Die  beiden  anderen  dem  hiesigen  mineralogischen 
Museum  gehörigen  grossen  Krystalle  waren  in  den  Smaragdgruben 
bei  Katharinenburg  gefunden. 

Krystall  Nr.  1.  Das  Netz  dieses  Kryslalles  ist  Nr.  1  Taf.  I. 
in  natürlicher  Grösse  abgebildet.  Er  ist  eine  Combination  eines  sechs- 
seitigen Prismas  zweiter  Art  ooP2  mit  der  entsprechenden  sechsseitigen 
Pyramide   oder  den   beiden   Rhomboedern    zweiter  Art   -{- 1  P2  und 

—  I  P2,  Die  Polkanten  dieser  sechsseitigen  Pyramide  sind  sSmmt- 
lich    abgestumpft;    es    treten    also    beide   Rhomboeder    +ii?     und 

—  i  R  auf.  Die  Seitenkanten  des  verticalen  Prismas  ooP2  stumpft 
schwach  das  Prisma  erster  Art  oo  P  ab.  An  den  oberen  Enden  der 
beiden  benachbarten  Kanten  (1,  2)  und  (2.  3)  scheinen  Flächen  des 
Grundrhomboeders  -|-  ^  und  —  R  zu  liegen.  Eine  Fläche  derselben 
Gestalt  liegt  am  unteren  Ende  der  Kante  (6.  1),  und  die  Combina- 
tionskante  dieser  Fläche   mit  der  Fläche  1   des   Prismas  ooP2  wird 

durch  eine  Fläche  des  Rhomboeders  dritter  Art  —  j  3  Pf  abge- 
stumpft*). 

Der  Krystall  ist  übrigens  nur  an  seinem  oberen  Ende  gut  aus- 
gebildet, also  in  den  oberen  Flächen  |  P2  und  ^R.  Von  den  Pris- 
menflächen  ooP2   sind  die  mit   1,   2   und    3   bezeichneten   Flächen 


*)  Nach  Bei  rieh  (Pogg.  Annal.  Bd.  34.  S.  bti)  sind  die  zu  Framont  vor- 
kommenden Krystalle  sehr  häufig  durcheinander  gewachsene  Zwillinge,  bei  denen 
die  Uauptaxe  beiden  Individuen  gemein  ist,  die  Khomboederfl'achen  aber  umgekehrt 
gegen  dieselbe  liegen.  Ob  der  vorliegende  Krystall  auch  als  solcher  aufzufassen 
ist,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden;  ausser  dem  Auftreten  der  Flächen  von  R 
und  ^R  auf  benachbarten  Kanten  war  auf  seinen  Flächen  kein  weiteres  Anzeichen 
einer  Zwillingsbildung  zu  finden.  Die  elektrische  Vertheilung  würde  durch  eine 
solche  Zwillingsbildung  nicht  geändert  werden. 
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ziemlich  vollsldndig  vorhanden;  von  der  Fläche  6  findet  sich  nur  ein 
Rest,  während  die  Flächen  4  und  5  verbrochen  sind.  Auf  der  un- 
teren Seite  Hegen  nur  unterhalb  der  Prismenflächen  1  und  2  unvoll- 
kommene Flächen  von  |  JP2. 

Die  beim  Erkalten  auf  diesem  Krystalle  beobachteten  elektrischen 
Spannungen  sind  schwach ;  die  beiden  Enden  der  HauptaxLe  und  die 
sie  umgebenden  Pyramidenflächen  zeigen  positive,  die  vorhandenen 
prismatischen  Seitenflächen  dagegen  negative  Elektricität.  Die  an- 
gegebene elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  den  meisten 
früher  untersuchten  optisch  einaxigen  Krystallen  gefundenen  überein. 

Krystall  Nr.  2.  Dieser  Krystall  ist  nur  ein  Bruchstück,  wel- 
ches ungefUhr  ein  Drittel  des  vollständigen  darstellt.  Er  ist  eine 
Combination  der  Gestalten  +  Ä,  —  ^  fi,  +  1  P2,  —  iP2,  +  iP2, 

+  jf^fj  öo^  und  ooP2.  Ich  bilde  das  Bruchstück  in  einer  An- 
sicht von  oben  (Fig.  24.)  und  einer  solchen  von  unten  (Fig.  2fi.) 
ab.  Die  links  neben  A  gezeichnete  Fläche  C  bildet  auf  der  linken 
Seite  die  Begrenzung;  sie  ist  ziemlich  eben,  und  scheint  durch  An- 
liegen an  einer  fremden  Fläche  entstanden  zu  sein.  Die  rechts  ge- 
zeichnete Fläche  0,  welche  rechts  hinten  den  Krystall  begrenzt,  ist 
uneben  und  durch  Bruch  entstanden;  an  dieser  Stelle  ist  der  Krystall 
angewachsen  gewesen. 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  durch  die  Hemmnisse  bei  der 
Bildung  und  durch  die  Verletzungen  sehr  gestört.  Das  obere  und 
untere  Ende  der  Hauptaxe  ist  positiv;  ebenso  sind  auf  der  oberen 
Seite  die  gegen  die  Axe  geneigten  Flächen  positiv.  Auf  der  unteren 
Seite  findet  sich  diese  Polarität  nur  auf  dem  in  der  Nähe  der  Bruch- 
fläche  liegenden  Theile  der  Fläche  -j-  i?,  während  die  übrigen  Theile 
negative  Spannung  zeigen.  Die  Bruchfläche  D  ist  positiv,  die  durch 
Anliegen  gebildete  Fläche  C  aber  negativ.  Während  die  elektrischen 
Spannungen  auf  dem  Krystall  Nr.  1  nur  schwach  auftreten,  erreichen 
sie  auf  dem  Krystall  Nr.  2  eine  ziemliche  Stärke. 

Auf  den  beiden  grossen  aus  den  Smaragdgruben  bei  Katharinen- 
burg  stammenden  Phenakitkrystallen,  die  noch  zum  Theil  mit  einer 
dünnen  Lage  von  Glimmerschiefer  bedeckt  sind,  habe  ich  die  Lage 
der  Pole  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen  können. 
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PenniB. 

Die  Krystalle  des  Pennins  sind  gewöhnlich  Rhomboeder,  deren 
Polecken  durch  die  Flächen  OR  abgestumpft  sind.  Der  Polkanten- 
vvinkel  des  Rhomboeders  beträgt  angenähert  65®.  Ausser  diesem 
Rhoraboeder  +  R  kommt  auch  das  Gegenrhomboeder  —  Ä,  welches 
das  erstere  zu  einer  hexagonalen  Pyramide  ergänzt,  und  zwar  bis- 
weilen in  gleich  grosser  Entwickelung  vor.  Doch  zeigt  sich  in  dem 
letzten  Falle  ein  mehr  oder  minder  grosser  Unterschied  in  dem  Glänze 
der  abwechselnden  Flächen  dieser  beiden  Rhomboeder.  Wenn  ich 
eine  Beobachtung  an  einem  Kryslalle,  an  welchem  das  Gegenrhom- 
boeder nur  in  kleinen  Flächen  auftrat,  als  ganz  allgemein  geltend  be- 
trachten darf,  so  wCirden  die  Flächen  des  Gegenrhomboeders  —  R 
etwas  stärkeren  Glanz  besitzen,  als  die  des  Grundrhomboeders  -j-  R. 

Der  Pennin  ist  senkrecht  gegen  seine  Hauptaxe,  also  parallel 
mit  0  R  sehr  vollkommen  spaltbar,  und  die  meisten  in  den  Samm- 
lungen aufbewahrten  Exemplare  sind  an  beiden  Enden  von  diesen 
Durchgangsflächen  begrenzt.  Seltener  sind  sie  an  einem  Ende,  noch 
seltener  an  beiden  Enden  mit  Krystallflächen  versehen;  dabei  ist 
jedoch  die  Ausbildung  insofern  unvollkommen,  als  sich  das  betreffende 
Ende  in  zahlreiche  durch  kleine  Flächen  OR  abgestumpfte  Spitzen 
auflöst. 

Die  chemischen  Bestandtheile  des  Pennins  sind:  32,5  Kiesel- 
säure, 14,5  Thonerde,  34  Magnesia,  5  Eisenoxydul  und  14  Wasser. 
Durch  das  Eisenoxydul  ist  das  Mineral  grün  geftirbt;  die  Oberfläche 
der  Krystalle  sieht  dunkel  grUnschwarz  aus.  Das  Wasser  ist  in  einer 
eigenthUmlichen  Verbindung  vorhanden,  da  es  erst  in  starker  Glüh- 
hitze entweicht.  Der  hohe  Wassergehalt  ist,  ebensowenig  wie  beim 
Apophyllit  und  beim  Honigstein,  ein  Hinderniss  für  die  Fähigkeit  der 
Masse  gut  zu  isoliren,  die  auch  durch  das  vorhandene  Eisenoxydul 
noch  nicht  vermindert  wird. 

Während  ein  Theil  der  Penninkrystalle  durch  Temperaturände- 
rungen ziemHch  starke  elektrische  Spannungen  erhält,  erscheinen 
dieselben  auf  anderen  Individuen  desselben  Fundortes  ganz  ausser- 
ordentlich schwach,  und  es  giebt  kein  Anzeichen,  um  im  Voraus  zu 
erkennen,  ob  ein  Krystall  starke  oder  schwache  Elektricität  beim  Er- 
hitzen und  beim  Erkalten  zeigen  wird. 
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Die  Krystalle,  welche  ich  auf  ihr  therraoelektrisches  Verhalten 
untersucht  habe,  stammen  von  Zermatt  im  Canton  Wallis;  für  einige 
derselben  war  speciell  der  Findelenglelscher  daselbst  als  Fundort  an- 
gegeben. 

Auf  den  beigefügten  Tafeln  habe  ich  acht  Krystalle,  theils  in 
ihren  Netzen,  theils  in  projectivischer  Ansicht,  wie  es  eben  die  Form 
derselben  gestattete,  in  natürlicher  Grösse  abgebildet. 

A.  Krystalle,  welche  seitlich  vorzugsweise  von  den 
Flachen  des  Rhomboeders  +  Ä  begrenzt  werden. 

Kr y stall  Nr.  1.  (Taf.  l.  Nr.  1.)  Das  obere  Ende  dieses  Kry- 
stalles  läuft  in  zahlreiche  von  kleinen  Flächen  0  R  abgestumpfte  Spitzen 
aus ;  an  dem  unteren  Ende  ist  er  von  dem  mit  0  R  parallelem  Durch- 
gange begrenzt.  Seine  Seitenflächen  werden  von  den  Flächen  des 
Rhomboeders  -{-  R  gebildet;  doch  treten  am  oberen  Ende  auch  kleine 
Flächen  —  R  auf. 

Beim  Erkalten  sind  die  Enden  der  Hauplaxe  negativ,  die  Seiten- 
flächen aber  positiv;  jedoch  breitet  sich  die  negative  Elektricität  von 
der  oberen  Spitze  noch  über  die  benachbarten  Theile  der  Rhom- 
boederflächen  aus.  Die  Intensität  der  elektrischen  Spannungen  ist  an 
manchen  Stellen  sehr  beträchtlich;  am  oberen  Ende  wurde  das  Gold- 
blättchen des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikro- 
skopes  hinausgetrieben  ^) .  Der  Durchgang  am  unteren  Ende  ist  be- 
trächtlich schwächer  negativ  elektrisch,  als  das  obere  ausgebildete 
Ende. 

Ob  ein  solcher  Durchgang  überhaupt  noch  negativ,  oder  theils 
negativ  theils  positiv,  oder  ganz  positiv  ist,  hängt  von  seiner  Stellung 
zu  dem  ganzen  Krystalle  ab.  Liegt  er  nahe  am  natürlichen  Ende, 
so  erscheint  er  noch  negativ,  wenn  auch  schwächer  als  das  ausge- 
bildete Ende,  wie  bei  vorliegendem  Krystalle;  je  weiter  er  sich  von 
diesem  Ende  entfernt,  um  so  mehr  nimmt  die  negative  Spannung  ab, 
und  geht  in  die  positive  über*^). 

Kryslall  Nr.  2.  Die  von  Herrn  Baron  v.  Seherr-Thoss  mir 
geliehene  kleine  Kryslallgruppe  besteht  hauptsächlich  aus  drei,  jedoch 


In  der  Zeichnung  durch  =  angedeutet. 

Ich   habe   dieses   Verhallen    der    Durchgänge  bereits  am  Topas   (Bd.   XIV. 
S.    44t),    am  Gyps   (Bd.   XVHI.   S.    483)   und  anderen  Kr>' stallen  nachgewiesen. 
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nicht  in  paralleler  Stellung  verwachsenen  Individuen,  die  an  Gestalt 
dem  unter  Nr.  1  beschriebenen  gleichen.  Am  oberen  Ende  werden 
zwei  Individuen  von  Krystallflächen  OÄ,  das  dritte  aber  von  einem 
dicht  unter  dem  trrsprUnglichen  Ende  angeschlagenen  Durchgange 
begrenzt.  Am  unteren  Ende  findet  sich  meistens  ebenfalls  der  Durch- 
gang, jedoch  auf  den  hervorragenden  Spitzen  zeigen  sich  die  Flächen 
0  R.  In  Nr.  2  Taf.  I.  habe  ich  eine  Art  Netz  des  Kryslalles,  so  gut 
es  eben  anging,  abgebildet. 

Die  elektrische  Yertheilung  stimmt  mit  der  auf  dem  vorhergehen- 
den Krystalle  beobachteten  überein. 

Kr y  stall  Nr.  3.  (Nr.  3  Taf.  1.)  Als  Fundort  dieses  Krystalles 
ist  speciell  der  Findelengletscher  angegeben.  Das  obere  Ende  trägt 
noch  eine  natürliche  Endfläche,  während  das  untere  von  einem  Durch- 
gange begrenzt  wird,  der  aber  nicht  weit  über  dem  Ende  gelegen 
hat.  Die  Seitenflächen  bildet  das  Rhomboeder  -{-  R.  Die  elektrische 
Yertheilung  gleicht  der  auf  den  beiden  vorhergehenden  beobachteten. 
Bei  ihm  ist  ebenso  wie  bei  diesen  die  negative  Spannung  auf  der 
oberen  ausgebildeten  Endfläche  viel  stärker,  als  auf  der  unteren  Durch- 
gangsfläche. 

Kr y stall  Nr.  4.  Wie  aus  dem  Nr.  4  Taf.  1.  gezeichneten  Netze 
hervorgeht,  bildet  der  Krystall  eine  mit  den  Flächen  1  und  4  par- 
allele Tafel.  Sein  oberes  Ende  zeigt  noch  die  natürlichen  Endflächen 
l)Ä;  auch  am  unteren  Ende  treten  nach  den  Flächen  2  und  3  hin 
einige  kleine  Krystallflächen  0  R  auf,  während  den  grössten  Theil  der 
Begrenzung  eine  nicht  sehr  weit  über  dem  natürlichen  Ende  ange- 
schlagene Durchgangsfläche  bildet.  Die  seitliche  Begrenzung  bildet 
das  Rhomboeder  -|-  R.  Auf  der  Fläche  4  erscheint  der  Krystall  aus 
mehreren  in  paralleler  Stellung  befindlichen  Individuen  zusammen- 
gesetzt.    Die  Rhomboederfläche  3  ist  verbrochen. 

Die  obere  Endfläche  ist,  wie  bei  den  beiden  vorhergehenden 
Krystallen,  sehr  stark  negativ;  auf  der  unteren  tritt  auf  den  noch 
vorhandenen  Flächen  OR  in  der  Nähe  der  Flächen  2  und  3,  und 
ebenso  auf  dem  benachbarten  Thöile  der  Durchgangsfläche  gleichfalls 
die  negative,  dagegen  auf  dem  übrigen  nach  den  Flächen  5  und  6 
hin  gelegenen  Theile  des  Durchganges  bereits  die  positive  Elektricität 
auf.  Die  seitlichen  Rhomboederflächen  sind  im  Allgemeinen  positiv, 
mit  Ausnahme  der  Fläche  6,  auf  welcher  sich  die  negative  Polarität 
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in  abnehmender  Stärke  von  oben  nach  unten  herabzieht.  Es  liegt 
hier  also  ein  ähnliches  Verhalten  vor,  wie  ich  solches  früher  bereits 
beim  Beryll*)  und  beim  Mimetesit^*)  gefunden  habe,  bei  denen  bis- 
weilen eine  oder  zwei  der  prismatischen  Seitenflächen  die  den  Enden 
entsprechende  Polarität  annehmen.  Bei  den  Mimetesiten  liess  sich 
als  Grund  für  diese  Abweichung  das  Anwachsen  mit  den  betreffen- 
den Flachen  anführen.  Ob  der  vorliegende  Pennin  In  der  Nähe  der 
Fläche  6  angewachsen  gewesen  ist,  lässt  sich  aus  seiner  gegen- 
wärtigen Form  nicht  mit  Gewissheit  bestimmen,  da  das  untere  Ende 
an  dieser  Stelle  von  einem  Durchgange  glatt  begrenzt  ist.  Hat  hier 
in  der  That  die  Anwachsung  stattgefunden,  so  fände  damit  die 
positive  Spannung  auf  der  linken  Seite  der  unteren  Endfläche  und 
die  negative  auf  der  Fläche  6  ihre  Erklärung. 

Krystall  Nr.  5.  Der  Krystall  (Nr.  5  Taf.  I.)  ist  seitlich  von 
den  Flächen  des  Rhomboeders  -|-  R  begrenzt.  Am  oberen  und  unteren 
Ende  finden  sich  Durchgangsflächen,  die  aber,  wie  aus  der  Beschaffen- 
heit des  Krystalles  zu  erkennen,  nahe  unter  den  ausgebildeten  Enden 
angeschlagen  sind,  und  daher  auch  noch  negativ  erscheinen.  Die 
elektrische  Vertheilung  entspricht  den  auf  den  Krystallen  Nr.  1,  2 
und  3  beobachteten. 

Krystall  Nr.  6.  (Nr.  6  Taf.  I.)  Der  vom  FindelengleL^cher 
stammende  Krystall  wird  seitlich  von  dem  Rhomboeder  +Ä,  am 
oberen  und  unteren  Ende  aber  von  Durchgangsflächen  begrenzt. 
Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf  Nr.  1  bis  3  beobachteten, 
nur  erscheint  die  untere  Durchgangsflä'che  positiv;  sie  hat  also  weiter 
ab  vom  unteren  Ende  gelegen,  als  die  obere  vom  oberen  Ende. 

D.  Krystalle,  bei  welchen  die  beiden  Rhomboeder 
-|-  R  und  —  R  gleich  stark  ausgebildet  sind. 

Krystall  Nr.  7.  (Nr.  7  Taf.  I.)  Der  Krystall  besteht,  wie 
die  Abbildung  der  oberen  und  unteren  Durchgangsfläche  zeigt,  ans 
einem  grossen  und  einem  kleinen  in  paralleler  Stellung  verwachsenen. 

An  beiden  Enden  wird  er  von  Durchgangsflächen  begrenzt ;  man 
erkennt  aber  an  den  Seitenflächen,  welche  von  den  oberen  Flächen 
der  beiden  Rhomboeder   -{-  R  und  —  R  gebildet  werden,   dass  die 


♦i   Diese  Abhandl.   Bd.  XVIff.  S.   235. 
**;    S.   oben  S.   556. 
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obere  Durchgangsfl»che  dem  natürlichen  Ende  näher  gelegen  hat. 
Sie  zeigt  daher  auch  auf  dem  grössten  Theile  noch  negative  Spannung, 
wilhrend  die  untere  nur  an  dem  einem  Rande  negativ,  in  dem  bei 
weitem  grössten  Theile  aber  positiv  ist.  Dafür  breitet  sich  die  negative 
Polarität  von  der  oberen  Durchgangsfläche  über  die  Flächen  6  und  4 
aus.  Sehr  eigenthümlich  ist  die  elektrische  Vertheilung  auf  der 
Flache  5,  die  oben  einen  positiven  Streifen  zeigt,  während  die  Mitte 
und  der  untere  Theil  wieder  negativ  erscheint;  ein  Verhalten,  das 
sich  bei  dem  folgenden  Krystalle  fast  auf  allen  Seitenflächen  wiederholt. 

Kr y stall  Nr.  8.  Wie  aus  dem  in  Nr.  8  Taf.  I.  gezeichneten 
Netze  hervorgeht,  werden  die  Seitenflächen  dieses  Krystalles,  der 
nur  das  obere  Ende  eines  grösseren  Individuums  darstellt,  von  den 
oberen  Flächen  der  beiden  Rhomboeder  +Ä  und  — R  in  gleich 
starker  Entwickelung,  aber  in  eigenthümlich  nach  innen  gekrümmter 
Weise  gebildet.  Auf  dem  oberen  knopfförmig  verdickten  Ende  selbst 
liegen  ferner  noch  kleine  Flächen,  welche  jedoch  eine  Messung  nicht 
gestatten.  Die  Khomboederflächen  sind  abwechselnd  mehr  oder 
weniger  glänzend. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  Krystalle  ist  sehr  eigen- 
thümlich. Das  obere  ausgebildete  Ende  ist  sehr  stark  negativ,  der 
Durchgang  am  unteren  Ende  sehr  stark  positiv  ^),  und  es  greift  auch 
diese  positive  Spannung  noch  auf  die  anliegenden  Theile  der  meisten 
Khomboederflächen  über.  Auf  den  Khomboederflächen  erscheint  oben 
unterhalb  des  knopfförmigen  Endes  auf  allen  Flächen  (mit  Ausnahme 
der  Fläche  3)  eine  schmale  positive  Zone,  während  die  weiter  ab- 
wärts gelegenen  Theile  wieder  negativ  sind. 

Der  Dioptas  kommt  in  dem  Kalksteine  eines  Berges  bei  dem 
Flusse  Altyn-Ssu,  300  Werst  südlich  von  dem  Vorposten  Kariakowsky 
(mittlere  Kirgisensteppe)  vor,  und  wurde  daselbst  von  einem  bucha- 
rischen Kaufmann  Aschir  Achmed  auf  seinen  Handelsreisen  ent- 
deckt. Später  hat  man  ihn  auch  in  den  sibirischen  Goldseifen,  so- 
wie in  Südamerika  gefunden.     Nach  seinem  ersten  Entdecker  erhielt 


*)  In  der  Zeichnung  durch  ij:}:  angedeutet. 
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dies  Mineral  den  Namen  Aschirit;  Werner  bezeichnete  es  als  Kupfer- 
smaragd; der  Name  Dioptas  oder  Cuivre  dioptase  wurde  ihm  von 
Hauy  beigelegt. 

Die  Krystalle  des  Dioptases  sind  meistens  durch  Verwachsung 
einer  Anzahl  nicht  genau  in  paralleler  Stellung  befindlicher  Indivi- 
viduen  gebildet ;  ihre  Farbe  ist  vorzugsweise  smaragdgrün.  Sie  sind 
durchsichtig  bis  durchscheinend.  Als  chemische  Bestandtheile  ent- 
halten sie:  38  Kieselsäure,  50,5  Kupferoxyd  und  41,5  Wasser; 
letzteres  entweicht  erst  bei  Temperaturen  über  400^. 

Der  Dioptas  gehört  seiner  Gestalt  nach  zum  hexagonalen  Systeme, 
und  zwar  zu  der  rhomboedrisch-tetartoedrischen  Abtheilung  des- 
selben. Er  besitzt  eine  vollkommene  Spaltbarkeit  nach  den  Flächen 
eines  Rhomboeders  mit  einem  Polkantenwinkel  von  1 25®  55'.  Nimmt 
man  dieses  Rhomboeder,  welches  aber  nicht  als  Krystallfläche  er- 
scheint, zur  Grundgestalt  Ä,  so  zeigen  die  Krj^stalle  gewöhnlich  das 
Rhomboeder  — 2i?,  und  das  zweite  sechsseitige  Prisma  ooP2.  Die 
Flächen  des  Rhomboeders  —  2  Ä  sind  also  auf  die  Kanten  des  Pris- 
mas ooP2  aufgesetzt.  Das  Grundrhomboeder  stumpft  die  Kanten 
des  Rhomboeders  — 2/?  ab.  Ausserdem  treten  öfter  auf  den  ab- 
wechselnden von  — 2Ä  und  ooP2  gebildeten  Kanten  die  Flächen 
eines  Rhomboeders  dritter  Ordnung  (eines  Halbflächners  des  Ska- 
lenoeders  oder  eines  rhomboedrischen  Viertelflächners  der  dihexa- 
gonalen  Pyramide)  auf. 

Die  Feststellung  des  thermoelektrischen  Verhaltens*)  der  Dioptase 
wird  durch  den  Mangel  an  ringsum  vollkommen  ausgebildeten  Kry- 
stallen  sehr  erschwert.  Es  gelingt  aber  doch  durch  Vergleichung 
der  auf  verschiedenen  mehr  oder  minder  vollständigen  Krystallen  und 
Bruchstücken  derselben  ausgeführten  Beobachtungen  das  Gesetz  für 
die  normale  Vertheilung  der  Elektricität  aufzustellen. 

Die  Netze  der  abgebildeten  Kiystalle  sind  in  doppelter  Grösse 
gezeichnet,  jedoch  mit  Ausnahme  von  Nr.  8,  welcher  nur  in  natür- 
licher Grösse  dargestellt  ist. 


*)  Hauy  (Traitö  de  mineral.  IL  ed.  t.  III.  p.  478)  nennt  den  Dioptas  einen 
Leiter  der  Elektricität.  Diese  Angabe  ist  irrthümlich ;  wäre  der  Dioptas  in  der 
That  ein  Leiter,  so  könnten  thermoelektrische  Spannungen  auf  ihm  nicht  beob- 
achtet  werden. 
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Krystall  Nr.  i.  In  Nr.  1  Taf.  I.  ist  das  Netz  dieses  Krystalles 
so  weit  es  möglich  abgebildet  worden.  Mit  dem  Hauptkrystalle,  der 
in  den  Prismenflächen  6,  i  und  dem  linken  Theile  der  Fläche  2 
ziemlich  gut  ausgebildet  erscheint,  sind  andere  kleinere  Individuen, 
oft  in  nicht  paralleler  Stellung  verwachsen;  namentlich  finden  sich 
oben  auf  der  Fläche  3  zwei  kleinere  Dioptase  mit  ihren  Hauptaxen 
schief  gegen  die  Hauptaxe  des  grösseren  Krystalles  aufgelagert.  Auf 
der  Fläche  5,  besonders  aber  auf  der  Fläche  4,  liegt  eine  tiefe  Grube; 
überhaupt  ist  die  Fläche  4  äusserst  mangelhaft  gebildet.  Das  obere 
Ende  läuft  infolge  der  Zusammensetzung  in  mehrere  Spitzen  aus; 
das  untere  Ende  besitzt  noch  grössere  Theile  der  beiden  auf  die 
Kanten  (6.1)  und  (2.3)  aufgesetzten  Rhomboederflächen;  an  Stelle 
der  dritten  findet  sich  eine  Bruchfläche. 

Beim  Erkalten  sind  die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  negativ; 
die  Seitenflächen  zeigen  positive  Spannung,  mit  Ausnahme  der  Fläche  5 
und  des  anUegenden  Stückes  der  Fläche  6. 

Krystall  Nr.  2.  Der  Nr.  2  Taf.  I.  abgebildete  Krystall  besteht 
aus  zwei  Individuen  A  und  £,  deren  Hauptaxen  gegen  einander  ge- 
neigt sind.  In  der  Zeichnung  sind  nur  die  an  dem  Krystall  A  sicht- 
baren Flächen  abgebildet.  An  A  sind  beide  Enden  ziemlich  gut  aus- 
gebildet, von  den  Prismenflächen  sind  nur  die  Flächen  1 ,  2  und  zum 
Theil  3  vorhanden;  an  Stelle  der  Flächen  4  und  5  findet  sich  eine 
unebene,  durch  Anliegen  in  ihrer  Ausbildung  gehemmte  Fläche,  welche 
auch  über  das  Individuum  B  hinweggeht. 

Die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  des  Individuums  A  sind  wie 
bei  dem  vorhergehenden  Krystalle  negativ;  die  gut  ausgebildeten 
Seitenflächen  zeigen  positive,  die  in  ihrer  Bildung  gehemmte  Fläche 
dagegen  wieder  negative  Spannung. 

Krystall  Nr.  3.  In  Nr.  3  Taf.  U.  ist  das  Netz  dieses,  Herrn 
Baron  von  Seher-Thoss  gehörigen  Krystalles  gezeichnet.  Das  obere 
Ende  ist  ziemlich  gut  ausgebildet;  das  untere  zeigt  noch  grössere 
Stücke  von  zwei  Rhomboederflächen,  ist  aber  in  dem  übrigen  Theile 
in  zahlreiche  Spitzen  aufgelöst.  Unten  an  der  Fläche  5  hat  der  Kry- 
stall angesessen,  und  es  liegt  daselbst  noch  eine  kleine  Kalkspath- 
masse  mit  blätterigem  Durchgange. 

Die  Enden  der  Hauptaxe  sind  negativ,  jedoch  verhalten  sich 
am  oberen  Ende  die  drei  Rhomboederflächen  nicht  in  gleicher  Weise ; 
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auf  der  Rhomboederfläche  über  der  Kante  (5 .  6)  zeigt  sich  bereits  in 
der  linken  unteren  Hälfte  die  positive  Spannung.  Auf  den  Prismen- 
flachen  waltet  zwar  die  positive  Spannung  vor,  doch  zieht  sich  über 
die  Fläche  2  die  negative  Spannung  vom  unteren  Ende  aus  an  Stärke 
abnehmend  nach  oben,  und  über  die  Fläche  3  vom  oberen  Ende 
aus  abnehmend  nach  unten.  Es  bildet  sich  gewissermassen  ein  seit- 
licher Gegensatz  zwischen  den  Kanten  (2 . 3)  und  (5 . 6)  aus,  der 
möglicherweise  durch  die  unten  auf  5  erfolgte  Anwachsung  bedingt 
sein  könnte. 

Kry stall  Nr.  4.  Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum 
gehörige  Krystall  Nr.  4  Taf.  II.  zeigt  das  obere  Ende  ziemlich  gut 
ausgebildet;  das  untere  Ende  ist  verbrochen,  trägt  aber  noch  Reste 
von  Rhomboederflächen. 

Am  oberen  Ende  sind  die  Rhomboederflächen  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negativ,  lind  es  verbreitet  sich  die  negative  Spannung 
auch  über  die  anliegenden  Ränder  mehrerer  Prismenflächen,  die 
ganz  oder  in  ihrem  grössten  Theile  positiv  sind,  jedoch  mit  Ausnahme 
der  Fläche  1,  wo  die  positive  Polarität  nur  in  der  Mitte  erscheint. 
Das  untere  Ende  zeigt  theils  negative,  theils  positive  Spannung. 

Krystall  Nr.  5.  Der  Herrn  Baron  von  Seher-Thoss  gehörige 
Krystall  Nr.  5  Taf.  II.  trägt  nur  am  oberen  Ende  Rhomboederflächen, 
am  unteren ,  wo  er  angewachsen  gewesen,  ist  er  verbrochen.  Die 
vorhandenen  Theile   der  Seitenflächen   sind  ziemlich  gut  ausgebildet. 

Das  obere  Ende  der  Hauptaxe  ist  negativ,  jedoch  findet  sich 
auf  der  einen  Rhomboederfläche  nur  oben  negative  Spannung,  wäh- 
rend der  mittlere  und  untere  Theil,  ebenso  wie  die  darunter  liegende 
Prismenfläche  3  unelektrisch  erscheint.  Die  übrigen  Prismenflächen 
sind  mit  Ausnahme  der  Fläche  1  positiv.  Das  untere  verbrochene 
Ende  zeigt  positive  Spannung. 

Krystall  Nr.  6.  Der  Krystall  Nr.  6  Taf.  H.  gehört  der  Frei- 
berger  Sammlung  und  ist  nur  am  oberen  Ende  ausgebildet,  am  unteren 
verbrochen.    Die  Seitenflächen  sind  meistens  sehr  mangelhaft  gebildet. 

Die  Rhomboederflächen  am  oberen  Ende  zeigen  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negative  Spannung,  die  sich  auch  noch  über  die  an- 
liegenden Ränder  der  Prismenflächen  verbreitet.  Die  Prismenflächen 
sind  auf  ihrem  grössten  Theile  positiv,  ebenso  das  untere  verbrochene 
Ende. 
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Kry  stall  Nr.  7.  Dieser  ebenfalls  der  Freiberger  Sammlung 
entlehnte  Krystall  Nr,  7  Taf.  II.  ist  nur  am  oberen  Ende  gut  ausge- 
i>ildet;  eine  Streifbng  der  Rhomboederflächen  — 2/t  rührt  von  einer 
oscillatorischen  Combinalion  derselben  ipit  einem  Rhomboeder  dritter 
Ordnung  her,  welches  die  links  von  den  Seitenkanten  liegenden 
Durchschnittskanten  von  —  2  Jß  und  oo  P2  abstumpft.  Das  untere 
Ende  ist  theils  von  einem  Bruche  begrenzt,  theils  finden  sich  daselbst 
noch  kleine  Reste  einer  Rhomboederfläche,  und  eine  nach  R  ange- 
schlagene Durchgangsfläche.  Die  prismatischen  Seitenflächen  sind 
sehr  mangelhaft  gebildet. 

Das  obere  Ende  der  Hauptaxe  ist  negativ ;  ebenso  erscheint  auf 
dem  Durchgange  am  unteren  Ende  eine  schwache  negative  Spannung, 
während  die  daselbst  befindliche  Bruchfläche  positiv  ist.  Die  pris- 
matischen Seitenflächen  1,  5  und  6  sind  im  Ganzen  stark  positiv, 
und  es  verbreitet  sich  diese  positive  Spannung  auch  über  den  unteren 
und  mittleren  Theil  der  oberhalb  der  Kante  (5 . 6)  liegenden  Rhom- 
boederfläche ;  auf  den  Flächen  2  und  3  überwiegt  die  negative  Spannung, 
die  auf  der  Fläche  4  sogar  allein  und  in  ziemlicher  Stärke  sich  zeigt. 
Krystall  Nr.  8.  Am  oberen  Ende  dieses  Krystalles  (Nr.  8 
Taf.  II.)  ist  die  über  der  Kante  (1 . 2)  liegende  Rhomboederfläche  —  2  Ä 
vollkommener  ausgebildet  als  die  beiden  anderen,  auf  welchen  die 
Streifung  auf  eine  oscillatorische  Combination  mit  dem  beiiÄ  vorher- 
gehenden Krystalle  beschriebenen  Rhomboeder  dritter  Ordnung  hin- 
weist. Das  untere  Ende  ist  verbrochen ;  nur  an  der  Kante  (6.1)  liegt 
daselbst  noch  ein  kleiner  Rest  einer  Rhomboederfläche.  Die  Prismen- 
flächen 6,  1  und  2  sind  ziemlich  gut  ausgebildet;  auf  der  Fläche  3 
liegen  andere  kleine  Dioptase,  und  an  der  Stelle  von  4  und  5  findet 
sich  eine  Bruchfläche,  die  noch  theilweise  mit  kleinen  Kalkspath- 
massen  bedeckt  ist. 

Die  Rhomboederflächen  am  oberen  Ende  sind  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negativ;  diese  negative  Spannung  verbreitet  sich  auch 
von  hier  aus  auf  einen  mehr  oder  minder  grossen  Theil  der  Pris- 
menflächen, die  im  Übrigen,  ebenso  wie  die  an  Stelle  der  Flächen 
4  und  5  getretene  Bruchfläche,  positive  Elektricilät  zeigen.  Auch 
die  Bruchfläche  am  unteren  Ende  ist  positiv. 

Aus  der  Gesammtheit  der  vorstehenden  Beobachtungen  folgte 
dass   auf  einem    normal   gebildeten   Dioptaskrystalle   die  oberen  und 
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unteren  Rhomboederflächen  — %R  negative  Spannung  zeigen,  und 
dass  diese  je  nach  der  Länge  des  Krystalies  sich  noch  etwas  über 
die  anliegenden  Ränder  der  Prismenflächen  verbreitet.  Die  Prismen- 
flächen ooP2  sind  positiv. 

Für  das  öfter  auch  bei  anderen  Mineralien  des  hexagonaleo 
Systems  beobachtete  anomale  Verhalten  einzelner  Seitenflächen,  die 
also  beim  Dioptase  negativ  anstatt  positiv  erscheinen,  lässt  sich  aas 
der  äusseren  gegenwärtig  vorliegenden  Gestaltung  der  im  Vorher- 
gehenden beschriebenen  Krystalle  kein  allgemein  zutreffender  Grund 
entnehmen.  Eine  Bruchfläche  am  Ende  der  Hauptaxe,  die  nicht  all- 
zunahe dem  natürlichen  Ende  gelegen  hat,  erscheint  aber  stets  positiv. 

Strantianit. 

Die  in  der  Natur  vorkommenden  Krystalle  des  Strontianits  (kohlen- 
sauren Strontians)  sind  meistens  sehr  wenig  frei  ausgebildet;  einigei^ 
massen  hervorragende  Spitzen  finden  sich  an  den  Krystalldrusen  von 
Drensteinfurt,  und  drei  solche  abgebrochene  Köpfe  sind  zur  Be- 
stimmung des  thermoelektrischen  Verhaltens  dieses  Minerales  ver- 
wandt worden. 

Die  Strontianitkrystalle  von  Drensteinfurt ,  welche  zu  dem 
rhombischen  Systeme  gehören,  werden  seitlich  von  den  Flächen  oo  P 
und  ooPoo  begrenzt,  und  tragen  an  dem  oberen  Ende  kleine  Flächen 
von  Pyramiden  und  Brachydomen.  Übrigens  sind  die  einfach  er- 
scheinenden Krystalle,  ebenso  wie  die  entsprechenden  Aragonite, 
keine  einfachen  Individuen,  sondern  schliessen,  wie  am  oberen  Ende 
leicht  zu  erkennen  ist,  zahlreiche  Zwillingslamellen  ein.  Die  drei 
von  den  Drensteinfurter  Drusen  abgebrochenen  Spitzen  bestehen  aus 
mehreren  theils  in  paralleler,  theils  in  abweichender  Stellung  der 
Axe  verwachsenen  scheinbar  einfachen  Krystallen. 

Die  Krystalle  des  Strontianits  sind  mit  denen  des  Aragonits 
isomorph;  die  gleiche  Gestaltung  lässt  wohl  im  Allgemeinen  auch 
eine  gleiche  Vertheilung  der  bei  Temperaturänderungen  auftretenden 
Elektriciläten  erwarten,  wie  wir  ein  gleiches  Verhalten  früher  bei 
den  isomorphen  Krystallen  des  Apatits,  des  Pyromorphits  und  des 
Mimetesits  fanden*).     Durch    diesen    Umstand    wird    es,    trotz    der 

*)  Man  darf  wohl  nicht  wagen,  eine  gleiche  elektrische  Vertheilung  bei  gleich- 
gestalieten  Krystallen  als  strenge  Forderung   des  Isomorphismus  aufzustellen.     Die 
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grossen  Mängel  der  zur  Verfügung  stehenden  Rrystallbruchstücke, 
doch  möglich,  die  thermoelektrische  Vertheilung  auf  den  Strontianit- 
krystallen  festzustellen. 

Im  XV.  Bande  dieser  Abhandlungen  habe  ich  (S.  376)  die  elek- 
trische Vertheilung  auf  den  böhmischen  Aragonitkrystallen  angegeben : 
die  Flächen  ooP  sind  beim  Erkalten  positiv  mit  zunehmender  In- 
tensität nach  den  brachydiagonalen  Kanten  hin,  die  Flächen  ooPoo 
dagegen  negativ.  An  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegen  also 
die  positiven,  und  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  die  negativen 
Pole.  Je  nach  Ausdehnung  der  einzelnen  Flächen  und  Mangelhaftig- 
keit in  ihrer  Ausbildung  trfeten  in  der  zuvor  angegebenen  Verbrei- 
tung der  beiden  Elektritäten  Verschiebungen  und  Störungen  ein.  Das 
obere  ausgebildete  Ende  der  Hauptaxe  schien  positiv  zu  sein*); 
auf  den  am  unteren  Ende  liegenden  mehr  oder  weniger  unebenen 
Bruchilächen  fand  sich  theils  negative,  theils  positive  Elektricität 

Bei  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  der  drei  Bruchstücke 
von  Strontianit  wird  eine  solche  Regelmässigkeit,  wie  wir  sie  auf 
den  vollkommen  ausgebildeten  Aragoniten  beobachten,  im  Allgemeinen 
nicht  zu  erwarten  sein.  Auf  den  beiden  ersten  der  in  Nr.  i  und 
Nr.  2  Taf.  II.  in  vier  Ansichten  abgebildeten  Krystalle  zeigen  sich 
indess  noch  deutlich  die  beiden  an  den  Enden  der  Brachydiagonale 
liegenden  positiven,  sowie  die  beiden  an  den  Enden  der  Makro- 
diagonale liegenden  negativen  Pole,  während  bei  dem  dritten  (Nr.  3 
Taf.  II.)  der  eine  positive  Pol,  wohl  in  Folge  der  nicht  parallelen 
Verwachsung  zweier  Individuen,  nicht  hervortritt.  Die  freien  aus- 
gebildeten Enden  der  verticalen  Axe  sind  positiv;  jedoch  muss  für 
die  Wahrnehmung  dieser  positiven  Spannung  der  ganze  Krystall  bis 
auf  dieses  Ende  in  Kupferfeilicht  eingehüllt  sein,  weil  sonst  die  auf 
den  anstossenden  Theilen  der  Fläche  oo  Poo  befindliche  starke  nega- 
tive Spannung  die  Einwirkung  der  auf  dem  Ende  vorhandenen  posi- 


Doppelbrechung  des  Apatits  und  Pyromorphits  wird  optisch  negativ,  die  des  Mime- 
tesits  als  optisch  positiv  angegeben.  Wenn  nun  bei  so  nahe  verwandten  Kry- 
stallen  wie  Pyromorphit  und  Mimetesit  der  Charakter  der  Doppelbrechung  sich 
ändert,  so  könnte  wohl  auch  bei  isomorphen  Krystallen  die  thermoelektrische  Ver- 
theilung eine  Änderung  erleiden. 

*)  Bei  neuerdings  untersuchten  Aragoniten  von  pyramidaler  Form  wurde  das 
Ende  der  verticalen  Axe  stets  positiv  gefunden. 
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tiven  auf  den  genäherten  Platindraht  überwiegt,  und  das  Goldblätt- 
chen des  Elektrometers  zu  einem  negativen  Ausschlage  treibt.  Das 
untere  verbrochene  Ende  ist  ebenfalls  meistens  auf  seiner  ganzen 
Bruchflache  positiv. 

Die  Projectionen  Nr.  1  bis  3  sind  in  nattirlicher  Grösse  ge- 
zeichnet, und  die  einzelnen  Flachen  zum  Theil  mit  ihren  krystallo- 
graphischen  Zeichen  versehen.  Bei  dem  Bruchstücke  Nr.  3  war  die 
hintere  Seite  sehr  verletzt,  und  in  den  beiden  Individuen,  aus  denen 
es  vorzugsweise  bestand,  hatten  zwar  die  verticalen  Axen  eine 
parallele  Lage,  dagegen  lagen  die  Brachy-  und  Makrodiagonale  in 
beiden  nach  verschiedenen  Richtungen. 

WiÜktrii. 

Der  Witherit  (kohlensaurer  Baryt)  findet  sich  nur  selten  in  Kry- 
stallen,  die  zu  einer  thermoelektrischen  Untersuchung  geeignet  sind. 
Die  von  mir  dazu  verwandten  Krystalle  und  Bruchstücke  stammen 
von  Fallowfield  und  Hexham  in  Northumberland.  Sie  stellen  an- 
scheinend hexagonale  Pyramiden  dar.  Indess  gehören  die  Krystalle 
des  Witherits,  wie  dies  eine  optische  Prüfung  sofort  nachweist,  zu 
dem  rhombischen  Systeme,  und  sind  isomorph  mit  den  Krystallen 
des  Aragonits  und  Strontianits,  und  ebenso  des  im  nächsten  Ab- 
schnitte behandelten  Cerussits*). 

Die  zuvor  erwähnten  scheinbaren  hexagonalen  Pyramiden  wurden 
früher  als  eine  Combination  der  Gestalten  P  und  2Poo  betrachtet. 
Nach  Sönarmonf*^*)  besitzen  diese  Pyramiden  jedoch  eine  andere 
Zusammensetzung;  er  betrachtet  sie  als  Sechslinge,  in  welchen  die  ein- 
zelnen Individuen  sich  mit  dem  spitzen  Winkel  ihrer  Basis  an  einander 
gelegt  haben.     Die  Flächen   der   sechsseitigen  Pyramide  werden  ge- 

*)  Bei  den  vier  genannten  Mineralien  ist  das  Verhältniss  der  Brachydiagonale 
zur  Maicrodiagonale  und  zur  verticalen  Axe 

beim  Aragonit      0,6tiS  :  I  :  0,7207 

-  Slrontianit  0,6089  :  \  :  0,7«37 

-  Witherit      0,6949  :  i  :  0,7413 

-  Cerussit       0,6102  :  \  :  0,7238 

Der  stumpfe  Prismenwinkel  an  der  brachydiagonalen  Kante  beträgt  beim  Ara- 
gonit H6<>  10',  beim  Stronliauit  117^  19',  beim  Witherit  118^  30'  und  beim 
Cenissit  117*>  14'. 

*♦)   Annal.  de  chim.  et  de  phys.   3  Ser.    1854.  Bd.  41,  S.   63. 
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bildet  von  den  Flächen  2Poo  der  einzelnen  Individuen.  Diese  Zu- 
sanunensetzung  erwies  S^narmont  durch  die  optische  Untersuchung. 
Beim  Witherit  liegt  die  Ebene  der  optischen  Axen  im  brachydiago- 
nalen  Hauptschnitte;  mit  diesem  gehen  die  Mittelkanten  von  2Poo 
parallel,  und  mit  diesen  Kanten  fand  S^narmont  auch  die  Ebenen 
der  optischen  Axen  in  jedem  Sextanten  parallel,  wie  dies  in  Fig.  A 
Taf.  II.  dargestellt  ist,  wo  die  in  die  einzelnen  Sextanten  einge- 
zeichneten, an  ihren  Enden  mit  kleinen  Pfeilen  versehenen  Linien 
die  Lage  jener  Ebene  angeben. 

Mit  dieser  Auffassung  ist  jedoch  die  Beschaffenheit  der  schein- 
baren Pyramidenflache  4  des  Krystalles  Nr.  1  (auf  Taf.  II.  Nr.  1  in 
halber  Grösse  abgebildet)  wohl  nicht  völlig  im  Einklänge.  Der  Kry- 
stall  ist  ursprünglich  auf  der  Seite  der  Flache  4  angewachsen  ge- 
wesen, und  gegenwartig  daselbst  durch  eine  grosse  Bruchfläche  be- 
grenzt. Oberhalb  dieser  Bruchfläche  ist  aber  noch  ein  kleiner  Theil 
ä  der  scheinbaren  Pyramidenfläche  4  erhalten,  und  auf  diesem  als 
Kryslallfläche  ausgebildeten  Theile  liegt  ein  flacher  einspringender 
Winkel,  in  dessen  Grunde  eine  kammförmige  Naht  sichtbar  wird. 

Diese  Bildung  würde  sich  vollständig  erklären,  wenn  wir  den 
vorliegenden  Krystall  nicht  aus  sechs,  sondern  aus  sieben  Individuen 
zusammengesetzt  betrachten.  Nehmen  wir  z.  B.  ein  Prisma  mit  dem 
Winkel  von  H8®  30'  am  Ende  der  Brachydiagonale,  also  mit  dem 
spitzen  Winkel  von  61^  30'  an  den  Enden  der  Makrodiagonale,  und 
lassen  um  den  Scheitel  dieses  Winkels  als  Mittelpunkt  sich  jederseits 
drei  eben  solche  Individuen  mit  ihrem  spitzen  Winkel  anlegen,  so 
entsteht,  wenn  wir  die  äussere  Hälfte  eines  jeden  Individuums  mittelst 
einer  durch  die  Brachydiagonale  gelegten  Ebene  abschneiden,  eine 
Art  Sechseck,  auf  dessen  einer  Seite  sich  jedoch  ein  einspringender 
Winkel  von  189®  findet.  Diesem  einspringenden  Winkel  würde  der 
auf  der  Fläche  4  vorhandene  einspringende  Winkel  entsprechen. 

Die  beschriebene  Bildung  erklärt  nun  auch  die  thermoelektrische 
Vertheilung.  Beim  Aragonit  und  Strontianit  liegen  an  den  Enden 
der  verticalen  Axe  und  der  Brachydiagonale  beim  Erkalten  positive, 
an  den  Enden  der  Makrodiagonale  aber  negative  Pole.  An  den 
scheinbar  hexagonalen  Pyramiden  des  Witherits  treten  nur  die  Enden 
der  verticalen  Axe  und   die  an   den  Enden  der  Makrodiagonale  lie- 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


27]  Elektrische  Untersuchungen.  575 


Cerassit  (WeissUeien)« 

Wie  bereits  oben  erwähnt,  sind  die  Krystalle  des  Cerussits 
(kohlensauren  Bleioxyds]  mit  denen  des  Aragonits,  Strontianits  und 
Witherils  isomorph.  Unter  den  verschiedenen  von  mir  auf  ihr  thermo4 
elektrisches  Verhalten  geprüften  Cerussitkrystallen  ist  es  mir  nur 
gelungen,  auf  den  Krystallen  von  Wolfach  in  Baden  bei  Temperatur- 
änderungen elektrische  Spannungen  und  zwar  in  ziemlicher  Stärke 
wahrzunehmen. 

Der  Nr.  1  Taf.  II.  in  nattlrlicher  Grösse  dargestellte  und  der 
hiesigen  Universitätssammlung  gehörige  Krystall  ist  an  dem  unteren 
Ende  sehr  unvollkommen  ausgebildet;  seine  Flächen  sind  sehr  stark 
glänzend  (Demantglanz).  Der  Krystall  gleicht  in  seiner  Gestalt  voll- 
ständig den  im  vorhergehenden  Abschnitte  beschriebenen  Witherit- 
krystallen;  er  bildet  also  eine  anscheinend  hexagonale  Pyramide,  die 
bisher  als  eine  Combination  von  P  und  2  JPoo  betrachtet  worden  ist. 

Wie  aus  den  in  die  Zeichnung  des  Netzes  eingetragenen  elek- 
trischen Spannungen  hervorgeht,  gleicht  er  auch  in  der  elektrischen 
Vertheilung  dem  Witherit;  die  Enden  der  verticalen  Axe  sind  posi- 
tiv, die  Mittelkanten  und  die  grössten  Theile  der  pyramidalen  Flächen 
negativ;  jedoch  tritt  auf  mehreren  Eckpunkten  der  Basis  und  einem 
Theile  der  Polkanten  wieder  positive  Spannung  auf;  auf  den  anderen 
Eckpunkten  der  Basis  ist  entweder  keine  Elektricität  oder  eine  sehr 
schwache  negative  wahrzunehmen.  Diese  Vertheilung  ist  nur  erklär- 
lich, wenn  wir  den  vorliegenden  Krystall,  ebenso  wie  die  Witherite, 
als  einen  Sechsling  auffassen,  in  welchem  die  sechs  Individuen  sich 
mit  dem  spitzen  Winkel  der  Basis  aneinander  gelegt  haben.  Die 
scheinbaren  Pyramidenflächen  sind  also  die  Flächen  2  JPoo  der  ein- 
zelnen Individuen,  welche,  weil  sie  am  Ende  der  Makrodiagonale 
liegen,  negativ  sein  müssen.  In  den  Eckpunkten  der  Basis  und  in 
den  Polkanten  treten  gewissermassen  noch  Durchschnitte  der  zur 
Brachydiagonale  gehörigen  Flächen  an  die  Oberfläche,  und  erzeugen 
daher  an  mehreren  dieser  Stellen  positive  Spannung. 
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BmU«8. 

Die  Krystalle  des  Euklases  gehören  zum  monoklinischen  Systeme; 
der  schiefe  Axenwinkel  beträgt  79^  44',  und  das  Yerhältniss  der 
Hauptaxe  zur  Klinodiagonale  und  zur  Orthodiagonale  ist  1  :  0,97135 
•3,00086: 

Auf  den  von  mir  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  unter- 
suchten Krystallen  fanden  sich  folgende  Flachen:  verticale  Prismen 
ooP,  oo^9  und  oo:P2,  Klinopinakoid  ooJ?oo,  Hemipyramiden  —  P, 
—  2J?2,  —  4:P4  und  -f-3:P3.  Ausserdem  waren  bei  einem  Kry- 
stalle noch  die  Kanten  zwischen  ooP  und  — P,  sowie  von  ooiP2 
und  — 2J?2  durch  sehr  schmale  Flächen  abgestumpft.  Parallel  mit 
oo-Poo  ist  der  Euklas  sehr  vollkommen  spaltbar. 

Der  Euklas  ist  chemiscli  eine  Verbindung  von  41,2  Kieselsäure, 
36,2  Thonerde,  17  Beryllerde  und  6,2  Wasser.  Dieser  letzte  Be- 
standtheil  war  lange  unbekannt,  und  ist  erst  durch  Damour's  Ana- 
lysen nachgewiesen  worden.  Geringe  Beimengungen  von  Eisen  be- 
dingen die  öfter  vorhandene  grünliche  Färbung.  Der  Euklas  gehört 
zu  den  seltensten  Mineralien;  man  kennt  nur  zwei  Fundorte:  1)  Gapao 
und  Boa  vista  in  der  Nähe  von  Villa  Rica  in  Brasilien,  wo  er  in 
Talk  und  Glimmerschiefer,  die  dort  als  Lager  im  Thonschiefer  auf- 
treten, zusammen  mit  Bergkrystall,  Topas  und  Steinmark  vorkommt, 
und  2)  die  Goldseifen  des  Kaufmanns  Bakakin  in  der  Nähe  des 
Flusses  Sanarka  im  Gouvernement  Orenburg. 

Bei  der  grossen  Seltenheit  des  Euklases  standen  mir  nur  wenige 
aus  Brasilien  stammende  Krystalle,  und  diese  zum  Theil  in  sehr  ver- 
brochenem Zustande  zu  Gebote;  sie  haben  aber  doch  genügt,  um 
die  Vertheilung  der  Elektricität  festzustellen. 

Auf  der  beifolgenden  Tafel  habe  ich  dieselben  in  zwei  Ansichten 
(A  und  jß),  wobei  der  klinodiagonale  Hauptschnitt  auf  den  Be- 
schauer zugewandt  ist,  abgebildet,  und  die  beim  Erkalten  beob- 
achteten elektrischen  Spannungen  in  die  Zeichnungen  eingetragen. 

Kry stall  Nr.  1.  Der  schöne  Krystall  von  graugrUnl icher  Fär- 
bung gehört  der  Freiberger  Sammlung.  Er  zeigt  die  Flächen  von 
ooP,  oo:P9,  oo#2,  — P,  — 2#2,  — 4J?4,  -f  3J?3  und  ausserdem 
noch  sehr  schmale  Abstufungen  der  Kanten  von  ooP  und  — P,  so- 
wie  von  oo:P2  und  — 2J?2.     Die   Prismenflächen  sind   mehr  oder 
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weniger  breit  gestreift.  Am  unteren  Ende  ist  er  io  einer  gegen  die 
verticale  Axe  ziemlich  senkrechten  Fläche  abgebrochen.  Im  Sonnen- 
und  Lampenlichte  zeigen  sich  im  Innern  Spiegelungen  durch  kkfing 
mit  dem  vollkommensten  Durchgange  parallele  Flächen^). 

.In  Nr.  1  Taf.  II.  ist  der  Krystall  in  zwei  Projectionen  A  und  Ä 
in  natürlicher  Grösse  abgebildet.  Die  Linie  C  stellt^  die  eine  am  Ende^ 
der  Orthodiagonale  liegende  Seitenkante,  D  die  Bruchfläche  am  un- 
teren Ende  dar. 

Aus  den  auf  diesem  Krystalle  beobachteten  elektrischen  Span-= 
nungen  lässt  sich  ein  Schluss  auf  die  an  einem  ringsum  ausgebildeten 
Euklase  auftretende  elektrische  Vertheilung  machen.  Die  Enden  der 
verticalen  Axe  und  der  Klinödiagonale  sind  beim  Erkalten,  positiv, 
die  Enden  der  Orthodiagonale  aber  negativ.  Der  Euklas  gleicht  also 
in  seiner  elektrischen  Vertheilung  dem  Gypse**),  mit  welchem  er 
auch    in  Betreff  seines   vollkommensten   Durchganges   Übereinstimmt. 

Bei  dem  vorliegenden  am  unteren  Ende  verbrochenen  Krystalle 
ist  diese  normale  Vertheilung  durch  den  Bruch  gestört;  wie  ich 
schon  beim  Topas  und  anderen  Krystallen  gezeigt  habe,  nimmt  die 
BruchflUche  am  unteren  Ende,  wenn  sie  von  dem  natürlichen  unteren 
Ende  etwas  weit  absteht,  nicht  positive,  sondern  negative  Polaritüt 
an.  Durch  diesen  Umstand  herrscht  in  der  unteren  Hälfte  der  Seiten- 
flächen die  negative,  in  der  oberen  die  positive  Spannung  vor.  Am 
oberen  ausgebildeten  und  am  unteren  verbrochenen  Ende  treten  starke 
elektrische  Erregungen  auf.  Wird  der  Krystall  bis  auf  eine  ortho- 
oder  klinödiagonale  Kante  in  Kupferfeilicht  eingehüllt  erhitzt,  so  zeigen 
beim  Erkalten  die  orthodiagonalen  Seitenkanten  überall  negative 
Spannung,  während  auf  den  klinodiagonalen  Seitenkanten  die  positive 
nur  in  dem  oberen  grösseren  Theile  erscheint. 

Krystall  Nr.  2.  Der  völlig  wasserhelle  Krystall  Nr.  2  gehört 
ebenfalls  der  Freiberger  Sammlung  und  zeigt  fast  dieselben  Gestalten, 
wie  der  vorhergehende.  Am  unteren  Ende  ist  der  Krystall  ver- 
brochen; auf  der  linken  Seite  der  Orthodiagonale  wird  er  von  Haupt- 
durchgangsflächen  in   unebener  Weise  begrenzt.     In  Nr.  2   Taf.  II. 


*)  Um  die  Gefahr   des  Zerspringeos  zu  vermeiden,    sind   die  Euklaskrystalle 
höchstens  bis  zu  einer  Temperatur  von  85**  C.  erhitzt  worden. 
**)  Diese  Abhandl.  Bd.  XVIII.  S.   483. 
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A  und  B  sind  die  beiden  Ansichten  in  natürlicher  Grösse  gezeichnet, 
während  C  die  am  linken  Ende  der  Orthodiagonale  befindliche  Darch- 
gangsfläche  und  D  die  Bruchfläche  am  unteren  Ende  darstellt. 

Das  obere  Ende  der  verticalen  Axe  ist  stark  positiv,  das  ver- 
brochene untere  negativ,  wie  beim  vorhergehenden  Krystalle.  Auf 
der  am  rechten  Ende  der  Orthodiagonale  ausgebildeten  verticalen 
Kante  zeigt  sich  die  normale  negative  Spannung,  und  zieht  sich 
merkwürdigerweise  auch  noch  über  den  mittleren  Streifen  der  an- 
liegenden Fläche  — 4:iß4  hinauf.  Auf  dem  an  der  linken  Seite  der 
Orthodiagonale  befindlichen  mit  ooißoo  parallelen  Durchgange  C  tritt 
oben  positive,  unten  negative  Elektricität  auf. 

Kr y stall  Nr.  3.  Der  von  Capao  bei  Villa  Rica  stammende 
Krystall  gehört  der  hiesigen  Universitätssammlung.  In  Nr.  3  Taf.  II.  sind 
A  und  B  die  beiden  oben  beschriebenen  Ansichten.  Er  ist  nur  auf 
dem  rechten  Theile  der  Orthodiagonale  ausgebildet,  und  zeigt  daselbst 
auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  blos  die  Prismenflächen  ooj?2. 
Am  oberen  Ende  wird  der  Krystall  von  sehr  unvollkommen  gebil- 
deten Krystallflächen  C  begrenzt;  am  unteren  Ende  D  liegt  eine 
Bruchfläche,  aber  neben  dieser  finden  sich  noch  geringe  Reste  von 
Pyramidenflächen;  ein  Beweis,  dass  der  Bruch  nicht  allzuweit  von 
dem  natürlichen  Ende  absteht.  Auf  der  linken  Seite  der  Orthodia- 
gonale trägt  der  Krystall  eine  sehr  vollkommene  Durchgangsfläche  E. 

Das  obere  Ende  zeigt  positive  Spannung;  ebenso  die  Brucb- 
fläche  am  unteren  Ende,  da  sie  nicht  weit  vom  natürlichen  Ende  ab- 
steht. Die  durch  eine  schmale  Fläche  oo^Poo  abgestumpfte  rechte 
orthodiagonale  Seitenkante  ist  negativ,  dagegen  erscheint  die  Durch- 
gangsfläche auf  der  linken  Seite  E  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  po- 
sitiv. 

Krystall  Nr.  4.  Das  ebenfalls  der  hiesigen  mineralogischen 
Sammlung  gehörige  Bruchstück  Nr.  4  Taf.  IL  ist  links  und  rechts 
von  zwei  breiten  mit  oo^ßoo  parallelen  Durchgangsflächen  C  und  D 
begrenzt.  Auf  dem  vorderen  und  hinteren  Rande  A  und  B  finden 
sich  Reste  der  gestreiften  Prismenflächen  ooP  und  oo:P2.  Oben  an 
der  rechts  gelegenen  Durchgangsfläche  D  zeigen  sich  auch  Theile 
von  Pyramidenflächen,  wie  überhaupt  das  obere  Ende  von  sehr 
mangelhaft  gestalteten  Krystallflächen  begrenzt  wird.  Das  untere 
Ende  ist  schief  abgebrochen. 
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Das  obere  Ende  zeigt  beim  Erkalten  positive,  das  untere  nega- 
tive Elektricität.  Die  Seitenflachen  sind  in  den  oberen  Theilen  po- 
sitiv, in  den  unteren  negativ ;  auf  dem  vorderen  Rande  A  zieht  sich 
diese  negative  Polarität  vom  unteren  Ende  aus,  wenn  auch  in  ab- 
nehmender Stärke,  bis  zum  oberen. 

Krystallbruchstück  Nr.  5.  (Nr.  5  Taf.  II.)  Von  der  rechten 
Seite  D  des  Krystalles  Nr.  4  hatte  sich  ein  0,7  mm  dickes  Blättchen, 
parallel  dem  Hauptdurchgange,  abgelöst.  Trotz  seiner  Kleinheit  konnte 
doch  die  elektrische  Vertheilung  bestimmt  werden.  Die  Seitenflächen 
gleichen  darin  der  Fläche  des  vorhergehenden  Krystalles,  von  wel- 
cher das  Blättchen  abgesprungen  war.  Das  obere  Ende  ist  positiv, 
das  untere  negativ. 

Man  sieht,  wie  durch  die  Verletzung  eines  Krystalles  seine  elek- 
trische Vertheilung  geändert  wird.  Hätte  man  nur  dieses  kleine 
Bruchstück  untersucht,  so  würde  man  dem  Euklase  jedenfalls  eine 
mit  der  Hauptaxe  polare  elektrische  Axe  zuschreiben. 

Krystall  Nr.  6.  Das  in  Nr.  6  Taf.  II.  ebenfalls  in  natürlicher 
Grösse  abgebildete  Bruchstück  bildet  nur  einen  Theil  der  rechten 
Hälfte  eines  Krystalles.  Auf  der  vorderen  Seite  A  findet  sich  eine 
Fläche  von  oo:P2,  die  aber  oben  bei  a  verbrochen  ist,  und  ein 
Rest  einer  Fläche  ooP;  die  hintere  Seite  B  zeigt  nur  eine  Fläche 
ooß2,  über  welcher  eine  Fläche  3  #3  (ß)  liegt.  Auf  der  linken 
Seite  wird  der  Krystall  von  einem  sehr  ebenen  Hauptdurchgange  C 
begrenzt;  über  ihm  liegt  noch  eine  kleine  Bruchfläche  f.  Das  untere 
Ende  D  ist  schief  abgebrochen. 

Die  Flächen  ooJ?2  und  +3J?3  sind  negativ,  die  Bruchflächen 
am  oberen  und  unteren  Ende,  sowie  die  Hauptdurchgangsfläche  aber 
positiv. 

Titaiit  (Sphei). 

Die  Krystalle  des  Titanits  gehören  zum  monoklinischen  Systeme; 
der  Winkel  zwischen  der  verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale 
misst  85**  22'.  Das  Verhältniss  der  Klinodiagonale  zur  Orlhodiago- 
nale  und  zur  verticalen  Axe  ist  0,i272  ;  1  :  0,6575. 

Eine  sehr  häufig  vorkommende  Combination  (Nr.  1  bis  Nr.  6 
Taf.  II.)  wird  gebildet  durch  die  schiefen  Endflächen  OP,  durch  die 
Flächen   des  verticalen  Prismas  ooP  und    die  Flächen    der   beiden 
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Orthodomen  -Poo  und  ^-Poo.  Die  Flächen  des  letztgenannten  Ortho- 
domas  ^-Poo  haben  meist  eine  beträchtliche  Grösse,  während  die 
Flächen  ooP  sehr  niedrig  sind,  so  dass  die  Krystalle  mehr  oder 
weniger  dünne  Tafeln  bilden. 

Zu  den  genannten  Flächen  treten  öfter  noch  hinzu  die  Flächen 
des  verticalen  Prismas  ooJ?3,  sowie  die  Flächen  der  Hemipyramiden 
|J?2  und  iJ?4. 

Bei  manchen  Krystallen  (Nr.  7  bis  Nr.  1 3  Taf.  IL  und  III.)  über- 
treffen die  Flächen  4j?4  an  Grösse  die  Flächen  ooP.  Bisweilra 
dehnen  sie  sich  soweit  aus,  dass  die  Flächen  ooP  ganz  verschwin- 
den; der  Krystall  bildet  dann  ein  schiefliegendes  Prisma,  das  be- 
sonders deutlich  hervortritt,  wenn  die  Breite  des  Krystalles  sich  so- 
weit verringert,  dass  die  Flächen  ^oo  nur  noch  als  sehr  schmale 
Abstumpfungen  der  im  klinodiagonalen  Hauplschnitte  liegenden,  von 
den  Flächen  i-Pi  gebildeten  Kanten  erscheinen,  wie  bei  den  Fig.  10 
und   11   Taf.  III.  dargestellten  Individuen. 

Sehr  häu6g  finden  sich  Zwillingskrystalle  und  zwar  ist  die  Nor- 
male auf  der  schiefen  Endfläche  OP  die  Zwillingsaxe ;  die  beiden 
Individuen  sind  entweder  nur  aneinander  oder  auch  durcheinander 
gewachsen.  Die  an  den  einzelnen  Individuen  auftretenden  Krystali- 
formen  sind  gewöhnlich  OP,  i^Poo,  ^oo,  ooP  und  iP2. 

Beide  genannten  Arten  von  Zwillingen,  sowohl  die  nur  anein- 
ander als  auch  die  durcheinander  gewachsenen,  erhalten  ein  ver- 
schiedenes Aussehen,  je  nachdem  die  Flächen  ^^oo  noch  in  ziem- 
licher Grösse  auftreten  oder  durch  die  Flächen  f  :P2  fast  oder  auch 
ganz  verdrängt  werden. 

Nr.  16  Taf.  III.  stellt  einen  Zwilling  dar,  dessen  beide  Indivi- 
duen nur  an  einander  gewachsen  sind,  und  der  noch  ziemlich,  grosse 
Flächen  i^Poo  trägt.  Beim  ihm  bilden  die  Flächen  ^oo  der  beiden 
Individuen  auf  der  hinteren  Seite  C  einen  einspringenden  Winkel  (Rinne) 
yon  120®  34';  auf  der  vorderen  Seite  dagegen  schneiden  sich  die 
Flächen  ^Poo  in  einer  Kante  ab  von  78»  34'. 

Bei  den  Gontactzwillingen  Nr.  1 8  bis  Nr.  22  haben  die  Flächen 
f  J?2  die  Flächen  i^Poo  fast  oder  gänzlich  verdrängt. 

Siüd  bei  den  Durchwachsungszwillingen  die  Flächen  i^Poo  noch 
ziemlich  gross,  die  Flächen  f:P2  aber  nur  klein,  so  entstehen  die  in 
Nr.  24   bis   Nr.  27   abgebildeten   Formen.     Dieselben  besitzen   zwei 


Digitized  by 


Google 


33]  Elektrische  üntersuchiingen.  581 

Paare  einspringender  Winkel;  oben  und  unten ^)  zwischen  den  Flächen 
OP  einen  von  den  Flächen  ^-Poo  der  beiden  Individuen  gebildeten 
Winkel  von  101^  26',  und  vorn  und  hinten  einen  von  den  Flächen 
J?(X)  gebildeten  von  120"  34'.  Die  auf  der  oberen  und  unteren  Seile 
liegende  Furche  verläuft  parallel  mit  der  Orthodiagonale. 

Wenn  dagegen  bei  den  beiden  Individuen  die  Flächen  ^-Poo 
zurücktreten,  und  dafür  die  Flächen  J  :P2  sich  stärker  entwickeln, 
so  entsteht  ein  Durchkreuzungszwilling,  bei  welchem  die  Furche  auf 
der  oberen  und  unteren  Seite  mit  der  Richtung  der  Orthodiagonale 
einen  Winkel  von  ungefähr  45®  bildet,  wie  in  Fig.  29,  30  und  31.  An 
dem  rechten  und  linken  Rande  liegen  die  orthodiagonalen  Kanten  der 
Hemipyramide  |^:P2,  und  die  Furchen  auf  der  oberen  und  unleren 
Seite  werden  durch  das  Zusammenstossen  der  Flächen  ^P^  gebildet. 
Bei  den  meisten  Zwillingen  dieser  Art  liegt  oben  der  hintere  Kry- 
stall  rechls,  der  vordere  links,  so  dass  die  Furche  auf  der  oberen 
Seite  von  links  hinten  nach  rechts  vorn  verläuft**).  Auf  der  vor- 
deren und  hinteren  Seite  liegen  dia  von  den  Flächen  Poo  gebildeten 
einspringenden  Winkel. 

Bei  der  Untersuchung  von  aus  der  Schweiz  stammenden  Tita- 
nilen  bemerkte  Hauy,  dass  diese  Kryslalle  auf  der  einen  Seite 
Flächen  trugen,  welche  auf  der  anderen  fehlten,  und  vermuthete  da- 
her, dass  diese  Krystalle  durch  Temperaturänderungen  elektrisch 
werden  würden.  Er  fand  in  der  That  auch  an  ihnen  bei  dem  nach 
Erhitzung  in  einer  Flamme  eintretenden  Erkalten  eine  elektrische 
Spannung,  die  jedoch  nur  schwach  war,  so  dass  er  hinzufügt: 
»11  fallait  avoir  envie  de  la  trouver  pour  Tapercevoir;  mais  son  exi- 
stance  est  incontestable«.  Die  Lage  der  elektrischen  Pole  vermochte 
er  nicht  zu  bestimmen.  Er  beobachtete  überhaupt  das  Auftreten  der 
Thermoelektricität  nur  an  gewissen  Titaniten,  und  brachte  dasselbe  mit 
der  von  ihm  angegebenen  asymmetrischen  Bildung  in  Beziehung^* ^). 


*)  Wenn  wir  den  Krystall  auf  eine  Flache  OP  gelegt  denken,  heisse  A  die 
obere,  B  die  unlere  Seite,  C  die  hintere,  D  die  vordere,  E  (Nr.  28  bis  31)  der 
linke  und  F  der  rechte  Rand. 

**)  Nur  bei  einem  einzigen  Zwillinge  fand  ich   die  Lage  entgegengesetzt,  und 
die  Furche  verlief  von  rechts  hinten  nach  links  vorn. 

***)  Hauy,  Traite  de  mineral.  II.  Edit.  Bd.  IV.  S.  36.     Ich  habe  an  den  sehr 
zahlreichen   von  mir    untersuchten    Krystallen  keine    hemimorphe  Bildung  wahrge- 
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In  meiner  Habilitationsschrift*)  habe  ich  im  Jahre  1840  eioe 
Untersuchung  sowohl  der  einfachen  Titanitkrystalle,  als  auch  der 
Zwillinge  in  Bezug  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  veröffeol- 
licht,  und  die  Lage  von  vier  elektrischen  Polen  angegeben.  Bei 
den  einfachen  Titanitkrj  stallen  entdeckte  ich  zwei  sich  kreuzende 
elektrische  Axen,  welche  die  für  damals  besondere  Merkwürdig- 
keit darboten,  dass  jede  an  ihren  beiden  Enden  dieselbe  elektrische 
Polarität  besass.  Die  bei  der  Abkühlung  an  beiden  Enden  positive 
Axe  fand  ich  zwischen  den  beiden  Flächen  OP  oder  zwischen  den 
beiden  von  OP  und  |-Poo  gebildeten  Kanten;  die  beim  Erkalten  an 
beiden  Enden  negative  zwischen  den  beiden  Flächen  -Poo  oder  den 
beiden  von  J  Poo  und  Poo  gebildfeten  Kanten. 

Bei  Zwillingskrystallen,  auf  welchen  sich  sehr  starke  elektrische 
Spannungen  entwickelten,  beobachtete  ich  ferner  in  einzelnen  Polen 
eine  Umkehrung  der  elektrischen  Polarität  in  höheren  Temperaturen, 
während  ich  eine  solche  bei  den  weniger  stark  elektrischen  ein- 
fachen Krystallen,  an  welchen  die  Versuche  angestellt  wurden,  mit 
den  damaligen  Hülfsmitteln  nicht  nachweisen  konnte. 

Riess  und  G.  Rose  erwähnen  in  ihrer  Abhandlung  über  die 
Pyroelektricität  der  Mineralien*"^)  nur,  dass  drei  von  ihnen  unter- 
suchte Titanitkrystalle  bei  Temperaturänderungen  elektrische  Span- 
nungen gezeigt  haben.  Die  Lage  der  elektrischen  Pole  wurde  von 
ihnen  nicht  bestimmt,  weil  die  benutzten  Krystalle  aus  zwei  durch- 
wachsenen Individuen  bestanden.  Eine  Umkehrung  der  Polaritäten 
bei  höheren  Temperaturen  vermochten  sie  nicht  wahrzunehmen. 

Da  mir  für  meine  früheren  Beobachtungen  nur  eine  sehr  ge- 
ringe Anzahl  von  Titaniten  zur  Verfügung  stand,  so  habe  ich  mich 
fortwährend  bemüht,  für  eine  umfassende  Untersuchung  des  thernio- 
clektrischen  Verhaltens  dieses  Minerales  brauchbare  Krystalle  zu  er- 
langen, und  es  ist  mir  dies  auch  in  dem  langen  Zeiträume  von  vier- 
zig Jahren  gelungen,  so  dass  ich  mit  Zuhülfenahme  der  von  be- 
freundeten Collegen  geliehenen  Individuen  in  den  Stand  gesetzt 
worden  bin,  das  zuvor  bezeichnete  Ziel  zu  erreichen. 


nommen ;  auch  beweist  das  thermoelektrische  Verhallen,  dass  der  Tilanit  nicht  he- 
inimorph  ist. 

*)   Quaestionis  de  thermoelectricitate  pars  altera.      Halae  4  840.  S.    49. 
*■)    Abhandl.    d.    Berl.    Aliad.    1843.   S.    35. 
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A.      Thermoelektrisches    Verhailen     der    Titanitkrystalle 
nach  einer  Erhitzung  bis  100^  C. 

Ich  habe  bereits  erwähnt,  dass  bei  meinen  früheren  Unter- 
suchung an  Zwinigskrystallen  eine  Umkehrung  der  elektrischen  Po- 
laritäten in  höheren  Temperaturen  beobachtet  wurde.  Dieselbe  ist 
jedoch,  wie  ich  auch  damals  schon  vermuthete,  nicht  auf  die  Zwillings- 
krystalle  beschränkt,  sondern  tritt  auch  an  einfachen  Individuen  auf. 
Es  erscheint  mir  indess  zweckmässig,  zunächst  die  elektrische  Ver- 
theilung  festzustellen,  wie  sie  auf  den  Titanitkrystallen  sich  zeigt, 
wenn  die  Temperaturänderungen  1 00*^  C.  nicht  überschreiten. 

a.    Einfache  Krystalle. 

Behufs  Darlegung  des  elektrischen  Verhaltens  der  einfachen  Ti- 
tanitkrystalle bilde  ich  auf  den  beifolgenden  Tafeln  eilf  einfache  Kry- 
stalle*) (Nr.  1  bis  Nr.  11,  Taf.  II.  und  Taf.  III.)  in  zwei  Projectionen 
und  zwei  (Nr.  12  und  Nr.  13  Taf.  III.)  in  ihren  Netzen  ab.  Die  Zeich- 
nungen sind  theils  in  natürlicher,  theils  in  doppelt  linearer  Grösse, 
wie  dies  durch  die  beigesetzten  Zeichen  1/1  und  2/1  angedeutet  ist, 
ausgeführt.  Die  ersten  eilf  Krystalle  sind  ringsum  ziemlich  voll- 
kommen ausgebildet,  die  beiden  letzten  (Nr.  12  und  13)  dagegen  an 
dem  oberen  Ende  verbrochen. 

Um  die  Flächen  in  den  Zeichnungen  in  möglichster  Grösse  er- 
scheinen zu  lassen,  habe  ich  die  Projectionen  A  und  B  für  die  Kry- 
stalle Nr.  1  bis  11  so  gewählt,  dass  die  Flächen  i^-Poo  mit  der  Ebene 
des  Papieres  parallel  liegen.  In  die  Projectionen  und  Netze  sind  die 
beim  Erkalten  beobachteten  elektrischen  Spannungen  eingetragen 
worden. 

Die  auf  den  Tafeln  abgebildeten  dreizehn  einfachen  Krystalle 
lassen  sich  ihrer  Form  nach  in  drei  Gruppen  theilen. 

Erste  Gruppe:  Nr.  1  bis  Nr.  6  Taf.  II.  Diese  Krystalle  wer- 
den vorzugsweise  von  den  Flächen  OP,  4  J^oo,  -Poo  und  ooP  be- 
grenzt, und  bilden  mehr  oder  weniger  niedrige  Tafeln.  Bei  den 
Kry stallen  Nr.  1  bis  4  erscheinen  ausserdem  die  Flächen  i{:P2,  und 
bei  Nr.  1   auch  noch  die  Flächen  4J?4  und  <x)*3**). 


*)   Untersucht   wurden  überhaupt  58  Titanitkrystalle^    von   denen  die  meisten 
allseitig  von  Krystallflächen  begrenzt  waren. 

**)  In  die  Zeichnungen  sind  nur  die  grösseren  Flächen  aufgenommen. 
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Die  Krystalle  Nr.  1  bis  4  haben  eine  durch  Chloritbeimengungen 
erzeugte  braungrünliehe  Färbung;  Nr.  5  und  6  sind  grauvveisslich, 
an  mehr  oder  minder  grossen  Stellen  der  Oberfläche  mit  Chloril 
überzogen. 

Zweite  Gruppe:  Nr.  7  bis  Nr.  11  Taf.  II  und  Taf.  III.  Die 
Krystalle  werden  begrenzt  von  den  Flächen  OP,  4^:Poo,  -Poo  und 
4P4;  bei  Nr.  10  und  11  treten  hiezu  noch  sehr  kleine  Flächen  von 
ooP  und  ooJ?3.  Die  Farbe  von  Nr.  7  bis  9  ist  weisslichgrau  mil 
mehr  oder  minder  starkem  Anfluge  von  Chlorit;  die  Krystalle  NrJO 
und  11  (Taf.  III.)  sind  graugrünlich,  und  auf  den  Flächen  4P4  und 
den  schmalen  Flächen  Poo  stark  glänzend,  während  die  Flächen 
0  P  und  ^-Poo  matt  erscheinen.  Die  beiden  letzten  Krystalle  Nr.  10 
und  11  stammen  von  Tavetsch,  während  für  die  übrigen  allgemein 
die  Schweiz  als  Fundort  angegeben  ist. 

Dritte  Gruppe:  Nr.  12  und  Nr.  13  Taf.  III.  Die  beiden  sehr 
kleinen  aus  Tyrol  stammenden  Krystalle  von  graugrünlicher  Farbe 
sind  an  dem  einen  (oberen)  Ende  verbrochen.  Sie  stellen  dünne 
prismalische  Nadeln  vor,  deren  Seitenflächen  von  den  Flächen  4iPi 
gebildet  werden.  An  dem  unleren  auskrystallisirten  Ende  treten 
zwei  Flächen  ooP3  auf,  deren  Kante  durch  sehr  schmale  Flächen 
ooP  zugeschärft  wird. 

Die  Krystalle  Nr.  3,  7,  12  und  13  sind  mir  von  Herrn  Berg- 
rath  Weisbach,  und  die  Krystalle  Nr.  10  und  11  von  Herrn  Pro- 
fessor V.  Quenstedt  freundlichst  geliehen  worden. 

Das  elektrische  Verhalten  der  einfachen  ringsum  ausgebildeten 
Titanitkrystalle  lässt  sich  im  Allgemeinen  in  folgender  Weise  kun 
aussprechen:  beim  Erkalten  sind  die  Enden  der  verticalen  Axe  und 
der  Orlhodiagonale  positiv,  die  Enden  der  Klinodiagonale  negativ*). 
Der  Titanit  gleicht  hiernach  in  thermoelektrischer  Beziehung  dem 
Orthoklase. 

Da  in  den  ungleichaxigen  Systemen  zwei  von  den  drei  Krystall- 
axen  dieselbe  Polarität  annehmen  müssen,  so  tritt  sehr  häufig  eine  der 


*)  Die  an  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale  liegenden 
elektrischen  Pole  sind  die  beiden  von  mir  im  Jahre  1840  bereits  aufgestellten. 
Die  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  befmdlichen  Pole  konnten  bei  dem  da- 
maligen Untersuchungsverfahren  nicht  wohl  beobachtet  werden. 
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beiden  elektrisch  gleichnamigen  Axen  in  ihrer  Intensität  gegen  die 
andere  zurück.  So  ist  bei  den  sächsischen  Topasen  die  positive 
Elektricität  an  den  Enden  der  Hauptaxe,  und  die  negative  auf  den 
makrodiagonalen  Seitenkanten  und  deren  Umgebung  ziemlich  stark 
und  ausgedehnt,  während  die  positive  auf  den  brachydiagonalen 
Seitenkanten  nur  schwach  und  in  geringer  Ausdehnung  auftritt. 
Ebenso  ist  beim  Orthoklase  die  verticale  Axe  an  ihren  Enden  stark 
positiv,  die  Klinodiagonale  stark  negativ;  dagegen  erscheint  die  po- 
sitive Spannung  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  nur  in  geringer 
Intensität.  Beim  Prehnit  sind  die  Enden  der  Hauptaxe  stark  nega- 
tiv, die  Enden  der  Brachydiagonale  stark  positiv,  wogegen  die  nega- 
tive Elektricität  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  nur  eine  geringe 
Stärke  besitzt. 

Ähnlich  verhält  sich  der  Titanit :  während  die  positive  Spannung 
an  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  die  negative  an  den  Enden 
der  Klinodiagonale  stark  hervortreten,  erscheint  bei  den  flachen  tafel- 
förmigen Krystallen  von  rhombischer  Form  die  positive  Spannung  an 
den  Enden  der  Orthodiagonale  nur  schwach ;  ja  die  fast  zugespitzten 
Enden  derselben  zeigen  infolge  der  Ausbreitung  der  negativen  Pola- 
rität über  die  grossen  Flächen  4^:Poo  bisweilen  gar  keine  elektrische 
Spannung  oder  auch  wohl  eine  sehr  geringe  negative.  So  sind  an 
den  Krystallen  Nr.  1  und  Nr.  6  beide  Enden  der  Makrodiagonale 
positiv,  an  Nr.  2  und  Nr.  5  zeigt  nur  das  eine  Ende  positive  Span- 
nung, während  das  andere  unelektrisch  oder  auch  schwach  nega- 
tiv ist;  bei  Nr.  3  und  Nr.  4  konnte  keine  Elektricität  an  den  betreffen- 
den Punkten  wahrgenommen  werden. 

Anders  wird  aber  das  Verhalten,  wenn  durch  das  Auftreten  der 
Flächen  4:P4  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  eine  etwas  längere 
Kante  entsteht;  dann  erscheint  auf  denselben  eine  starke  positive 
Spannung,  wie  solche  bei  den  Krystallen  Nr.  7  bis  Nr.  11  beob- 
achtet wird. 

Die  Vertheilung  der  beiden  Elektritäten  auf  den  Kry  stall  flächen 
gestaltet  sich  nun  folgendermassen.  Bei  den  Krystallen  Nr.  1  bis 
Nr.  6,  welche  im  Allgemeinen  eine  rhombische  Form  mit  spitz  zu- 
laufenden Enden  der  Orthodiagonale  besitzen,  sind  die  schiefen  End- 
flachen 0  P  meistens  in  ihrer  ganzen  freilich  nicht  grossen  Ausdehnung 
positiv,  und  es  erstreckt  sich  diese  positive  Polarität   auch  noch  auf 
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den  anliegenden  Theil  der  Flächen  ^  -Poo,  wobei  auf  breiteren  Kry- 
stallen  die  elektrische  Spannung  nach  den  Seiten  (den  Enden  der 
Orthodiagonale)  hin  stärker  ist  als  in  der  Mitte;  wohl  eine  Folge 
der  den  Enden  der  Orthodiagonale  zukommenden  positiven  Polarität. 
Der  übrige  Theil  der  Flächen  {^J^oo  ist  negativ,  und  eben  diese 
Spannung  zeigen  auch  die  Flächen  J^oo,  entweder  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  oder  nur  auf  dem  an  die  Flächen  ^-Poo  grenzenden 
Theile,  während  der  den  Flächen  0  P  benachbarte  Theil  an  der  elek- 
trischen Beschaffenheit  dieser  letzteren  Flächen  theilnimmt  und  also 
positiv  erscheint.  Auf  den  Flächen  ooP  beobachtet  man,  wenn  sie 
nicht  zu  schmal  sind,  auf  den  Theilen,  welche  an  die  Flächen  OP 
grenzen  (Nr.  1),  positive  Spannung,  welche  sich  dann  von  hieraus 
nach  den  Enden  der  Orthodiagonale  hinzieht*). 

Für  die  Krystalle  Nr.  7  bis  Nr.  1 1  gilt  in  Betreff  der  elektrischen 
Vertheilung  auf  den  Flächen  OP,  i^Poo  und  Poo  die  zuvor  geraachte 
Angabe.  Dagegen  tritt  nun  bei  ihnen  auf  den  an  den  Enden  der 
Orthodiagonale  liegenden  Kanten  der  Flächen  4 #4  eine  starke  posi- 
tive Spannung  auf,  welche  auf  den  langen  Kanten  der  Krystalle 
Nr.  1 0  und  Nr.  1 1  sehr  stark  ist,  und  ihre  grösste  Intensität  in.  der 
Mitte  hat. 

Bei  den  beiden,  am  oberen  Ende  verbrochenen,  von  den  Flächen 
4iP4,  oo:P3  und  ooP  begrenzten  nadeiförmigen  Krystallen  Nr.  12 
und  Nr.  13  ist  das  obere  verbrochene  und  ebenso  das  untere  die 
Flächen  oo:P3  und  ooP  tragende  Ende  positiv.  Die  von  den  Flächen 
4  :P4  im  klinodiagonalen  Hauptschnitte  gebildeten  Kanten  zeigen  nega- 
tive Spannung;  auf  den  von  den  Flächen  4J?4  an  den  Enden  der 
Orthodiagonale  gebildeten  Kanten  vermag  dagegen  die  positive  Span- 
nung nicht  überall  hervorzutreten;  es  erscheinen  manche  Stellen 
dieser  Kanten  uneleklrisch  oder  zeigen  auch  wohl  eine  sehr  schwache 
negative  Spannung. 

6.    Zwillingskry stalle. 

In  meinen  früheren  Abhandlungen  habe  ich  gezeigt,  dass  die 
thermoelektrische    Vertheilung    auf    den    Krystallen    des    Aragonits, 

*)  Bei  der  in  die  Zeichnung  Nr.  i  eingetragenen  Beobachtungsreiiie  wurde  in- 
folge der  getroffenen  Einhüllung  des  Krystalles  in  das  Kupferfeilichl  auf  der  einen 
Fläche  oo  P  die  positive  Spannung  nicht  wahrgenommen ;  es  liegen  mir  aber  an- 
dere Beobachtungsreihen  vor,   in  denen  sie  deutlich  hervortrat. 
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Kalkspathes,  Gypses,  Orthoklases  und  Periklins  durch  die  Zwillings- 
bildung nicht  geändert  wird ;  auf  den  verschiedenen  Stellen  der  Ober- 
fläche der  Zwillinge  und  selbst  der  mehrfach  zusammengesetzten 
Krystalle  tritt  dieselbe  Polarität  auf,  wie  sie  an  denselben  auf  ein- 
fachen Individuen  erscheint.  Dieser  Ausspruch  gilt  beim  Titanil  zwar 
noch  von  der  grössten  Anzahl  der  Zwillinge;  bei  manchen  treten 
jedoch  infolge  der  Zwillingsbildung  Abweichungen  ein.  Es  lassen 
sich  diese  Abweichungen  mit  denen  vergleichen,  welche  auch  auf 
einfachen  Krystallen  infolge  des  Einflusses  der  Anwachsung  sich 
zeigen*).  Bei  den  einfachen  Titanitkrystallen,  welche  ringsum  aus- 
gebildet waren,  habe  ich,  wie  die  vorhergehende  Darstellung  zeigt, 
keine  wesentlichen  Verschiedenheiten  in  der  elektrischen  Vertheilung 
beobachtet.  Auf  den  Zwillingen  scheinen  namentlich  Störungen  dann 
einzutreten,  wenn  die  beiden  Individuen  derselben  eine  ungleiche 
Grösse  und  Ausbildung  besitzen,  während  bei  gleicher  Grösse  und 
Gestaltung  die  normale  Vertheilung  erhalten  bleibt. 

a.   Aneinander  gewachsene  Krystalle. 

aa.    Ein  kleiner  Krystall   in   der  Mitte   der  einen  Fläche 

i^-Poo  eines  grösseren  angewachsen. 

Bei  beiden  Krystallen  (Nr.  14  und  Nr.  15  Taf.  III.)  von  grauer, 
durch  Chlorit  etwas  grünlicher  Färbung  ist  das  grössere  Individuum 
vollständig  ausgebildet,  und  wird  begrenzt  von  den  Flächen  OP, 
4^#^oo,  J>oo,  ooP  und  4J?4.  Nr.  15  besitzt  in  der  Richtung  der 
Orthodiagonale  eine  etwas  grössere  Breite  als  Nr.  14.  Auf  der  einen 
Seite  {A)  ist  auf  der  Fläche  I^J^oo  bei  Nr.  14  ein  sehr  kleiner,  bei 
Nr.   15  ein  etwas  grösserer  Krystall  aufgewachsen. 

Beide  Zwillinge  zeigen  nun  in  elektrischer  Beziehung  überein- 
stimmend das  Eigenthümliche,  dass  auf  der  Seite  A  fast  überall  ne- 
gative, dagegen  auf  der  Seite  i?,  auf  welcher  keine  Spur  des  an- 
deren Krystalles  sichtbar  ist,  fast  überall  positive  Spannung  auftritt. 
Auf  der  Seite  A  erscheint  die  positive  Spannung  nicht  auf  der  Fläche 
OP;  denn  die  am  rechten  und  linken  Rande  liegenden  positiven 
Stellen  gehen  von  den  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  liegenden 
Polen  aus.      Auf  der   Seite  B  erscheint    die  negative  Polarität    bei 


Vergl.  oben  S.   357. 


Digitized  by 


Google 


588  W.  G.  Hanhel,  'M 

Nr.  14  nur  seitlich  am  Rande  der  Fläche  i-Poo  gegen  -Poo  hin,  und 
bei  Nr.  15  auf  einer  kleinen  Stelle  in  der  Mitte  der  Kante  von  |:Poo 
mit  OP.  Die  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  von  den  Flächen 
4J?4  gebildeten  Kanten  sind  positiv,  und  zwar  wächst  bei  den  län- 
geren Kanten  des  Krystalles  Nr.  14  die  Intensität  in  der  Richtung 
von  hinten  nach  vorn. 

Pß.    Beide  Individuen  von   gleicher  Breite  und  Länge. 

Krystall  Nr.  16  Taf.  III.  An  dem  Zwillingskrystalle  Nr.  16 
finden  sich  die  Flächen  0  P,  ^^oo,  Poo,  ooP  und  f  P2.  Am  linken 
Ende  der  Orthodiagonale,  so  wie  an  der  von  den  Flächen  ^  -Poo  ge- 
bildeten Kante  {ab)  hat  er  angelegen,  und  ist  daher  an  den  betreffen- 
den Stellen  mangelhaft  ausgebildet.  Seine  Masse  ist  ziemlich  durclh 
sichtig  und  grünlich  gefärbt. 

Das  elektrische  Verhalten  entspricht  im  Allgemeinen  dem  auf 
den  einfachen  Individuen  beobachteten.  Die  Flächen  OP  nebst  den 
anliegenden  Theilen  der  Flächen  4^  Poo  sind  positiv,  mit  Ausnahme 
einer  kleinen  Stelle  auf  der  Fläche  OP  neben  der  Kante  von  OP 
und  |Poo  (Fig.  16i?),  wo  schwache  negative  Elektricität  autlrill. 
Die  von  den  Flächen  ^^oo  der  beiden  Individuen  am  vorderen 
Rande  ab  gebildete  Kante  bleibt  noch  positiv;  dagegen  erscheint  in 
dem  von  den  Flächen  Poo  gebildeten  einspringenden  Winkel  C  sehr 
starke  negative  Spannung. 

Krystall  Nr.  17  Taf.  III.  Bei  diesem  Krystalle  sind  die  Flächen 
4^Poo  kleiner,  die  Flächen  |^P2  dagegen  breiter  als  bei  dem  vor- 
hergehenden; es  nähert  sich  also  seine  Gestalt  schon  sehr  den  in 
Nr.  18  bis  22  abgebildeten.  Seine  Masse  ist  grün  und  durchsichtig, 
jedoch  stellenweise  durch  fremdartige  Einschlüsse  getrübt.  Das  obere 
in  der  Zeichnung  A  sichtbare  Individum  ist  etwas  dünner  als  das 
darunter  liegende. 

Auf  der  Seite  A  ist  die  Fläche  OP  zum  grössten  Theile  posi- 
tiv, nach  der  Fläche  4^Poo  hin  aber  negativ;  auf  der  unteren  Seite  B 
wird  überall  nur  positive  Spannung  gefunden,  ebenso  auch  auf  der 
kurzen  am  vorderen  Rande  von  den  Flächen  4^  Poo  der  beiden  In- 
dividuen gebildeten  Kante.  In  dem  von  den  Flächen  Poo  beider 
Individuen  auf  der  hinteren  Seite  gebildeten  Winkel  C  tritt  starke 
negative  Spannung  auf. 
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An  diesem  Zwilling  Nr.  17  sass  ursprünglich  auf  der  in  B  ab- 
gebildeten Seite  noch  ein  anderer  kleiner  Titanit.  Beim  Absprengen 
desselben  zerbrach  der  grosse  Krystall  nach  der  durch  aß,  ^5  be- 
zeichneten Fläche.  Bei  der  zuvor  erwähnten  Untersuchung  wurden 
die   beiden  Stücke  dicht  aneinander  geschoben. 

Ich  habe  die  dargebotene  Gelegenheit  benutzt,  die  elektrische  Ver- 
theilung  auf  den  beiden  Bruchflächen  zu  bestimmen;  dieselben  sind 
in  Fig.  17  G  und  H  gezeichnet.  Wie  man  sieht,  gleicht  die  elek- 
trische Vertheilung  auf  der  einen  Bruchfläche  genau  der  auf  der  an- 
deren beobachteten;  beide  Flächen  sind  im  Ganzen  positiv,  nur  tritt 
nach  dem  hinteren  einspringenden  Winkel  und  nach  oben  hin  eine 
schwache  negative  Spannung  auf.  Nach  der  unteren  Seite  B  hin 
wächst  die  positive  Spannung,  was  mit  dem  Umstände  zusammen- 
hängt, dass  auf  der  Seite  B  überhaupt  eine  starke  positive  Elektri- 
cität  herrscht. 

Kry stalle  Nr.  18,  Nr.  19  und  Nr.  20  Taf.  111.  Die  drei  Kry- 
stalle  Nr.  18,  19  und  20  werden  fast  nur  von  den  Flächen  OP, 
J?oo  und  f  :P2  begrenzt.  Die  Farbe  von  Nr.  20  ist  grün,  von  Nr.  18 
und  1 9  gelblichgrün.  Die  Masse  aller  drei  Zwillinge  ist  durchsichtig 
und  ziemlich  rein.  Die  Dicke  der  beiden  die  Zwillinge  Nr.  1 8  und 
19  bildenden  Individuen  ist  nahe  gleich  gross;  bei  Nr.  20  erscheint 
die  Dicke  des  auf  der  oberen  Seite  A  sichtbaren  ein  wenig  geringer 
als  die  des  unteren. 

Die  Krystalle  Nr.  18  und  19  zeigen  nun  die  gewöhnliche  elek- 
trische Vertheilung*);  die  Flächen  OP  und  |J?2  sind  auf  beiden 
Seiten  positiv,  der  von  den  Flächen  fioo  auf  der  hinteren  Seite  ge- 
bildete einspringende  Winkel  C  aber  negativ.  Da  die  positive  Span- 
nung über  einen  grösseren  Theil  der  Oberfläche  ausgebreitet  ist,  als 
die  negative,  so  erreicht  ihre  Intensität  nirgends  die  grösste  Stärke 
der  auf  einen  kleineren  Raum  beschränkten  negativen.  Übrigens  sind 
die  elektrischen  Spannungen  auf  diesen  beiden  Kryslallen  überhaupt 
nur  gering. 

Bei  dem  Krystalle  Nr.  20  zeigt  zwar  die  obere  Seite  A  posi- 
tive Elektricilät,  dagegen  die  untere  B  ebenso  wie  der  einspnngende 


*)   Eben  dies  gilt  auch  von  einem  kleineren,  auf  den  Tafeln  nicht  abgebildeten 
Zwillinge  gleicher  Gestalt. 
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Winkel  C  auf  der  hinteren  Seite  negative.  Die  negative  Spannung 
tritt  also  auf  der  Flache  OP  des  etwas  dickeren  Krystalles  auf. 
Durch  den  elektrischen  Gegensatz  zwischen  der  oberen  und  unteren 
Seite  ist  jedenfalls  die  grössere  Stärke  der  auf  den  Flächen  OP  auf- 
tretenden Spannungen  bedingt. 

Krystall  Nr.  21  Taf.  III.  Der  Zwilling  Nr.  21  ist  auf  der  un- 
teren Seite  etwas  unvollkommener  ausgebildet  als  auf  der  oberen; 
das  untere  Individuum  hat  auch  eine  geringere  Dicke  als  das  obere. 
Auch  bei  ihm  ist  nur  die  eine  Seite  B  positiv,  die  andere  A  nebst 
dem  einspringenden  Winkel  C  negativ;  dabei  nimmt  auf  der  oberen 
Fläche  OP  die  negative  Spannung  nach  der  Mitte  hin  ab. 

Krystall  Nr.  22.  (Fig.  22  Taf.  III.)  Bei  diesem  Zwillinge  isl 
die  Dicke  des  unteren  Individuums  auf  ein  Minimum  reducirt;  der 
einspringende  Winkel  wird  deshalb  nicht  mehr  sichtbar,  es  erscheint 
daselbst  nur  die  Fläche  :Poo  des  oberen  Individuums.  Die  obere 
Seite  A  ist  negativ,  die  untere  J?,  so  wie  die  Fläche  J?oo  (C)  positiv. 

ß.   Durchgewachsene  Krystalle. 

Schon  oben  S.  581  habe  ich  erwähnt,  dass  wir  zwei  verschie- 
dene Formen  dieser  Zwillinge  unterscheiden  können.  Bei  der  ersten 
Gruppe  werden  die  beiden  Individuen  vorzugsweise  von  den  Flächen 
OP,  i:Poo,  :Poo  uud  oo P  begreuzt,  zu  welchen  noch  kleine  Flächen 
|:P2  und  4 #4  hinzutreten,  während  bei  der  zweiten  die  Flächen 
OP,  1*2  und  Poo  vorwalten. 

aor.     Erste  Gruppe. 

Krystall  Nr.  23  Taf.  III.  Dieser  Zwilling  besteht  aus  einem 
grösseren  dünnen  tafelartigen  Individuum  von  der  Form  wie  Nr.  2, 
wozu  noch  äusserst  kleine  Flächen  ^P2^  treten.  Dieses  grössere  In- 
dividuum ist  von  einem  zweiten  ziemlich  kleinen,  auch  dünn  tafel- 
förmigen, das  aus  seinen  beiden  Flächen  ^Poo  herausragt,  in  Zwillings- 
stellung durchwachsen.  Wie  die  in  Fig.  23  eingetragenen  Beob- 
achtungen zeigen,  ist  die  elektrische  Vertheilung  auf  dem  grossen 
Krystalle  völlig  normal.  Auf  dem  kleinen  konnte  seiner  geringen 
Grösse  wegen   eine   genauere  Bestimmung  nicht  ausgeführt  werden. 

Krystall  Nr.  24  Taf.  III.  Bei  diesem  von  Tavetsch  stammen- 
den Zwillinge   sind  die  beiden  Individuen  in    ihrer  Grösse   weniger 
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ungleich.  Ausser  den  Flächen  OP,  i^Poo,  i^oo  und  ooP  finden  sich  noch 
kleine  Flächen  4:ß4.  Die  Masse  ist  graulich  gefärbt  und  undurch- 
^sichtig,  mit  sehr  geringem  Anfluge  von  Chlorit. 

Auf  der  oberen  Seite  A  tritt  die  negative  Spannung  in  grösserer 
Verbreitung  auf,  als  auf  der  unteren  B.  An  dem  vorderen  (D)  und 
hinteren  Ende  (C)  findet  sich  rechts  und  links  auf  den  daselbst  auf- 
tretenden Flächen  ooP  positive  Spannung,  während  in  der  Mitte  der 
Rinne  die  negative  Polarität  erscheint. 

Kr y stall  Nr.  25  Taf.  III.  Der  ebenfalls  von  Tavelsch  stammende 
Krystail  Nr.  25  gleicht  dem  vorhergehenden  an  Gestalt,  ist  aber  durch 
Chlorit  grünlichgrau  geförbt.     Seine  Flächen  sind  glatt. 

Auf  der  oberen  und  unteren  Seite  tritt  die  negative  Spannung 
sehr  zurück;  sie  erscheint  nur  an  einzelnen  Stellen  der  von  den 
Flächen  ^^J^oo  gebildeten  Rinne.  Dagegen  findet  sie  sich  im  Grunde 
der  von  den  beiden  Flächen  J^oo  gebildeten  Rinne  auf  der  vorderen 
und  hinteren  Seite;  jedoch  tritt  an  den  nach  den  Flächen  OP  ge- 
legenen Rändern  der  Flächen  i^oo  zum  Theil  auch  die  positive 
Spannung  auf. 

Krystail  Nr.  26  Taf.  III.  Dieser  Zwilling  hat  mit  dem  vorher- 
gehenden gleiche  Gestalt  und  Beschaffenheit  und  stammt  ebenfalls 
von  Tavetsch.  An  dem  linken  Ende  der  Orthodiagonale  ist  er  durch 
Bruch  etwas  verletzt. 

Auf  der  oberen  Seite  4,  wo  der  eine  Krystail  grösser  ist  als 
der  andere,  tritt  in  der  von  den  Flächen  j^i^oo  gebildeten  Rinne  und 
ihrer  Umgebung  die  negative  Spannung  stark  und  so  weit  ausgedehnt 
auf,  dass  die  positive  nur  an  dem  Rande  der  grösseren  Fläche  OP 
erscheint.  Dagegen  wird  auf  der  unteren  Seite,  wo  die  beiden 
Flächen  OP  nahe  gleiche  Grösse  besitzen,  die  negative  Spannung, 
wenn  die  ganze  obere  Seite  frei  liegt,  durch  die  positive  der  um- 
liegenden Theile  verdeckt;  werden  die  positiven  Stellen  möglichst 
mit  Kupferfeilicht  bedeckt,  so  ist  in  der  Mitte  der  Rinne  die  nega- 
tive Spannung  wahrnehmbar.  In  den  von  den  Flächen  #^oo  gebil- 
deten einspringenden  Winkeln  (C  und  D)  zeigt  sich  starke  negative 
Spannung. 

Krystail  Nr.  27  Taf.  III.  Der  Krystail  Nr.  27  aus  dem  Pfunder- 
thal  ist  durchsichtig,  mit  Einschlüssen  von  Chlorit.  Er  bildet  schon 
eine  Art  Übergang  zu  der  zweiten  Gruppe,  indem  an  dem  einen  In- 
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dividuum  auf  der  oberen  Seite  bereits  eine  Fläche  |:ß2  in  ziemlicher 
Grösse  auftritt.  Das  rechte  Ende  der  Orthodiagonale  ist  unvollkommeo 
ausgebildet.  Bei  ihm  erscheint  die  negative  Spannung  nur  in  der 
Mitte  der  unteren  Seite  B;  die  obere  Seite  A  ist  überall  positiv. 

ßß.    Zweite  Gruppe. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  werden,  wie  bereits  S.  581  ange- 
geben, vorzugsweise  von  den  Flächen  OP,  |  #2  und  J^oo  begrenzt, 
während  die  Flächen  ^^i^oo  sehr  zurücktreten  oder  kaum  wahrnehm- 
bar sind. 

Die  vier  Krystalle  Nr.  28,  29,  30  und  31  stammen  aus  der 
Nähe  von  Obersulzbach;  ihre  Masse  ist  durch  Chlorit  grün  gefärbt; 
ihre  Flächen  zeigen  sehr  starken  Glanz. 

Der  Krystall  Nr.  28  bildet  gewissermassen  den  Übergang  von 
der  ersten  Gruppe  zur  zweiten,  indem  bei  ihm  die  Flächen  4-P00 
noch  in  massiger  Grösse  vorhanden  sind,  so  dass  der  mittlere  Theil 
der  Zwillingsfurche  auf  der  oberen  und  unteren  Seite  parallel  der 
Orthodiagonale  verläuft.  Bei  den  übrigen  drei  Krystallen,  an  welchen 
die  Flächen  4^i^oo  kaum  sichtbar  sind,  hat  die  von  den  Flächen 
3  :P2  gebildete  Furche  die  Richtung  von  links  hinten  nach  rechts  vom. 

In  elektrischer  Beziehung  treten  dieselben  Verhältnisse  ein,  wie 
bei  den  früheren  Krystallen.  Die  Flächen  0  P  sind  im  Allgemeinen 
positiv,  und  es  wächst  dabei  die  Intensität  nach  der  von  dem  zweiten 
Individuum  abgewandten  Seite  hin.  Die  von  den  Flächen  4  :Poo  oder 
J#2  gebildeten  Furchen  erscheinen  mehr  oder  weniger  negativ.  Die 
von  den  Flächen  i^oo  auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  gebildeten 
Rinnen  sind  negativ,  mit  Ausnahme  von  Nr.  28,  bei  w^elchem  sie 
zum  Theil  positiv  erscheinen,  jedoch  in  ihrem  Grunde  schwächer  als 
auf  den  nach  den  Flächen  OP  hin  gelegenen  Rändern  der  Flächen 
i*oo.  Die  auf  der  rechten  und  linken  Seite  durch  den  Durchschnitt 
zweier  Flächen  |^#2  desselben  Individuums  gebildeten  Kanten  zeigen 
überall  positive  Spannung. 

J?.    Elektrisches  Verhalten  beim  Erhitzen  über  100**  C. 

Bereits  1840  habe  ich,  wie  früher  erwähnt,  in  meiner  Habi- 
tationsschrift  mitgetheilt,  dass  auf  den  Titaniten  bei  höheren  Tempe- 
raturen Umkehrungen   in   den   elektrischen  Polaritäten  eintreten,  wie 
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ich  solche  früher  auch  bei  den  Boracitkrystallen '^)  beschrieben  habe. 
Damals  konnte  ich  wegen  Mangels  an  geeigneten  Krystallen  diese 
Umkehrungen  nur  an  Zwillingskryslallen  nachweisen,  sprach  aber  die 
Vermuthung  aus,  dass  solche  auch  auf  den  einfachen  Individuen  sich 
zeigen  würden. 

a.    Einfache  Krystalle. 

Die  beiden  Krystalle  Nr.  1 0  und  1 1  Taf.  11.  zeichneten  sich, 
wie  wir  oben  sahen,  durch  grosse  Intensität  der  elektrischen  Span- 
nungen und  durch  die  vollkommen  normale  Vertheilung  der  beiden 
Polaritäten  auf  ihrer  Oberflache  aus,  als  sie  nur  bis  100"  C.  erhitzt 
wurden,  und  schienen  daher  für  eine  Untersuchung  über  die  Um- 
kehrung  bei  höheren  Temperaturen  sehr  geeignet. 

Zu  diesem  Zwecke  wurden  die  Krystalle  in  kupfernen  Schalen 
in  Eisenfeilicht  eingesetzt,  so  dass  nur  die  zu  prüfende  Stelle  frei 
blieb,  und  in  einem  ringsum  geschlossenen  Räume  bis  210®  C.  er- 
hitzt. Sofort  nach  dem  Herausnehmen  begann  die  Beobachtung.  Bei 
diesem  Verfahren  traten  auf  den  Kanten  von  OP  und  ^-Poo,  sowie 
auf  den  Flächen  :Poo  nach  einiger  Zeit  der  Abkühlung  die  oben 
S.  586  angeführten  und  in  die  Nr.  1 0  und  1 1  Taf.  III.  eingetragenen 
Polaritäten,  also  auf  den  Kanten  zwischen  0  P  und  4^ J^oo  positive  und 
auf  den  Flächen  Pco  negative  Elektricität  auf;  die  entgegengesetzten 
konnten  an  den  bezeichneten  Punkten  nicht  wahrgenommen  werden. 

Anders  verhielten  sich  die  beiden  an  den  Enden  der  Orthodia- 

gonale   von   den  Flachen   4J?4  gebildeten   Kanten.     Bald  nach  dem 

Beginn  der  Abkühlung  entstand  eine  negative  Spannung,  welche  bis 

_auf  — 5    Skth.    anwuchs,   und  dann   bei   weiterem  Erkalten   in  die 

positive,  die  allmählich  bis  -^10   oder  12    Skth.   stieg,  überging. 

Die  Grenze  der  Temperatur,  bei  welcher  die  Umkehrung  ein- 
tritt, Hess  sich  angenähert  auf  folgende  Weise  bestimmen.  Wurde 
der  Krystall  bis  135^  C.  erhitzt,  so  erschien  ebenso  wie  zuvor,  wo 
die  Temperatur  bis  210^  gesteigert  worden,  auf  den  am  Ende  der 
Orthodiagonale  liegenden  Kanten  zuerst  negative,  wenn  auch  schwächere, 
und  dann  positive  Spannung.  Hatte  die  Temperatur  nur  110^  C.  er- 
reicht,  so   begannen  die   Kanten   sofort   negative  Spannung   zu   ent- 


*^   Diese  Abhandl.  Bd.   VI.   S.    t49. 
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wickeln;  war  der  Krystall  bis  114  C^  erhitzt  worden,  so  erschien 
die  Kante  zuerst  einige  Zeit  uneiektrisch,  und  wurde  dann  positiv. 
Die  Temperatur,  bei  welcher  die  Umkehrung  der  Pole  eintritt,  liegt 
hiernach  also  ungefähr  bei  112"  C. 

Auf  dem  Krystall  Nr.  1  habe  ich  nur  an  einem  Pole,  nämlich 
an  dem  auf  der  oberen  Seite  A  an  der  Kante  zwischen  f  j^oo  und 
:Poo  liegenden,  eine  Umkehrung  mit  voller  Sicherheit  nachweisen 
können.  Nach  einer  Erhitzung  bis  210"  tritt  hier  zuerst  positive 
Spannung  auf,  die  später  in  eine  negative  übergeht. 

Ich  habe  die  Umkehrung  an  dieser  Stelle  auch  noch  durch  einen 
anderen  Versuch  bestätigt.  Der  Krystall  Nr.  1  wurde,  bis  auf  die 
betreffende  Stelle  in  Eisenfeilicht  eingehüllt,  auf  einem  kleinen  neben 
dem  Elektrometer  befindlichen  eisernen  Ofen  *)  erhitzt.  Um  über  den 
Gang  der  Temperatur  wenigstens  eine  ungefähre  Angabe  zu  erhalten, 
stand  dicht  neben  dem  Krystalle  in  dem  Eisenfeilicht  das  cylindriscbe 
Gefäss  eines  Thermometers.  Innerhalb  des  kleinen  Ofens  befand  sich 
eine  Alkohollampe  mit  kleiner  Flamme.  Als  das  Thermometer  60" 
zeigte,  begann  auf  der  bezeichneten  Kante  sich  eine  positive  Span- 
nung zu  entwickeln,  die  bei  110"  ihr  Maximum  erreichte,  und  bei 
150"  in  eine  negative  verwandelt  war.  Die  Flamme  wurde  ausge- 
löscht, als  das  Thermometer  auf  1 80"  stand.  Beim  Erkalten  erschien 
erst  bei  130"  eine  positive  Spannung,  die  sehr  lange  anhielt,  und 
als  das  Thermometer  40"  zeigte,  in  die  der  niederen  Temperatur 
entsprechende  negative  überging.  Dieser  späte  Eintritt  der  negativen 
Elektricität  ist  wohl  durch  den  Umstand  bedingt,  dass  erst  die  vor- 
hergehende positive  Spannung  durch  die  auftretende  negative  über- 
wunden sein  muss,  bevor  diese  letztere  selbst  wahrnehmbar  wird. 

h.  Zwillingskry stalle. 
Die  im  Jahre  1840  von  mir  veröffentlichten  Beobachtungen  über 
die  Umkehrung  gewisser  elektrischer  Pole  auf  dem  Titanit  wurden 
an  dem  unter  Nr.  15  Taf.  III.  dieser  Abhandlung  beschriebenen 
Zwillinge  ausgeführt.  S.  586  habe  ich  aber  gezeigt,  dass  die  bei 
Temperaturen  unter  100"  auf  diesem  Krystalle  beobachtete  elektrische 
Vertheilung  nicht  die   normale,  sondern  eine   durch  das  Anwachsen 


*)   Verg!.  diese  Abhandl.   Bd.   XIII.   S.   342. 
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des  kleinen  Krystalles  wesentlich  gestörte  ist.  Anstatt  der  bei  nor- 
maler Vertheilung  im  klinodiagonalen  Hauptschnitte  Hegenden  vier 
Pole,  welche  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  erscheint  die 
obere  Seite  A  (Nr.  1 5  Taf.  III.)  fast  überall  negativ,  die  untere  Seite  B 
aber  positiv.  Die  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  liegenden  posi- 
tiven Pole  habe  keine  Störung  erlitten. 

In  den  beiden  zuletzt  genannten  Polen  am  Ende  der  Orthodia- 
gonale tritt  nun  bei  höheren  Temperaturen  dieselbe  Umkehrung  ein, 
wie  ich  zuvor  S.  594  für  die  Krystalle  Nr.  10  und  11  angegeben 
habe;  nach  einer  Erhitzung  bis  210®  werden  diese  Kanten  erst 
negativ,  und  dann  positiv. 

Sehr  eigenthümlich  ist  dagegen  das  Verhalten  im  klinodiago- 
nalen Hauptschnitte.  Nach  einer  Erhitzung  bis  210®  erscheint  beim 
Erkalten  auf  der  Fläche  OP  der  oberen  Seite  A  und  dem  naheliegenden 
Theile  von  ^i^oo  zuerst  positive  Spannung,  die  sehr  lange  »anhält,  und 
schliesslich  in  die  negative  übergeht.  Auf  der  Kante  von  ^Poo  und 
:Poo  eben  dieser  Seite  tritt  negative  Elektricität  auf,  ohne  Umkehrung. 
Ebenso  bleibt  die  auf  der  Fläche  OP  der  Seite  B  entstehende 
positive  Spannung  bis  zu  Ende  der  Abkühlung,  während  die  auf  der 
Kante  (^:Poo,  :Poo)  eben  dieser  Seite  zuerst  auftretende  negative 
Polarität  gegen  Ende  der  Abkühlung  in  die  positive  übergeht. 

Die  Fläche  OP  auf  der  Seite  A  und  die  Kante  (i:Poo,  i^oo) 
auf  der  Seite  J?,  wo  eine  Umkehrung  der  Polarität  eintritt,  sind  aber 
gerade  die  Stellen,  an  welchen  zu  Ende  der  Abkühlung  die  Verthei- 
lung eine  anomale  ist.  Betrachten  wir  die  Vertheilung  in  dem  klino- 
diagonalen Hauptschnitte  dieses  Krystalles  bei  einer  höheren  Tempe- 
ratur, z.  B.  von  1 30^  so  ist  dieselbe  vollständig  normal,  die  Pole  auf 
beiden  OP  sind  positiv,  die  Pole  auf  den  beiden  Kanten  (i^Poo, 
Pco)  negativ;  beim  weiteren  Fortschreiten  der  Abkühlung  wird 
durch  die  Umkehrung  der  Pole  in  dem  oberen  OP  und  in  der  unteren 
Kante  J^tPoo,  :Poo  die  Vertheilung  anomal. 
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In  seinem  im  Jahre  1769  an  Joh.  Bapt.  Beccaria  gerichteten 
Briefe  de  vi  allracliva  ignis  eleclrici  ac  phaenomenis  inde  pendenübus  *) 
schliesst  sich  Volta  in  Betreff  der  Entstehung  der  Elektricitat  durch 
Reibung  den  von  Franklin  aufgestellten  Ansichten  an.  Wenn  man  Glas 
mittelst  der  Hand  reibt,  so  wird  nach  Volta's  Meinung  die  natürliche 
Anordnung  der  Theilchen  desselben  so  geändert,  dass  die  Anziehung 
zwischen  dem  Glase  und  dem  elektrischen  Fluidum  sich  vergrössert, 
und  infolge  dessen  elektrisches  Fluidum  aus  der  Hand  an  das  Glas 
übertritt.  Nach  dem  Aufhören  des  Reibens  stellt  sich  sehr  rasch  der 
frühere  Zustand  des  Glases  wieder  her,  und  das  überschüssige  elek- 
trische Fluidum  beginnt  auszulliessen.  Umgekehrt  tritt  beim  Reiben 
des  Schwefels  eine  Verminderung  jener  Anziehung  ein,  so  dass  ein 
Verlust  an  elektrischem  Fluidum  entsteht;  nach  dem  Aufhören  des 
Reibens  und  dem  rasch  erfolgten  Eintritte  des  normalen  Zustandes 
ist  der  Schwefel  bestrebt,  das  verlorene  elektrische  Fluidum  wieder 
an  sich  zu  ziehen. 

Volta  stellt  dann  die  Frage  auf,  ob  ausser  der  Reibung  noch 
eine  andere  Ursache  existire,  welche  die  anziehenden  Kräfte  zwischen 
der  Materie  und  dem  elektrischen  Fluidum  vermehren  oder  vermin- 
dern könne,  und  glaubt  eine  solche  in  der  Erschütterung  der  Theil- 
chen durch  den  Stoss  erkannt  zu  haben.  Er  fand  nämlich  eine  Glas- 
scheibe, welche  er  mittels  eines  hölzernen,  mit  Goldpapier  überzogenen 
Hammers  geschlagen  hatte,  elektrisch  uod  zwar  nicht  blos  an  der 
getroffenen  Stelle,  sondern  auch  in  deren  Umgebung.  Dies  veranlasste 
ihn,  die  entstandene  Elektricität  den  durch  die  Erschütterungen  in 
der  Lage  der  Glastheilchen  hervorgerufenen  Änderungen  zuzuschreiben. 

Im  Anschluss  hieran  stellt  Volta  die  weitere  Frage  auf,  ob 
nicht  bei  Auflösungen,    bei  Mischungen  von  Flüssigkeiten,    bei  Gas- 


*i    Collezione  delV  opere  del  Cavaliere  Conte  Alessandro  Volta,   Tom.  I.   Part.  I. 
S.  20. 
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eotwiekelungen,  bei  Verbrennungen  u.  s.  w.,  wobei  doch  grosse  und 
mannigfache  Veränderungen  in  der  Lage  der  kleinsten  Tlieilchen  ein- 
treten, das  elektrische  Fluidum  ebenfalls  in  Mitleidenschaft  gezogen 
und  infolge  dessen  eine  elektrische  Spannung  ei'zeugt  werde.  Seine 
damaligen  Bemühungen  eine  solche  aufzufinden,  hatten  zwar  keinen 
Erfolg  gehabt;  jedoch  zweifelte  er  nicht  daran,  dass  genauere  Ver- 
suche bei  jenen  VorgJIngen  elektrische  Spannungen  nachweisen 
würden. 

Nach  der  Conslruction  seines  elektrischen  Gondensators  kam 
Volta  wieder  auf  die  oben  ausgesprochene  Vermulhung  zurück; 
darauf  bezügliche  Versuche  wurden  jedoch  zuerst  in  Paris,  auf  einer 
im  März  und  April  1782  dahin  unternommenen  Reise,  im  Verein  mit 
de  la  Place  und  Lavoisier  ausgeführt*).  Die  ersten  über  die 
Verdampfung  des  Wassers  und  des  Äthers  gemeinschaftlich  gemachten 
Versuche  ergaben  keine  Anzeichen  von  Elektricität  mittelst  des  Gon- 
densators, und  Volta  glaubte  das  Ausbleiben  derselben  durch  die 
Beschaffenheit  der  Lufl  und  des  Beobachtungszimmers  erklären  zu 
können.  Dagegen  erhielten  de  la  Place  und  Lavoisier  bei  Wieder- 
holung der  Versuche  auf  einem  Landgute  des  Letzteren  deutliche 
Anzeichen  von  Elektricität  beim  Verdampfen  des  Wassers,  bei  der 
einfachen  Verbrennung  der  Kohle  und  der  Auflösung  von  Eisenfeilicht 
in  verdünnter  Schwefelsäure.  Volta  selbst  hat  dann  später  diese 
V^ersuche  vielfach  wiederholt. 

Über  eben  diese  Versuche  berichten  de  la  Place  und  La- 
voisier in  den  Schriften  der  Pariser  Akademie  für  das  Jahr  1781. 
Sie  bemerken  im  Eingange  ihrer  kurzen  Notiz  sur  releclricile^  quab- 
sorheiü  les  corpsy  qui  se  reduisent  en  vapeurs^  dass  sie,  obgleich  ihre 
Untersuchungen  noch  nicht  abgeschlossen  seien,  doch  glaubten,  die 
bereits  erhaltenen  Resultate  bekannt  machen  zu  müssen,  weil  sie  in 
Erfahrung  gebracht,  dass  ihre  Versuche  eine  gewisse  Publicität  er- 
halten hätten  und  andere  Physiker  sich  mit  demselben  Gegenstande 
beschäftigten. 

Am  Schlüsse  ihres  Aufsatzes**)   heisst  es:  M,  de  Volta  a  voidu 


*)  Volta  berichtet  über  diese  Versuche  in  dem  Anhange  zum  zweiten  Theile 
seiner  Abhandlung  über  den  Gondensator.     Collez,  Tom.  I.  Part.  I.  S.  270. 
**J   S.  294  des  oben  bezeichneten  Bandes. 
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assister  ä  nos  dernieres  experiences^  el  nous  y  elre  utile;  la  presence 
et  le  temoignage  de  cel  illustre  physicien  ne  peuvent  quinspxrer  de  la 
confiance  dans  nos  resullats. 

Da  Lavoisier  und  de  la  Place  den  Condensalor  anwandten, 
so  konnten  ihre  mittelst  dieses  Instrumentes  ausgeführten  Versuche 
nicht  ohne  die  Unterweisung  Volta's*),  also  nicht  vor  dem  April 
1782  angestellt  sein**). 

Aus  der  vorstehenden  Darlegung  geht  unzweifelhaft  hervor,  dass 
die  Vermuthung,  es  könnte  bei  chemischen  Processen  und  bei  Zu- 
standsänderungen  Elektricität  auftreten,  zuerst  von  Volta  ausge- 
sprochen werden,  und  Volta  behandelt  später  die  Nachweisung  der 
Elekiricität  bei  Gasentwickelung  und  Verdampfung  als  seine  Ent- 
deckung^^*). 

Obwohl  die  z.  B.  beim  Auflösen  des  Eisens  in  verdünnter 
Schwefelsäure  auftretende  Elektricität  mittelst  des  Condensators  in 
den  Versuchen  von  de  la  Place  und  Lavoisier  so  stark  ange- 
hSluft  werden  konnte,  dass  die  abgehobene  Platte  des  Condensators 
Funken  gab,  und  die  von  Volta,  de  la  Place  und  Lavoisier 
angestellten  Versuche  in  den  Lehrbüchern  erwähnt  werden,  so  sind 
doch  meines  Wissens  die  elektrischen  Vorgänge  bei  den  Gasentwicke- 
lungen während  des  Verlaufs  eines  ganzen  Jahrhunderts  keiner  ge- 
naueren Prüfung  unterzogen  worden.  Jedenfalls  war  die  Unempfind- 
lichkeit  der  früheren   Elektrometer,  bei  welchen  stets  die  Zuziehung 

*)  Volta  sagt  auch  in  dem  oben  angeführten  Berichte  (S.  270)  :  nEglino 
concepiron  meco  la  speranza  di  un  felice  ritiscimento,  quando  ebbi  loro  mostrato 
gli  effetti  del  mio  condensalor e ,  e  spiegata  la  ragione  dci  fenomeni:  conseguente- 
mente  il  Sig.  Lavoisier  ne  ordino  un  grande  col  piano  di  marmo  biancon. 

**)  In  dem  auf  das  Jahr  4  781  lautenden  Bande  der  Schriften  der  Pariser 
Akademie  findet  sich  S.  269  eine  Abhandlung  über  die  Zeriegung  des  Wassers 
von  Meusnier  und  Lavoisier,  welche  am  21.  April  1784  der'Akademie  vor- 
gelegt wurde,  so  dass  also  aus  der  Jahreszahl  4  78t,  welche  dieser  Band  der 
Abhandlungen  trägt,  kein  Schluss  auf  das  Datum  der  obigen  Versuche  gemacht 
werden  kann.  Die  Noliz  über  die  obigen  Versuche  von  Lavoisier  und  de  la 
Place  enthält  keine  Jahresangabe. 

***)  So  sagt  Volta  im  vierten  seiner  meteorologischen  Briefe  (Collez,  Tom.  L 
Part  II.  S.  148):  »Fondandomi  sulla  scoperta,  che  feci  ßn  del  principio  del  1782 
dell'  elettricitä  sempre  in  meno,  che  si  manifesta  negli  apparecchi  isolati,  da  cui, 
sia  coli'  ebullizione ,  sia  coli'  effervescenza  od  anche  colla  semplice  covibustione  si 
fanno  salire  copiosi  vaporia. 
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eines  Condensators  nothwendig  erschien,  einer  eingehenderen  Unter- 
suchung hinderlich.  Vielleicht  ist  auch  öfter  diese  Untersuchung  in 
AngriiT  genommen,  aber  infolge  der  scheinbar  völlig  launenhaften 
Abwechselung  in  dem  Erscheinen  bald  eines  positiven,  bald  eines 
negativen,  bald  auch  eines  unelektrischen  Zustandes  wieder  auf- 
gegeben worden.  Ich  selbst  wenigstens  habe  wiederholt  diese  Ver- 
suche begonnen,  aber  stets  wegen  des  eben  bezeichneten  Wechsels 
in  der  Beschaffenheit  der  im  Elektrometer  beobachteten  Spannungen 
abbrechen  müssen,  bis  es  mir  endlich  gelungen  ist,  mittelst  beson- 
derer Anordnungen  die  Bedingungen  für  das  Auftreten  der  einen 
oder  der  andern  Elektricität  festzustellen. 

Bevor  ich  aber  zur  Mittheilung  der  Resultate  meiner  Unter- 
suchung über  die  bei  gewissen  Gasentwickelungen  auftretenden  Elek- 
tricitäten  schreiten  kann,  muss  ich  einige  Erli^uterungen  und  Beob- 
achtungen über  den  Einduss  der  Ableitung  zur  Erde  und  der  durch 
die  Berührung  der  verschiedenen  Leiter  erzeugten  elektrischen  Span- 
nungen vorausschicken. 

L  Elektrometer. 

Zur  Wahrnehmung  der  bei  den  nachfolgend  beschriebenen  Gas- 
entwickelungen entstehenden  elektrischen  Spannungen  diente  das  von 
mir  construirte  Elektrometer.  Die  Empfindlichkeit  desselben  lässt  sich 
sowohl  durch  Stellung  der  zu  beiden  Seiten  des  Goldblättchens  be- 
findlichen Messingscheiben,  welche  mit  den  Polen  einer  aus  Zink- 
Kupfer-Wasser-Elementcn  bestehenden  Säule  verbunden  sind ,  als 
auch  durch  die  Änderung  der  Anzahl  der  Elemente  in  der  eben 
erwähnten  Säule  beliebig  vergrössern  oder  verringern.  Gewöhnlich 
wurde  das  letzte  Verführen  angewandt,  da  bei  demselben  das  Elek- 
trometer selbst  nicht  berührt  zu  werden  brauchte.  Dasselbe  war 
nämlich  ausser  seinem  eigentlichen  Gehäuse,  um  die  Einwirkung 
fremder  Elektricitäten  zu  verhindern,  ringsum  von  einer  weiten  Metall- 
hülle umgeben,  welche  auf  der  Vorderseite  eine  Öffnung  zum  Durch- 
tritt des  Mikroskopkörpers  und  auf  der  Hinterseite  eine  schmale 
Öffnung  zur  Beleuchtung  des  Goldblättchens  besass. 

Um  den  elektrischen  Zustand  des  Goldblättchens  unabhängig 
von   seiner  Ruhelage   prüfen    zu    können,    waren  die  Pole  der  oben 


Digitized  by 


Google 


7]  Elektrische  Untersuchungen.  603 

bezeichneten  Säule  mit  den  Messingscheiben  des  Elekliometers  durch 
einen  Gommutator,  dessen  mit  Quecksilber  gefüllte  Eisennäpfchen  auf 
Schellackstäben  standen,  verbunden.  Durch  Umlegen  des  Coramu- 
tatorbügels  wurde  die  Polarität  in  den  Scheiben  gewechselt,  und 
das  Goldblättchen  zeigte  eine  Ablenkung  nach  der  entgegengesetzten 
Seite.  War  die  Spannung  an  den  beiden  Polen  der  in  ihrer  Mitte 
zur  Erde  abgeleiteten  Säule  so  abgeglichen ,  dass  das  mit  der  Erde 
verbundene  Goldblättchen  beim  Umlegen  des  Commutatorbügels  seine 
Lage  nicht  änderte  *),  so  gab  bei  dem  durch  Zuführung  von  Elektricität 
geladenen  Goldblättchen  die  Hälfte  des  durch  Umlegen  des  Bügels 
entstehenden  Ausschlages  ein  Maass  für  die  vorhandene  Spannung. 

Die  zuvor  ausgesprochene  Bedingung,  dass  die  Spannung  in  den 
beiden  Polen  so  abgeglichen  sei,  dass  das  zur  Erde  abgeleitete  Gold- 
blättchen beim  Umlegen  des  Commutalors  keinen  Ausschlag  zeigt, 
bedarf  noch  einer  Erläuterung.  Wenn  in  meinem  Elektrometer  das 
Goldblättchen  genau  in  der  Mitte  der  beiden  Scheiben  hängt,  und 
diese  Scheiben  infolge  ihrer  Verbindung  mit  den  Polen  der  Säule 
gleich  grosse  aber  entgegengesetzte  Spannungen  besässen,  so  würde 
beim  Umlegen  des  Commutators  das  Goldblättchen  seine  Lage  nicht 
ändern,  wenn  dasselbe  gänzlich  unelektrisch  wäre."  Wird  jedoch 
das  Goldblättchen  durch  einen  metallischen  Leiter  zur  Erde  abge- 
leitet, so  ist  es  durchaus  nicht  unelektrisch,  sondern  behält  eine  den 
in  der  Ableitung  liegenden  Contactverhältnissen  entsprechende  elek- 
trische Spannung;  infolge  dessen  entsteht  auch  bei  gleichen  Abstän- 
den und  bei  gleich  starker  Ladung  der  Scheiben  beim  Umlegen  des 
Commutators  ein  Ausschlag  von  bestimmter  Grösse.  Ich  werde  nach- 
her zeigen,  dass  die  infolge  der  Ableitung  des  Goldblättchens  durch 
einen  mit  den  Gasröhren  des  Hauses  verbundenen  Kupferdraht  ein- 
tretende Spannung  negativ  ist. 

Diese  Änderung  in  der  Lage  des  Goldblättchens  beim  Umlegen 
des  Commutatorbügels  lässt  sich,  wie  ich  schon  früher  nachgewiesen 


*)  Zeigt  sich  an  dem  zur  Erde  abgeleiteten  Goldbrättchen  beim  Umlegen  des 
Commutatorbügels  ein  sehr  geringer  Ausschlag,,  und  man  hat  vielleicht  nicht  Zeit^ 
denselben  durch  Ein-  oder  Ausschalten  von  Elementen  in  der  Säule  zu  beseitigen, 
so  lässt  man  ihn  bestehen ,  und  zieht  ihn  bei  der  Auswerthung  der  elektrischen 
Spannungen  in  Rechnung. 
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habe*),  beseitigen,  weHn  man  die  negative  Hälfte  der  Säule  so  weit 
vej'stärkt,  dass  sie  auf  dem  in  der  Mitte  zwischen  den  Scheiben  be- 
findh'chen  Goldblättchen  eine  gerade  so  viel  grössere  positive  Span- 
nung gegenüber  der  von  der  positiven  Scheibe  hervorgerufenen 
negativen  Vertheilung  erzeugt,  als  die  infolge  der  Ableitung  zur  Erde 
vorhandene  negative  Spannung  beträgt.  Durch  das  Zusammenwirken 
der  vertheilenden  Einflüsse  beider  Scheiben  und  der  Ableitung  zur 
Erde  bleibt  dann  das  Goldblättchen  unelektrisch,  wird  also,  trotzdem 
die  negative  Scheibe  eine  etwas  grössere  Spannung  besitzt  als  die 
positive,  nicht  nach  jener  hinbewegt,  und  zwar  ist  es,  weil  beide 
Scheiben  gleich  weit  vom  Goldblättchen  entfernt  sind,  gleichgültig, 
ob  die  eine  oder  die  andere  Scheibe  mit  dem  etwas  stärkeren  nega- 
tiven Pole  verbunden  ist. 

Ich  werde  weiterhin  zeigen,  dass  ein  Kupferdraht,  welcher  an 
den  eisernen  Gasleitungsröhren  des  Hauses  befestigt  ist,  sehr  nahe 
eine  Spannung  — 0,11  besitzt,  wenn  ich  die  Spannung  zwischen 
Zink  und  Kupfer  =  1  setze.  Wird  nun  dieser  Kupferdraht  metal- 
lisch mit  dem  Goldblättchen  in  Verbindung  gebracht,  so  nimmt  das 
Goldblättchen  (als  aus  reinem  Golde  bestehend  betrachtet)  die  Span- 
nung —  0,21  ^*)   an. 

Ist  nun  die  Stärke  der  beiden  Säulenpole  so  abgeglichen,  dass 
durch  die  stärkere  Wirkung  der  negativen  Scheibe  diese  Spannung 
—  0,21  gerade  aufgehoben  wird,  so  zeigt  das  Goldblättchen  beim 
Umlegen  des  Commutators  keine  Änderung  in  seiner  I^e.  Wird 
durch  Zuführung  von  aussen  die  Spannung  auf  dem  Goldblättchen 
geändert,  so  misst  der  beim  Umlegen  des  Commutators  entstehende 
Ausschlag  die  von  —  0,21  eingetretene  Änderung.  Wir  können  afso 
von  der  dem  Goldblättchen  infolge  der  Ableitung  zur  Erde  ertheilten 
Spannung  absehen ,  und  die  beim  Umlegen  des  Commutatorbügels 
entstehenden  Ausschläge  als  ein  Maass  für  die  dem  Goldblättchen 
von  aussen  zugeführte  Elektricität  betrachten. 


*j   Diese  Abh.   Bd.  IX.   S.  7. 

**)   Die  Spannung  des  Kupfers  gegen  Gold  beträgt  -f-0,<0.      S.   diese  Abli. 
Bd.  XI     S.  600. 
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II.    Elektrische  Vorgänge  bei  von  Metallen  abfallenden 

Wassertropfen. 

Ein  ungeftlhr  80  Cubikcenlimeter  fassendes  trichterförmiges  Glas- 
gefäss  war  unten  in  eine  so  feine  Spitze  ausgezogen,  dass  das  in 
dasselbe  eingegossene  Wasser  nur  in  Tropfen  (je  nach  der  Höhe 
des  Wasserstandes  4  bis  8  Tropfen  in  der  Secunde)  auslliessen 
konnte.  Das  Gefäss  war  isolirt  aufgestellt,  und  die  am  unteren  Ende 
sich  bildenden  Tropfen  fielen  in  eine  ebenfalls  isolirte  Platinschaale 
von  HO™'"  Durchmesser.  In  das  Wasser  dieses  GlasgePasses  konnten 
verschiedene  Metalle  eingetaucht,  und  dabei  entweder  zur  Erde  ab- 
geleitet, oder  durch  einen  isolirten  Draht  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  verbunden  werden.  Ebenso  konnte  die  Platinschaale 
zur  Erde  abgeleitet  oder  durch  den  eben  bezeichneten  isolirten  Draht 
mit  dem  Elektrometer  verbunden  werden. 

Die  späteren  Versuche  über  die  Entstehung  von  Elektricität  bei 
Gasentwickelungen  machten  es  nöthig,  das  trichterförmige  Glasgeföss 
nebst  der  Platinschaale  in  einer  seitwärts  befindlichen,  mit  gutem  Luft- 
zuge versehenen  Kapelle  aufzustellen.  Die  Verbindung  des  Wassers 
im  Glasgefässe  oder  der  Platinschaale  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  musste  deshalb  durch  einen  2  Meter  langen  Kupfer- 
dralit  hergestellt  werden.  Durch  diesen  langen  Leiter  wurde  die 
Capacität  des  isolirten  Theiles  des  Apparates  sehr  vermehrt  und  in- 
folge dessen  die  Grösse  der  Ausschläge  vermindert.  Andererseits 
bot  aber  diese  Einrichtung  durch  den  Ausschluss  äusserer  störenden 
Einflüsse  so  viel  Vortheil,  dass  ich  sie  auch  bei  den  Versuchen  mit 
dem  tropfenden  Wasser  beibehielt;  dazu  kam  noch,  dass  die  mit 
dieser  Leitung  beobachteten  Spannungen  mit  den  bei  den  Gasent- 
wickelungen gemessenen  Werthen  verglichen   werden  konnten. 

a.    Elektrisches  Verhalten  der  abfallenden  Tropfen. 

Wird  in  das  Wasser  des  trichterförmigen  GlasgePässes  ein  Platin- 
draht, welcher  durch  einen  an  den  eisernen  Gasleitungsröhren  des 
Hauses  befestigten  Kupferdraht  mit  der  Erde  leitend  verbunden 
ist,  eingetaucht,  so  erhält  infolge  dieser  Ableitung  das  Wasser  eine 
elektrische  Ladung.     Die    von    dem   unteren  Ende    des  Gefässes  ab- 
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fallenden  Tropfen  nehmen  einen  Theil  dieser  Elektricit^t  mit  und 
übertragen  dieselbe  an  die  isolirte,  und  mit  dem  Goldblilttchen  des 
Elektrometers  verbundene  Platinschaale.  Da  infolge  der  Ableitung 
zur  Erde  der  elektrische  Zustand  des  Wassers  ungeändert  bleibt,  so 
muss  die  elektrische  Ladung  der  Schaale  und  des  Elektrometers  mil 
der  Anzahl  der  gefallenen  Tropfen  zunehmen. 

Wie  oben  schon  erwähnt  und  nachher  speciell  gezeigt  werden 
soll,  besitzt  der  mit  den  Gasröhren  des  Hauses  verbundene  Kupfer- 
draht eine  Spannung  von  nahe  — 0,H,  wenn  die  Spannung  zwischen 
Zink  und  Kupfer  =  -\^  i  gesetzt  wird.  Das  mit  dem  Kupfer  ver- 
bundene Platin  erhält  dann  eine  Spannung  —  0,34*),  und  das  Wasser, 
in  welches  dasselbe  eintaucht,  — 0,45.  Jeder  von  dem  unteren 
Ende  des  Trichters  abfallende  Tropfen  nimmt  eine  von  dieser  Span- 
nung abhängige  Elektricitälsmenge  mit.  Als  nun  bei  der  beschrie- 
benen Anordnung  die  Tropfen  während  2  Minuten  in  die  Schaale 
gefallen  waren,  gab  das  Elektrometer  bei  einer  bestimmten  Empfind- 
lichkeit einen  Ausschlag  von  —  2,5  Skth.,  der  bei  weiterer  Fort- 
setzung des  Versuches  selbstverständlich  sich  vergrösserte. 

Wenn  anstatt  des  Platindrahles  ein  blankes  Kupferstück  in  das 
Wasser  des  Trichters  eingetaucht  wird,  so  rauss  das  Wasser  die 
Spannung  —  0,1 1  -\-  ( —  0,08)  =  —  0,19  zeigen.  Bei  einem  solchen 
Versuche  betrug  die  Ladung  der  Platinschaale,  nachdem  die  Tropfen 
während  2  iMinuten  in  dieselbe  gefallen  waren,  — 1,7  Skth.  Die- 
selbe war  also  geringer,  als  unter  gleichlanger  Dauer  des  Tropfens 
bei  dem  Platin. 

Taucht  ein  mit  dem  Kupferdraht  verbundenes  blankes  gehärtetes 


*j  Die  elektrischen  Spannungen;  welche  durch  Berührung  der  Metalle  mit 
anderen  Metallen  und  mit  destillirtem  Wasser  entstehen,  sind  meinen  im  XI.  Bd. 
dieser  Abhandlungen  beßndlichen  Maassbestimmungen  der  elektromotorischen  Kräfte 
entnommen.  Ich  stelle  die  im  Texte  vorkommenden  Spannungen  hier  zusammen: 
Zink-Kupfer  =  +  1,00,  Eisen-Kupfer  =  +  0,16,  Kupfer-Platin  =  -J-  0,23.  Das 
Wasser  ist  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  gegen  diese  Metalle  negativ  ;  diese 
Spannung  ändert  sich  etwas  mit  der  Zeit,  und  es  ist  im  Mitlei  dieselbe  angenom- 
men für  Kupfer-Wasser  =4-0,08,  für  Platin- Wasser  =  +  0,H,  für  Zink- 
Wasser  =  H-  0,20  und  für  Eisen  (Stahl) -Wasser  =  -|-  0,02.  Es  wurden  meistens 
die  zu  den  früheren  Messungen  benutzten  Metallstücke  angewandt,  und  überhaupt 
die  Verhall nisse  den  bei  jenen  früheren  Beobachtungen  obwaltenden  möglichst  gleich 
gemacht. 
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Stahlstäbchen  in  das  Wasser  des  Trichlergefässes,  so  erhält  der  Stahl 
die  Spannung  —  0,11  -f-  0,16  =  -f-  0,05,  und  das  Wasser  die 
Spannung  -f-  0,05  —  0,02  =  -f"  0,03.  Bei  dieser  Anordnung  erschien 
die  Platinschaale,  nachdem  während  2  Minuten  die  Wassertropfen  in 
dieselbe  gefallen  waren,  entweder  uneleklrisch  oder  in  sehr  geringem 
Grade  positiv. 

Wenn  endlich  ein  mit  dem  Kupferdrahte  verbundenes  blankes 
Zinkstück  in  das  Wasser  getaucht  wird,  so  nimmt  das  Zink  die  Span- 
nung —  0,11  -|-  1,00  =:  -f-  0,89,  und  das  Wasser  im  Geisse  die 
Spannung  -|-  0,89  —  0,20,  =  +  0,69  an.  Als  die  Tropfen  während 
2  Minuten  gefallen  waren,  gab  die  Schale  einen  Ausschlag  von 
+  6,4  Skth. 

6.    Elektrisches  Verhalten    der  Leitung  vom  Wasser  des 
Glassgefässes  zum  Elektrometer. 

Im  Vorhergehenden  sind  bereits  die  Spannungen  berechnet  wor- 
den, welche  das  im  Trichter  beJindliche  Wasser  durch  Berührung 
mit  dem  in  ihm  eingetauchten  und  zur  Erde  abgeleiteten  Metall 
annimmt.  Wird  nun  dieses  Metall  durch  eine  isolirte  Drahtleitung 
mit  dem  Elektrometer  verbunden,  und  diese  Leitung  zuerst  durch 
Anlegen  des  mit  den  Gasröhren  des  Hauses  zusammenhängenden 
Kupferdrahtes  abgeleitet  und  darauf  isolirt,  so  wird  die  in  dem 
Wasser  zufolge  der  zuvor  bestandenen  Ableitung  angehäufte  Eleklri- 
cität  durch  die  abfallenden  Tropfen  allmählig  immer  geringer  werden ; 
nach  dem  Abfallen  unendlich  vieler  Tropfen  würde  das  Wasser 
gänzlich  unelektrisch  werden.  Sobald  aber  bei  einem  isolirten  Systeme 
zusammenhängender  Leiter  der  absolute  Werth  der  Spannung  an  irgend 
einer  Stelle  geändert  wird,  so  erleiden  alle  Punkte  desselben  die 
gleiche  Änderung  in  ihrer  Spannung;  dagegen  müssen  die  Unter- 
schiede zwischen  den  einzelnen  Theilen  der  Leitung  bestehen  bleiben. 
Wenn  nun  ein  blankes  Platinstäbchen  in  das  Wasser  des  Trichters 
taucht,  so  erhält,  wie  oben  gezeigt,  das  Wasser  durch  die  Ableitung 
die  Spannung  —  0,45  (S.  606) ,  die  nach  dem  Isoliren  fortbesteht. 
Das  Goldblättchen  des  Elektrometers  hat  dabei  die  Spannung  —  0,21  ; 
diese  letztere  erzeugt  aber  bei  der  getroffenen  Einrichtung  (S.  604) 
beim  Umlegen  des  Commutatorbügels  keinen  Ausschlag.  Verliert 
dann  das  Wasser    im   Gefässe   durch   die   abfallenden  Tropfen   seine 
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elektrische  Spannung  von  — 0,45,  so  niuss  die  Spannung  im  Gold- 
blHttchen  sich  um  -|- 0,45  andern;  sie  beträgt  also  -|- 0,24.  Beim 
Umlegen  des  Commutatorbügels  wird  aber  nicht  diese  Spannung, 
sondern  die  von  —  0,21  eingetretene  Änderung,  mithin  die  Span- 
nung -\-  0,45,  um  welche  das  Wasser  seinen  Zustand  geändert  hat, 
gemessen.  Bei  solchen  Versuchen  zeigte  das  Goldblättchen,  wenn 
die  Tropfen  während  2  Minuten  gefallen  waren,  einen  Ausschlag 
von  -|-  2,5  bis  -\-  3,6  Skth.*).  Bei  längerer  Fortdauer  des  Tropfens 
steigt  derselbe  noch  etwas  höher,  da  in  der  Zeit  von  2  Minuten 
das  Wasser  noch  nicht  vollständig  entladen  sein  kann. 

Wurde  der  vorstehende  Versuch  in  der  Weise  abgeändert,  dass 
anstatt  des  Platins  ein  blankes  Kupferstäbchen  in  das  Wasser  tauchte, 
wodurch  letzteres  eine  S|)annung  — 0,19  erhielt,  so  betrug  nach 
2  Minuten  der  Ausschlag  im  Elektrometer  -|-  1,2  Skth. 

Dagegen  zeigte  das  Goldblättchen  keinen  merklichen  Ausschlag, 
wenn  ein  blankes  Stahlstäbchen  in  das  Wasser  eintauchte.  Die 
elektrische  Spannung  des  Wassers  betrug  in  diesem  Falle  nach  S.  607 
auch  nur  -\-  0,03. 

Wurde  endlich  bei  gleicher  Anordnung  ein  blankes  Zinkstück 
in  as  Wasser  getaucht,  wodurch  das  letztere  eine  Spannung  -|-  0,69 
annahm,  so  zeigte  nach  2  Minuten  das  Goldblättchen  einen  Ausschlag 
von  —  3,7  bis  —  4,5  Skth.  Nahe  ebenso  verhielt  sich  gut  amal- 
gamirtes  Zink. 

Aus  den  vorstehenden  Beobachtungen  lässt  sich  nun  ein  ange- 
näherter Werth  für  die  elektrische  Spannung  auf  dem  mittelst  der 
Gasröhren  des  Hauses  abgeleiteten  Kupferdrahte  berechnen.  Eine 
völlig  genaue  Bestimmung  ist  nicht  zu  erwarten,  weil  die  Anzahl 
der  in  2  Minuten  fallenden  Tropfen  etwas  schwankt  und  weil  auch 
die  Spannung  zwischen  dem  Wasser  und  manchen  Metallen  sich 
mit  der  Zeit  etwas  ändert.  Die  vorstehenden  Messungen  sind  4  bis 
20  Minuten  nach  dem  Eintauchen  der  blankgeputzten  Metalle  aus- 
geführt. 

In  dem  Zeiträume  von  2  Minuten  ist  nun  allerdings  das  Wasser 
des    Trichters    nicht    völlig    entladen.     Nehmen    wir   aber   an,   dass 

*)  Je  nach  der  Anzahl  der  in  einer  Seciinde  fallenden  Tropfen,  die  vornehm- 
lich durch  den  Stand  des  Wassers  im  Trichter  bedingt  ist,  werden  die  innerhalb 
eines  Zeitraumes  von   2   Minuten  entstehenden  Ausschlage  etwas  vahiren. 
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während  desselben  bei  den  verschiedenen  Versuchen  gleichviel  und 
gleichgestaltete  Tropfen  gefallen  sind,  so  wird  sich  die  Ladung  des 
Wassers  stets  in  demselben  Verhältnisse  verringert  haben,  und  die 
oben  gegebenen  Ausschläge  des  Elektrometers  können  als  Maass  Tür 
die    im  Wasser  anfangs  vorhandene  elektrische  Spannung  dienen. 

Oben  war  für  das  Wasser,  wenn  Platin  eintaucht,  eine  Span- 
nung —  0,45  und  wenn  Zink  eintaucht,  eine  Spannung  -f"  Oj^O 
berechnet  worden;  der  Unterschied  beider  Spannungen  ist  1,14. 
Im  Mittel  betrug  nun  bei  den  vorstehenden  Versuchen  der  Ausschlag 
des  Elektrometers,  wenn  .Platin  in  das  Wasser  tauchte,  -["  3  Skth., 
und  wenn  Zink  eintauchte ,  —  4  Skth.  Ein  Ausschlag  von  7  Skth. 
entspricht  also  einer  Spannung  von  1,14. 

Da  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Kupfer  längere  Zeit  nach 
dem  Eintauchen  sich  fast  constant  erhält,  so  werde  ich  zur  Bestim- 
mung der  durch  die  Ableitung  zur  Erde  erzeugten  Spannung  die 
Versuche  mit  Kupfer  zu  Grunde  legen.  Im  Mittel  betrug  der  Aus- 
schlag des  Elektrometers,  wenn  Kupfer  in  das  Wasser  tauchte, 
4-  1,2  Skth.  Die  Spannung  des  Wassers,  welche  infolge  des  Ab- 
tropfens  den  Ausschlag  +1,2  hervorbrachte,  ergibt  sich  hieraus 
:=  0,19,  und  zwar  ist  dieselbe  negativ,  weil  durch  ihr  Verschwin- 
den das  Elektrometer  [)Ositiv  geladen  wird.  Betrügt  nun  die  Span- 
nung des  durch  Kupfer  zur  Erde  abgeleiteten  Wassers  — 0,19,  so 
muss  sie  auf  dem  Kupfer  selbst  =  —  0,1 1  sein.  Dies  ist  also  der 
Werth,  welcher  oben  für  die  dem  Kupfer  durch  die  Ableitung  mit- 
telst der  Gasröhren  ertheilte  elektrische  Spannung  angenommen 
wurde.  Mit  ihm  erhält  man  dann,  wie  zuvor  berechnet,  für  die 
Spannung  des  Wassers  beim  Eintauchen  des  Platins  —  0,45 ,  des 
Kupfers  —0,19,  des  Stahles  +0,03  und  des  Zinkes  +0,69. 

Geht  man  von  dem  beim  Eintauchen  des  Kupfers  beobachteten 
Ausschlage  +0,12  aus,  so  erhalt  man  aus  den  angegebenen  Span- 
nungen durch  Rechnung  die  folgenden  Ausschläge  des  Elektrometers: 


Beim  Eintaucheo  des 

berechnet 

beobachtet 

Platins 

+  2,8 

+  2,5  bis  +  3,6 

Kupfers 

+  1,2 

+  1,2 

Stahles 

—  0,2 

0 

Zinkes 

-4,3 

—  3,7  bis  —  4,5 
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Sooach  kann  also  fUr  die  aur  dem  Kupfer  infolge  der  Ableitung 
durch  die  Gasröhren  entstehende  Spannung  — 0,11  als  angenäherter 
Werth  betrachtet  werden. 

Bei  den  in  diesem  Abschnitte  beschriebenen  Versuchen,  wobei 
die  Leitung  vom  Wasser  im  Trichter  zum  Elektrometer  isolirt  war, 
zeigte  das  Elektrometer  zwar  stets  die  entgegengesetzten  Ausschläge, 
als  bei  den  im  vorhergehenden  mitgetheilten ,  wo  die  Platinschaale 
mit  dem  Elektrometer  verbunden  war;  indess  können  die  in  den 
entsprechenden  Versuchen  erhaltenen  Zahlenwerlhe  nicht  gleich  sein. 
Erstens  waren  die  Oberflächen,  über  welche  sich  in  den  beiden  An- 
ordnungen die  Elektricitäl  verbreitete,  nicht  gleich  gross,  und  zwei- 
tens behielt,  wenn  die  elektrische  Spannung  der  Platinschaale  be- 
obachtet wurde,  das  Wasser  im  Trichter  stets  dieselbe  Spannung, 
weil  das  in  dasselbe  eintauchende  Metall  fortdauernd  mit  der  Erde 
in  Verbindung  stand ,  während ,  wenn  die  Spannung  auf  der  vom 
Trichter  nach  dem  Elektrometer  führenden  Leitung  gemessen  werden 
sollte,  der  Trichter  und  diese  Leitung  isolirt  waren,  und  die  anfangs 
vorhandene  Spannung  des  Wassers  sich  durch  die  Fortführung  der 
auf  den  fallenden  Tropfen  angehäuflen  Elektricität  immer  mehr  und 
mehr  verminderte. 

Die  vorstehenden  Versuche  wurden  bei  einer  Anordnung,  welche 
mit  der  später  bei  den  Gasentwickclungen  benutzten  übereinstimmte, 
wiederholt.  Es  wurde  unterhalb  der  Spitze  des  isolirten  trichter- 
förmigen Gefässes  ein  blanker  Metallstreifen  in  einer  unter  45®  gegen 
den  Horizont  geneigten  Lage  so  aufgestellt,  dass  die  aus  der  Spitze 
des  Trichters  herabfallenden  Wassertropfen  in  der  Nähe  des  oberen 
Endes  des  Metallstreifens  auftrafen.  Die  Tropfen  flössen  dann  über 
das  Metallblech  hinab,  und  sammelten  sich  am  unteren  Ende  zu  mehr 
oder  weniger  grossen  Tropfen,  welche  in  die  unterhalb  stehende 
Platinschaale  flelen.  Es  konnten  nun  der  Metallstreifen  und  die 
Platinschaale  isolirt  gehalten,  und  einzeln  oder  zusammen  mit  dem 
Goldblättchen  des  Elektrometers  oder  mit  der  Erde  verbunden 
werden. 

Fielen  die  Wassertropfen  auf  eine  isolirte  Platinplatte,  welche 
mit  dem  Elektrometer  verbunden  und  zuvor  mit  dem  kupfernen 
Leitungsdrahte  berührt  war,  so  entstand  im  Elektrometer  eine  posi- 
tive Ladung,  während  die  unterhalb  stehende  Platinschaale  negative 
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Spannung  erhielt.  Wurde  an  den  Ort  des  Platins  ein  Zinkstreiren 
gestellt,  so  ertheilte  der  isolirte  Metallstreifen  dem  Elektrometei 
negative,  dagegen  die  isolirte  Platinschaale,  in  welcher  die  vom  Zinke 
abfallenden  Tropfen  sich  sammelten,  positive  Spannung. 

Dieselben  Spannungen,  und  auch  nahe  in  gleicher  Grösse,  traten 
auf,  als  anstatt  eines  gewöhnlichen  blanken  Zinkstückes  ein  gut 
amalgamirtes  Stück  Zink  angewandt  wurde.  Eben  dasselbe  fand 
statt,  wenn  bei  gut  amalgamirtem  Zinke  verdünnte  Schwefelsaure 
anstatt  des  Wassers  in  das  trichterförmige  Gefäss  gegossen  wurde. 


III.    Elektrische  Vorgänge  bei   der  Entwickclung  des 
Wasserstoffgases  aus  Zink  und  Schwefelsäure. 

Lavoisier  und  de  la  Place  übergössen  Eisenfeilicht  mit 
einer  ungefUhr  durch  drei  Theile  Wasser  verdünnten  Schwefelsäure 
in  einem  Geisse,  welches  mit  der  Platte  eines  Condensators  ver- 
bunden war,  und  erhielten  in  einigen  Minuten  eine  so  starke  Ladung 
des  Condensators,  dass  die  aufgehobene  Platte  Funken  gab*).  Sie 
fanden  die  ElektriciUlt  des  Gefässes  negativ. 

Volta  beobachtete  bei  einer  ähnlichen  heftigen  Wasserstoff- 
entwickelung**), indem  er  auf  ein  Gemenge  aus  Eisenfeilicht  und 
Wasser  Vitriolöl  goss,  so  starke  Elektrisirung  des  Gefässes,  dass  er 
sie  unmittelbar  mittelst  des  Strohhalmelektrometers  wahrnehmen  und 
als  negativ  bestimmen  konnte. 

Das  Auftreten  der  negativen  Elektricität  in  dem  zur  Auflösung 
des  Eisens  dienenden  Get^sse  stimmte  mit  den  Ansichten,  welche 
sich  Volta  über  die  Vorgänge  bei  der  Verdampfung  und  Gasent- 
wickelung gebildet  hatte,  sehr  gut  überein.  So  wie  zu  der  Über- 
führung einer  Flüssigkeit  in  Dampfform  eine  gewisse  Wärmemenge 
verbraucht  wird,  so  sollte  seiner  Ansicht"^^^)  nach  bei  diesem  Vor- 
gange auch  ein  Verbrauch  von  elektrischem  Fluidum  eintreten;  die 
Capacität  der  Gase  für  Elektricität  sollte  grösser  sein  als  die  der 
Flüssigkeit,  aus  welcher  sie  entstehen;   sie  entzögen  daher  bei  ihrer 


*)  Histoire  de  l'Acad.  royale  des  Sciences,     Annee  nsi.   S.  293. 
**)   Collez.  I.    ^   S.  273. 
***)  Ebend.  S.   275. 
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Bildung  der  Flüssigkeit  und  dem  Gef^sse  elektrisches  Fluidum,  und 
Hessen  das  letztere  in  negativem  Zustande  zurück. 

Bei  seinen  ersten  Versuchen  über  die  bei  der  Wasserstoffent- 
wickelung auftretende  Elektricität  hatte  V  o  1 1  a  das  Geßiss  stets 
negativ  gefunden.  Als  er  aber  später  die  Versuche  wiederholte  und 
abänderte,  beobachtete  er  1789,  dass  das  Gefäss,  aus  welchem  der 
Wasserstoff  aufstieg,  besonders  bei  Auflösung  des  Zinkes  in  ver- 
dünnter Schwefelsaure,  auch  zuweilen  eine  positive  Spannung  zeigte*). 
Er  meint,  dieser  Umstand  Hesse  sich  vielleicht  erklärea,  wenn  man 
annehme,  dass  durch  die  vor  sich  gehende  Zersetzung  und  die  ein- 
tretenden Verbindungen  neues  elektrisches  Fluidum  erzeugt  oder 
auch  nur  entwickelt  werde.  Reiche  dieses  entstehende  Quantum 
elektrischen  Fluidums  gerade  hin,  um  das  von  dem  gebildeten  Gase 
aus  dem  Gefüsse  hinweggenommene  zu  ersetzen,  so  erscheine  das 
GePass  unelektrisch;  betrage  die  Menge  des  neu  erzeugten  oder  ent- 
wickelten Fluidums  aber  mehr,  so  werde  das  Gefäss  positiv;  sei  sie 
geringer,  so  zeige  das  Geföss  noch  eine  negative  Ladung.  Eine 
specielle  Untersuchung,  unter  welchen  Umstanden  das  Gefäss  negativ 
oder  unelektrisch  oder  positiv  wird,  hat  Volta  aber  nicht  unter- 
nommen. 

In  den  nachfolgenden  Versuchen  werde  ich  nun  die  Bedingun- 
gen aufstellen,  unter  welchen  bei  der  Wasserstoffentwickelung  diese 
verschiedenen  Elektrisirungen  eintreten. 

Volta  hat  bei  seinen  Beobachtungen,  mit  wenigen  Ausnahmen, 
den  Condensator  zu  Hülfe  genommen.  Im  Grunde  ist  die  Hinzu- 
fügung dieses  Instrumentes  eine  überflüssige.  Es  handelt  sich  bei 
diesen  Versuchen  um  ein  bestimmtes,  begrenztes  Quantum  erzeugter 
Elektricitat,  und  der  Condensator  kann  dasselbe  durch  seine  Ein- 
schaltung bei  gewöhnlicher  Verwendung  nicht  vermehren.  Wenn 
die  Isolation  vollkommen  und  die  Ausstrahlung  der  Leiter  vermieden 
ist,  so  vergrössert  der  Condensator  die  Oberfläche,  über  welche  sich 
die  Elektricität  verbreitet,  und  vermindert  infolge  dessen  sogar  die 
Spannung.  Wenn  dagegen  die  Isolirung  mangelhaft  und  viel  Ge- 
legenheit zur  Ausstrahlung  gegeben  ist,  so  bringt  der  Condensator 
durch  den  Umstand  Vortheil,  dass,  so  lange  seine  Platten  aufeinander 


*)   Zusatz  zu  dem  7.  Briefe  über  Meteorologie.     Collez.  I.   2.  S.  275. 
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liegen,  die  Spannung  an  den  freien  Oberflächen  der  Leiter  nur  sehr 
gering  ist,  und  daher  weniger  Verlust  durch  mangelhafte  Isolirung 
und  durch  Ausstrahlung  entsteht.  Vielleicht  kann  er  auch  dadurch 
günstig  wirken,  dass,  weil  die  elektrische  Spannung  in  der  Flüssig- 
keit, aus  und  von  welcher  die  Gasblasen  aufsteigen,  vermindert  wird, 
sich  die  Ausgleichung  der  von  den  Gasblasen  aufgenommenen  Elektri- 
cität  mit  der  entgegengesetzten  der  Flüssigkeit  verringert. 


A.    Schwefelsäure  fällt  in  Tropfen  auf  einen  ungefähr  unter  45^  gegen  den 
Horizont  geneigten  Zinkstreifen. 

Wenn  in  einem  Gefässe  Zinkstücke  mit  verdünnter  Schwefel- 
säure übergössen  werden,  so  tritt  am  Gefässe  je  nach  der  Beschaffen- 
heit des  Zinkes  und  der  Säure  entweder  zuerst  eine  negative  Elek- 
tricität  auf,  die  nach  einiger  Zeit  in  eine  positive  übergeht,  oder 
es  zeigt  das  Gefäss  auch  gleich  im  Anfange  eine  positive  Ladung. 
Bei  Ausführung  solcher  Versuche  kommt  man  indess  sehr  bald  zu 
der  Überzeugung,  dass  es  bei  diesem  Verfahren  nicht. möglich  ist, 
zu  einem  Verständniss  der  Vorgänge  zu  gelangen.  Es  war  daliör 
nöthig,  einen  anderen  Weg  einzuschlagen,  welcher  es  ermöglichte, 
die  Bedingungen  für  den  Angriff  der  Säure  stets  in  nahe  gleicher 
Weise  herzustellen.  Ich  wählte  dazu  die  schon  oben  S.  610  be- 
schriebene Einrichtung. 

Unterhalb  des  S.  605  erwähnten  trichterförmigen  Glasgefässes, 
in  welches  die  Säure  gegossen  wurde,  stand  ein  ungefähr  unter  45^ 
gegen  den  Horizont  geneigter  Zinkstreil'en.  In  der  Nähe  des  oberen 
Endes  fielen  die  Säuretropfen  auf  diesen  Streifen,  flössen  über  ihn 
hinab  und  sammelten  sich  am  unteren  Ende  zu  etwas  grösseren 
Tropfen,  welche  dann  in  die  unterhalb  befindliche  Platinschaale 
(S.  61 0)  fielen.  Der  Zinkstreifen  und  die  Platinschaale  konnten,  eben- 
so wie  bei  den  Versuchen  mit  dem  tropfenden  Wasser,  isolirt  gehalten 
und  dabei  einzeln  oder  zusammen  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektro- 
meters verbunden,  oder  zur  Erde  abgeleitet  werden. 

In  dem  vorhergehenden  Abschnitte  sind  die  elektrischen  Span- 
nungen, welche  die  Metallstücke  und  die  Platinschaale  durch  die 
fallenden  Tropfen  in  einem  Zeiträume  von  zwei  Minuten  annahmen, 
in  Skalentheilen  des  Ocularmikromelers  angegeben  worden.     Um  die 
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weiterhin  mitzutheilenden  ZahieDwerihe  von  der  zufälligen  Beschaffen- 
heit des'Elektrometers  unabhängig  zu  machen,  werde  ich  jedoch  im 
Folgenden  die  elektrischen  Spannungen  stets  in  Theilen  der  an  dem 
einen  Pole  eines  Danieirschen  Elementes,  dessen  anderer  Pol  zur 
Erde  abgeleitet  ist,  vorhandenen  Spannung  ausdrücken.  Eine  elek- 
trische Spannung  3  z.  B.  bezeichnet  also  einen  solchen  Ausschlag  im 
Elektrometer,  wie  derselbe  entsteht,  wenn  der  eine  Pol  von  drei 
zu  einer  Säule  verbundenen  DanielFschen  Elementen  mit  dem  Gold- 
blättchen des  Elektrometers  verbunden  wird,  während  der  andere  Pol 
zur  Erde  abgeleitet  ist. 

Ich  werde  zuerst  eine  Reihe  von  Versuchen  über  die  bei  An- 
wendung von  Schwefelsäure  in  verschiedenen  Concentrationsgraden 
erzeugten  elektrischen  Spannungen  zusammenstellen  und  dabei  nur 
einzelne  Thatsachen  hervorheben,  um  dann  später  nähere  Erörterun- 
gen anzuschliessen. 

a.    Beobachlungen. 

1.  Schwefelsäure,  mit  dem  64fachen  Volumen  Was- 
ser gemisc  ht. 

Zum  Verständniss  der  nachstehend  mitgetheilten  Versuchsreihen 
sende  ich  die  folgenden  Bemerkungen  voraus,  und  zwar  will  ich 
mich  dabei  speciell  an  die  erste  Versuchsreihe  anschliessen. 

Eine  blankgeschabte  Zinkplatte  stand  unterhalb  des  Trichters; 
die  auf  sie  treffenden  Tropfen  der  Säure  ßelen  von  ihrem  unleren 
Rande  in  die  unterhalb  stehende  Platinschaale. 

Es  wurde  nun  zuerst  das  Zink  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer 
verbunden,  während  die  Platinschaale  zur  Erde  abgeleilet  war.  Nach 
2  Minuten  zeigte  das  Elektrometer  die  Spannung  —  0,73.  Darauf 
wurde  durch  Umlegen  des  Bügels  eines  Commutators  die  Platin- 
schaale isolirt  und  mit  dem  Elektrometer  verbunden,  das  Zink  aber 
zur  Erde  abgeleitet;  nach  2  Minuten  gab  das  Elektrometer  die 
Spannung  -\-  0,20  an.  Nach  dem  Entladen  des  Elektrometers  wurde 
dieselbe  Beobachtung  wiederholt,  und  nach  2  Minuten  hatte  das 
Elektrometer  eine  Ladung  -f-  0,12  angenommen.  Durch  Zurückführen 
des  Commutators  in  die  erste  Lage  wurde  jetzt  wieder  das  Zink 
isolirt,  und  die  Platinschaale  abgeleitet;  nach  Verlauf  von  2  Minuten 
zeigte  das  Elektrometer  die  Spannung  —  1,50  u.  s.  w.     Der  Zeitraum 
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von  einer  Messung  zur  folgenden  betrug  3  Minuten;  eine  Minute 
wurde  zur  Ausführung  des  Wechsels  der  Verbindungen  und  Ent- 
ladung des  Elektrometers  benutzt;  mit  dem  Ende  derselben  wurde 
das  Zink  oder  resp.  die  Platinschaale  isolirt,  und  nach  Verlauf  von 
2!  Minuten  die  elektrische  Spannung  gemessen*).  Z  bedeutet  den 
Zinkstreifen,  S  die  Platinschaale  und  E  das  Elektrometer. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  0,73 

s 

z 

+  0,20 

s 

z 

+  0J2 

z 

s 

—  1,50 

s 

z 

—  0,02 

z 

s 

—  1,10 

s 

z 

—  0,30 

z 

s 

—  0,50 

s 

z 

—  0,51 

z 

s 

—  0,32 

s 

z 

—  0.88 

z 

s 

—  0,11 

Bei  Anwendung  eines  anderen  ebenfalls  blankgeschabten  Zink- 
stückes wurden  bei  gleichem  Verfahren  die  folgenden  elektrischen 
Spannungen  beobachtet: 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesamro< 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

S 

Z 

+  0,28 

z 

s 

—  1,67 

s 

z 

+  0,23 

z 

s 

—  2,06 

s 

z 

—  0.06 

s. 

z 

—  0.49 

z 

s 

—  1,74 

s 

z 

—  0,59 

z 

s 

—  1,00 

s 

z 

—  0,60 

z 

s 

—  0,51 

s 

z 

—  0,70 

z 

s 

—  0.50 

*)  Um  den  Verlauf  der  Eleklricitatserregung  genauer  zu  verfolgen,    wurden 
die  Ausschläge   des    Elektrometers    nach   je    einer  halben   Minute    beobachtet   und 
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Die  SpaDiiuDg  des  Zinkes  ist  hiernach  negativ,  erreicht  9  bis 
ISS  Minuten  nach  dem  Beginnen  des  Tropfens  ein  Maximum,  und 
nimmt  dann  allmdhiig  ab.  Die  elektrische  Spannung  der  Platin- 
schaale  erscheint  anfangs  schwach  positiv;  diese  positive  Spannung 
nimmt  ab  und  geht  bald  (innerhalb  9  Minuten  vom  Beginnen  des 
Tropfens)  in  die  negative  über,  weiche  letztere  dann  allmählig  in 
ihrer  Starke  anwächst. 

Als  anstatt  eines  blankgeschabten  Zinkes  ein  Streifen  angewandt 
wurde,  dessen  Oberfläche  in  dem  Zustande  belassen  worden,  wie 
sie  sich  an  dem  käuflichen  dicken  Zinkbleche  findet,  wurden  folgende 
elektrische  Spannungen  beobachtet: 


)lirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

S 

Z 

+  0,2« 

z 

s 

—  0,6« 

s 

z 

+  0J« 

z 

s 

—  ^«0 

s 

z 

—  0,05 

z 

s 

-4,72 

s 

z 

—  0,25 

z 

s 

—  2,10 

nach    einer   Zwischenzeit    von    40    Minuten,    während    welcher   die 
Tropfen  der  Säure  unausgesetzt  gefallen  waren : 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  1,80 

s 

Z 

—  1,82. 

Da  die  Oberfläche,  wie  sie  an  dem  käuflichen  Zinkbleche  sich 
findet,  anfangs  weniger  von  der  verdünnten  Säure  angegriÖen  wird, 
als  eine  blank  geschabte  Oberfläche,  so  tritt  in  diesem  Versuche  das 
Maximum  der  negativen  Spannung  auf  dem  Zinkstreifen  erst  nach 
Verlauf  eines  längeren  Zeitraumes  auf. 

Def  Apparat,  wie  er  zu  dem  eben  beschriebenen  Versuche  ge- 
dient hatte,   blieb  unangerührt  bis  zum  folgenden  Tage  stehen.     Es 

aufgezeichnet;  es  konnte  dies  ohne  Störung  durch  Umlegen  des  unterhalb  des 
Elektrometers  befindlichen  Commutators  geschehen.  Der  Kürze  wegen  gebe  ich  im 
Obigen   nur   die  am  Ende  von  t  Minuten  angesammelten  elektrischen  Spannungen. 
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wurde  dann  erst  destillirtes  Wasser  in  den  Trichter  gegossen,  um 
die  Zinkfläche  etwas  abzuspülen,  und  nachdem  dies  ausgeflossen, 
die  verdünnte  Schwefelsäure  eingefüllt.  Jetzt  trat,  wie  die  folgenden 
Beobachtungen  zeigen,  gleich  anfangs  eine  starke  negative  Spannung 
am  Zink  auf,  die  dann  allmählig  abnahm ;  die  Platinschaale  ist  gleich 
anfangs  negativ. 

In  2  Minuten  angesammelte 
Spannungen. 

—  2,0« 

—  «,02 

—  «,55 

—  1,39 

—  «,«6 

—  «,66 

—  0,86 

2)  Schwefelsäure,  mit  dem  32fachen  Volumen  Wasser 
vermischt. 

Ein  bereits  dem  Angriffe  der  Schwefelsäure  ausgesetzt  gewesener 
Zinkslreifeq  wurde  nur  mittelst  eines  Schwammes  in  Wasser  ab- 
gewaschen und  dann  unterhalb  des  Trichters  aufgestellt. 


)lirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

verbunden. 

abgeleitet. 

Z 

S 

s 

Z 

z 

s 

s 

z 

z 

s 

s 

z 

z 

s 

dlirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  3,55 

s 

z 

—  2,47 

z 

s 

—  2,30 

s 

z 

—  2,50 

z 

s 

—  «,«2 

s 

z 

—  4,75 

z 

s 

—  0,36 

s 

z 

—  5,04 

z 

s 

+  0,70 

s 

z 

—  6,69 

z 

s 

+  0,75 

s 

z 

—  6,94 

Wie  bei  dem  nächst  vorhergehenden  Versuche,  wo  das  Zink 
zuvor  ebenfalls  dem  Angriffe  der  Schwefelsäure  ausgesetzt  gewesen, 
tritt  in  dem  vorliegenden  gleich  zu  Anfange  auf  dem  Zinke  starke 
negative  Spannung  auf.  Dieselbe  verringert  sich  allmählig  und  geht 
zuletzt    in    eine    schwache    positive    über.     Die    Platinschaale   erhält 
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gleich  anfangs  eine  erhebliche  negative  Spannung,  die  allmählig  stark 
wächst. 

3.  Schwefelsäure,  mit  dem  1  Gfachen  Volumen  Wasser 
gemischt. 

Ein  blank  geschabter  Zinkstreifen  stand  unterhalb  des  Trichters. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Eide 

In  %  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  1,55 

s 

z 

—  KM 

z 

s 

—  0,«9 

s 

z 

—  3,77 

z 

s 

+  0,85 

s 

z 

—  3,98 

z 

s 

+  ^,46 

s 

z 

—  5,50 

z 

s 

+  \M 

s 

z 

—  5,62 

Bei  Anwendung  dieser  stärkern  Säure  tritt  am  Zinke  der  Über- 
gang des  negativen  Zustandes  in  den  positiven  früher  ein,  als  in 
dem  vorhergehenden  Versuche. 

4.  Schwefelsäure,  mit  dem  Sfachen  Volumen  Wasser 
gemischt. 

Es  stand  ebenfalls  ein  blank  geschabter  Zinkstreifen  unterhalb 
des  Trichters. 


)Iirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  2,35 

s 

Z 

—  3,00 

z 

s 

+  0,59 

s 

z 

—  3,48 

z 

s 

+  0,35*) 

s 

z 

—  2,06 

z 

s 

—  0,25 

s 

z 

—  «,03 

In  diesem  Versuche  tritt  am  Zinke  der  Übergang  des  negativen 
Zustandes  in  den  positiven  noch  früher  ein,  als  in  dem  vorher- 
gehenden. Als  nach  etwa  12  Minuten  seit  dem  Beginnen  des  Tropfens 
auf  der  Zinkfläche  ein  blasiger  Schaum  sich  zu  bilden  begann,  nahm 

*)  Auf  der  Ziakfläche  hatte  sich  Schaum  gebildet. 
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auf  dem  Zinke  die  positive  und  in  der  Platinschaale  die  negative 
Spannung  ab;  beim  Zinke  ging  die  positive  Spannung  sogar  wieder 
in    eine  schwache  negative  über. 

4.  Schwefelsäure,  mit  dem  4fachen  Volumen  Wasser 
gemischt. 

Das  unterhalb  des  Trichters  stehende  Zink  war  blank  geschabt. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

Id  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  0,81 

Z 

S 

+  2,05 

z 

S 

+  0,78 

s 

z 

—  4,^8 

z 

s 

—  0,73 

s 

z 

—  5,57 

z 

s 

+  0,73 

s 

z 

—  4,00 

z 

s 

+  0,28 

s 

z 

—  2,68 

z 

s 

—  0,43 

Durch  den  Angriff  dieser  starken  Säure  geht  das  Zink  sehr 
bald  in  den  positiven  Zustand  über,  und  erreicht  schon  vor  Ab- 
lauf von  6  Minuten  eine  hohe  positive  Spannung,  welche  dann 
infolge  des  auf  seiner  Oberfläche  sich  bildenden  Schaumes  sofort 
wieder  abnimmt  und  aus  dem  Positiven  ins  Negative  schwankt.  In 
dem  am  unteren  Ende  des  Zinkstreifens  sich  anhängenden  Schaume 
liegt  auch  der  Grund  für  die  Abnahme  der  negativen  Spannung  der 
Platinschaale. 

In  den  vorstehenden  Versuchsreihen  ist  gewöhnlich  abwechselnd 
das  Zink  oder  die  Platinschaale  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer 
verbunden,  andrerseits  aber  die  Platinschaale  oder  das  Zink  zur  Erde 
abgeleitet  worden.  Die  beiden  hiedurch  geschaffenen  Zustände  bilden 
jedoch  keineswegs  einen  Gegensatz  zu  einander.  Wenn  nämlich  das 
Zink  isolirt  mit  dem  Elektrometer  verbunden  war,  so  hatte  die  Ab- 
leitung der  Platinschaale  nur  den  Zweck,  unterhalb  des  Zinkes  jede 
Anhäufung  von  Elektricität  zu  verhüten.  Die  dabei  im  Elektrometer 
beobachteten  Ausschläge  rührten  zu  einem  geringen  Theile  von  den 
Berührungen  der  verschiedenen  Leiter,  vorzugsweise  aber  von  der 
Entwickelung  des  Wasserstoffs  auf  der  Seitenfläche  und  dem  unteren 


Digitized  by 


Google 


620  W.  G.  Hankel,  [24 

Ende  des  Zinkstreifens  und  von  dem  Abfalle  der  Tropfen  her.  War 
dagegen  die  Platinschaale  isolirt  mit  dem  Elektrometer  verbunden, 
und  das  Zink  zur  Erde  abgeleitet,  so  blieb  auf  dem  Zinke  blos  die 
infolge  der  dauernden  Ableitung  vorhandene  elektrische  Spannung 
zurück,  so  dass  die  Elektricitdt  der  von  ihm  abfallenden  und  in  der 
Platinschaale  angesammelten  Tropfen  nur  durch  die  Gontactverhält- 
nisse  und  dem  am  unteren  Ende,  sowie  in  der  Nähe  desselben  auf- 
tretenden chemischen  Vorgang  erzeugt  wurde. 

b.    Zusammenstellung    der    Vorgänge^    welche    bei    den  vorhergehenden 
Versuchen  auf  die  Erzeugung   von  Eleklridiäl  und  ihre  Zvr-  und  Ab- 
nahme von  Einfluss  sind. 

Die  eigen Ihümlichen  Zu-  und  Abnahmen  in  der  Stärke  der  in 
den  vorstehenden  Versuchen  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
sowie  die  Umkehrungen  der  einen  Polarität  in  die  andere  zeigen, 
dass  wir  trotz  der  Einfachheit  der  Vorrichtung  doch  eine  sehr  com- 
plicirte  Erscheinung  vor  uns  haben.  Es  wird  daher,  bevor  ich  zu 
einer  Erläuterung  der  einzelnen  Versuchsreihen  übergehe,  zweck- 
mässig sein ,  zuvor  diejenigen  Vorgänge  zusammen  zu  stellen,  welche 
auf  die  Erzeugung  von  Elektricität  und  auf  ihre  Zu-  und  Abnahme 
überhaupt  von  Einfluss  sind. 

1.  Berührung  der  Leiter.  Nach  Abschnitt  II  sind  Wasser- 
tropfen, welche  von  einem  leitend  mit  der  Erde  verbundenen  oder 
auch  isolirten  Zinke  abfallen,  positiv  elektrisch,  und  laden  also  die 
Platinschaale,  in  welcher  sie  sich  sammeln,  positiv.  Andererseits 
zeigt  das  Elektrometer,  welches  mit  dem  isolirten  Zinke  verbunden 
ist,  eine  negative  Ladung.  Ebenso  gestalten  sich  die  elektrischen 
Erscheinungen,  wenn  statt  des  Wassers  verdünnte  Schwefelsäure  unter 
Umständen  angewandt  wird,  wobei  sie  das  Zink  nicht  angreift. 

Die  bei  diesem  Vorgange  in  2  Minuten  angesammelte  Elektricität 
ist  aber  nur  gering;  es  müssen  also  noch  weitere  Processe  vorhanden 
sein,  welche  grössere  Mengen  von  Elektricität  zu  erzeugen  vermögen. 

2.  Directer  Angriff  der  Säure.  Der  durch  den  directen 
Angriff  der  Säure  auf  dem  Zinke  entwickelte  Wasserstoff  führt  posi- 
tive Elektricität  mit  sich  fort,  lässt  daher  das  Zink  und  die  Säure 
in  negativem  Zustande  zurück. 
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Man  kann  sich  diesen  Vorgang  in  folgender  Weise  vorstellen: 

In  meinen  Maassbestimmungen '**^)  der  elektromotorischen  Kräfte, 
welche  zwischen  Metallen  und  Wasser  auftreten,  habe  ich  nachge- 
wiesen, dass  blankes  Zink  in  Berührung  mit  destillirtem  Wasser  posi- 
tiv, und  das  Wasser  negativ  wird,  üeber  die  durch  Berührung  des 
Zinkes  mit  Schwefelsäure,  wobei  ein  Angriff  der  Säure  auf  das 
Metall  stattfindet,  entstehende  elektromotorische  Kraft  liegt  keine 
directe  Messung  vor;  ein  später  (S.  624)  beschriebener  Versuch  be- 
weist aber  wenigstens,  dass  dieselbe  nicht  sehr  erheblich  von  der 
durch  die  Berührung  mit  Wasser  erzeugten  verschieden  sein  kann. 
An  der  Berührungsfläche  zwischen  Zink  und  Säure  wird  also  in  einer, 
jener  elektromotorischen  Kraft  entsprechenden  Menge  auf  dem  Zinke 
positive  und  auf  der  anliegenden  Säurefläche  negative  Elektricität 
gebunden  sein.  Auf  diese  gebundenen  Elektricitäten  ist  der  sonstige 
elektrische  Zustand  des  aus  Zink  und  Flüssigkeit  bestehenden  Leiters 
ohne  Einfluss. 

Wenn  nun  das  Wasser  an  dieser  Berührungsfläche  zerlegt  wird, 
so  nimmt  der  Wasserstofl"  die  positive  Elektricität  des  Zinkes  an  und 
entweicht.  Das  mit  der  positiven  Elektricität  geladene  Gas  muss 
zwar  beim  Aufsteigen  eine  dünne  Flüssigkeitsschicht  durchdringen; 
die  Gase  geben  aber,  wie  ich  in  dem  folgenden  Abschnitte  C.  nach- 
weisen werde,  ihre  elektrische  Ladung  an  flüssige  oder  feste  Leiter 
nur  allmählig  ab.  Es  wird  also  ein  mehr  oder  weniger  grosser 
Theil  der  vom  Wasserstoff  aufgenommenen  positiven  Elektricität  mit 
ibm  entfernt;  dagegen  wird  ein  entsprechendes  Quantum  der  nega- 
tiven Elektricität  der  Säure  frei,  und  sich  über  die  Oberfläche  des 
gesammten  Leiters  verbreiten.  Die  Stärke  dieser  negativen  Ladung 
des  Leiters  muss  unter  sonst  gleichen  Umständen  mit  der  Menge  des 
entweichenden  Gases  wachsen. 

Zu  dem  vorstehend  beschriebenen  Vorgange,  welcher  das  Zink 
in  den  negativen  Zustand  versetzt,  gesellen  sich  noch  zwei  andere, 
welche  dem  Zinke  die  entgegengesetzte  Polarität,  also  die  positive, 
ertheilen. 

3.  Bildung  einer  galvanischen  Kette.  Nach  und  nach 
bedeckt  sich  die  Stelle  der  Seilenfläche  des  Zinkes,  über  welche  die 


*)   Diese  AbhandluDgea  Bd.  XI.  p.  661. 
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Säure  hinabfliesst  und  ebenso  der  untere  Rand  desselben  mit  einer 
anfangs  graulich,  später  grauschwarz  und  selbst  schwarz  erscheinen- 
den Schicht  aus  Kohle  (und  fremden  ausgeschiedenen  metallischen  Bei- 
mengungen). In  dem  aus  Zink,  Kohle  und  Schwefelsäure  gebildeteo 
galvanischen  Elemente  wird  nun  aber  der  Wasserstoff  nicht  mehr 
an  dem  positiven  Zinke,  sondern  an  der  negativen  Kohle  ausge- 
schieden, nimmt  daher,  wie  im  Abschnitte  C.  an  einem  aus  Zink, 
Platin  und  Schwefelsäure  bestehenden  galvanischen  Elemente  gezeigt 
werden  wird,  negative  Elektricität  mit  sich  fort  und  lässt  das  Zink 
und  den  ganzen  Leiter  in  positivem  Zustande  zurück. 

4.  Abfall  der  Säuretropfen  vom  unteren  Ende  bei 
gleichzeitig  vorhandenem  chemischen  Prozess.  Nachdem 
Früheren  ist  an  der  Berührungsfläche  des  Zinkes  und  der  Säure  auf 
dem  Zinke  positive,  auf  der  Säure  negative  Elektricität  vorhanden, 
die  sich  gegenseitig  binden.  Wenn  nun  ohne  chemischen  Process 
die  Säuretropfen  vom  Metall  abfallen,  so  bleibt  stets  noch  eine  Schicht 
Säure  auf  dem  letzteren  haften,  und  in  ihr  befindet  sich  unverändert 
die  gebundene  negative  Elektricität.  Wenn  dagegen  ein  Angriff  der 
Säure  auf  das  Zink  eintritt,  so  hebt  die  Gasentwickelung  die  Be- 
rührung auf;  in  der  abgestossenen  flüssigen  Schicht  wird  also  die 
negative  Elektricität  frei  und  beim  Abfallen  der  Tropfen  zum  Theil 
mit  fortgenommen.  Die  am  unteren  Zinkrande  entwickelten  Gas- 
blasen, welche  die  positive  Elektricität  aufgenommen  haben,  können 
bei  ihrer  Lage  nur  schwierig  entweichen,  und  geben  einen  Theil 
ihrer  Ladung  wieder  an  das  von  ihnen  berührte  Zink.  Ist  nun  das 
von  dem  Tropfen  mitgenommene  Quantum  negativer  Polarität  grösser 
als  das  von  dem  Gase  fortgeführte  Quantum  der  positiven,  so  erhält 
das  Zink  eine  positive  Ladung. 

An  denjenigen  Stellen  des  unteren  Randes,  wo  sich  der  schwärz- 
liche Beleg  gebildet  hat,  entwickelt  sich  der  Wasserstoff  an  diesem 
negativen  Gliede  der  galvanischen  Kette  und  nimmt  daher  den  n^a- 
tiven  Zustand  an.  Die  kleineren  Wasserstoffbläschen  geben  dann 
während  ihres  Verweilens  in  den  Säuretropfen  einen  Theil  ihrer  nega- 
tiven Ladung  an  diese  ab. 

5.  Schaumbildung  auf  der  Seitenfläche  des  Zinkes. 
Wenn  durch  sehr  heftigen  Angriff  der  Säure  sich  auf  der  Seiten- 
fläche des  Zinkes,   über  welche  die  Säure  hinabfliesst,    Schaum  an- 
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häuft,  so  hat  die  von  den  entwickelten  Gasen  aufgenommene  posi- 
tive oder  negative  Elektricitdt  Zeit,  in  grösserer  oder  geringerer  Menge 
an  die  Flüssigkeit  überzugehen.  Die  von  den  Gasen  fortgeführten 
elektrischen  Quanta  werden  also  verringert,  und  dadurch  der  ent- 
gegengesetzt elektrische  Zustand  des  Zinkes  schwächer. 

6.  Schaumanhang  am  unteren  Ende  des  Zinkes.  Wenn 
an  dem  unteren  Ende  des  Zinkes  infolge  eines  starken  Angriffes  der 
Säiire  sich  em  Anhang  von  Schaumblasen  bildet,  so  fallen  die 
Tropfen  daselbst  nicht  vom  Zinke,  sondern  von  diesem  Schaum- 
anhange ab.  Die  in  ihnen  durch  die  Zersetzung  vorhandene  nega- 
tive Elektricität  hat  also  Zeit  sich  mit  der  positiven  auf  dem  Zinke 
zum  Theil  wieder  zn  vereinigen,  und  die  abfallenden  Tropfen  nehmen 
nur  eine  geringe  negative  Ladung  mit. 

7.  Verminderung  der  Leichtflüssigkeit  der  Säure. 
Wenn,  was  namentlich  bei  Einwirkung  stärkerer  Säuren  eintritt,  sich 
eine  gewisse  Menge  von  schwefelsaurem  Zinkoxyd  (oder  in  den 
späteren  Versuchen  Ghlorzink)  in  der  über  die  Seitenfläche  fliessen- 
den Säure  und  in  den  am  unteren  Ende  hängenden  Tropfen  bildet, 
so  wird  die  leichte  Beweglichkeit  der  Gasblasen  in  diesen  Flüssig- 
keiten vermindert;  die  mit  Elektricität  beladenen  Gasblasen  werden 
daher  beim  Durchgange  durch  dieselben  einen  grösseren  Theil  ihrer 
elektrischen  Ladung  abgeben.     (Vergl.  den  Abschnitt  VU.) 

c.    Eleklrisches   Verhallen  der  in  die  Plalinschaale  fallenden   Tropfen. 

Wie  schon  oben  angedeutet,  rührt  die  elektrische  Spannung, 
welche  die  in  die  Platinschaale  fallenden  Tropfen  erhalten,  theils  von 
den  Contactverhältnissen,  theils  von  dem  am  unteren  Ende  des  Zinkes 
zwischen  diesem  und  der  Säure  auftretenden  chemischen  Vor- 
gange her. 

Zu  einer  genaueren  Kenntniss  der  durch  den  Contact  und  die 
Ableitung  in  den  fallenden  Tropfen  erzeugten  elektrischen  Spannun- 
gen führen  die  im  Abschnitt II  mitgetheilten  Beobachtungen,  und  es 
rechtfertigt  sich  dadurch  ihre  ausführliche  Mittheilung  an  der  be- 
treffenden Stelle.  Nach  jenen  Messungen  ertheilen  die  in  2  Minuten 
von  dem  abgeleiteten  Zinke  abfallenden  Tropfen  der  Platinschaale,  in 
welcher  sie  sich  sammeln,  je   nach   der  Schnelligkeit,   mit   welcher 
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sie  einander  folgen,  in  der  jetzt  gewählten  Einheit  (der  Spannung 
an  dem  Pole  eines  DanielFschen  Elementes)  eine  elektrische  Spao> 
nung  von  -f-  0?*  bis  -f-  0,5. 

Ebendaselbst  (S.  611)  habe  ich  auch  schon  erwähnt,  dass,  wenn 
anstatt  des  Wassers  verdünnte  Schwefelsäure  auf  amalgamirtes  Zink 
tropft  (wobei  also  kein  chemischer  Angriff  stattfindet),  die  abfallen- 
den  Tropfen  nahe  das  gleiche  Verhalten  darbieten,  wie  zuvor  beim 
Wasser. 

Es  lässt  sich  nun  auch  leicht  zeigen,  dass  das  aus  dem  Con- 
tacte  folgende  elektrische  Verhalten  der  Säuretropfen  sich  nicht 
wesentlich  ändert,  wenn  das  Zink  in  gewöhnlichem  Zustande,  also 
nicht  amalgamirt,  in  die  Säure  eingetaucht  wird,  und  folglich  ein 
mehr  oder  weniger  heftiger  Angriff  auf  dasselbe  stattfindet ;  nur  muss 
man  dafür  Sorge  tragen,  dass  die  Säuretropfen  nicht  vom  Zinke 
selbst  abfallen,  und  an  der  Abfallstelle  jeder  weitere  chemische 
Process  vermieden  wird,  was  sich  leicht  in  folgender  Weise  aus- 
führen lässt. 

In  das  mehrfach  erwähnte  trichterförmige  Gefäss  wurde  eine  mit 
dem  Sfachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Schwefelsäure  eingegossen 
und  ein  ZinkstUck  eingetaucht.  War  das  Zink  zur  Erde  abgeleitet, 
so  ertheilten  die  in  die  Platinschaale  fallenden  Wassertropfen  dieser 
letzteren  eine  positive  Ladung  und  zwar  nahe  dieselbe  wie  früher, 
wo  das  Gefäss  mit  Wasser  gefüllt  war.  Es  wirkte  hier  blos  die  in- 
folge der  Berührung  und  Ableitung  vorhandene  elektrische  Spannung; 
alle  durch  den  chemischen  Angriff  erzeugte  ward  durch  die  Ablei- 
tung zur  Erde  entfernt. 

So  lange  also,  wenn  verdünnte  Schwefelsäure  auf  zur  Erde 
abgeleitetes  Zink  tropft,  sich  am  unteren  Ende  zwischen  dem  Zink 
und  der  Säure  noch  kein  erheblicher  Angriff  ausgebildet  hat,  werden 
wir  zu  erwarten  haben,  dass  die  in  die  Platinschaale  fallenden 
Tropfen  dieselbe  positiv  in  einer  Stärke  laden,  die  innerhalb  zweier 
Minuten  -j-  0,5  nicht  übersteigen  kann. 

Diesen  Ausspruch  bestätigen  die  unter  a.  1 .  angeführten  Versuchs- 
reihen ;  die  positive  Spannung  ist  jedoch  stets  geringer  als  -(-  0,5, 
weil  infolge  eines  bereits  am  unteren  Ende  beginnenden  chemischen 
Vorganges,  welcher  die  Säure  negativ  macht,  die  aus  der  Berührung 
und  Ableitung  stammende  positive  geschwächt  wird. 
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Wenn  nun  nach  und  nach  der  chemische  Process  am  unteren 
Ende  des  Zinkes  sich  verstärkt  und  die  abfallenden  Tropfen  beginnen 
sich  negativ  zu  laden,  so  geht  der  positive  Zustand  der  Platin- 
schaale  bei  schwächeren  Säuren  in  längerer,  bei  concentrirteren  in 
kürzerer  Zeit  in  den  negativen  über.  Ist  durch  die  Beschaffenheit 
der  Zinkoberfläche  gleich  von  Anfang  ein  stärkerer  Angriff  ermög- 
licht, so  kann  die  von  der  Berührung  und  Ableitung  herrührende 
positive  Spannung  schon  nach  wenigen  Secunden   überwunden  sein. 

Wenn  an  dem  unteren  Ende  des  Zinkes  sich  ein  Schaumanhang 
bildet,  so  fallen  die  Tropfen  nicht  vom  Zinke,  sondern  von  den 
Scbaumblasen  ab,  und  werden  durch  die  Ableitung  des  Zinkes  mehr 
oder  weniger  entladen,  so  dass  also  dann  die  in  zwei  Minuten  in 
der  Platinschaale  angesammelte  Elektricität  geringer  wird,  wie  dies 
bei  den  oben  mitgetheilten  Versuchen  mit  der  4-  und  8fach  ver- 
dünnten Schwefelsäure  sich  zeigt. 

Dass  in  der  That  die  negative  Ladung  der  Tropfen  nur  durch 
den  am  unteren  Ende  des  Zinkes  oder  in  seiner  Nähe  zwischen  ihm 
und  der  Säure  vorgehenden  chemischen  Process  entsteht,  lässt  sich 
auch  nachweisen,  wenn  man  den  Versuch  so  anordnet,  dass  ein  sol- 
cher Process  ausgeschlossen  ist.  Ich  will  zwei  derartige  Versuche 
mittheilen,  welche  zugleich  für  den  nächsten  Abschnitt  von  beson- 
derem Interesse  sind. 

An  einem  25  cm  langen  Zinkstreifen  wurde  am  untern  Ende 
eine  Strecke  von  4  cm  gut  amalgamirt.  Als  jetzt  z.  B.  selbst  eine 
mit  dem  4fachen  Wasservolumen  verdünnte  Schwefelsäure  angewendet 
wurde,  ergaben  die  Beobachtungen  folgende  Resultate: 
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Die  fallenden  Tropfen  erscheinen  hier  lange  Zeit  infolge  der  Ablei- 
tung des  Zinkes  positiv.  Erst  als  der  schwärzliche  Streifen  sich  vod 
der  nicht  araalgaroirten  Zinkoberfläche  her  auch  etwas  Über  die 
amalgamirte  Stelle  bis  zum  Rande  vorschob,  wurde  die  positive 
Spannung  überwunden,  und  die  Schaale  zeigte  schwache  negative 
Spannung. 

Ferner  wurde  an  das  untere  Ende  eines  10  cra  langen  Zink- 
streifens ein  5  cm  langer  Platinstreifen  von  gleicher  Breite  mit  dem 
Zinke  angelöthet,  so  dass  die  über  das  Zink'  hinabfliessenden  Tropfeo 
erst  nach  dem  Überschreiten  des  Platinbleches  von  dem  unteren 
Rande  dieses  letzteren  abfielen.  Die  angewandte  Schwefelsäure  war 
mit  dem  8 fachen  Volumen  Wasser  verdünnt. 
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Infolge  des  Abfallens  vom  Platin  erhalten  die  Tropfen  eine  negative 
Spannung,  und  die  in  der  vorstehenden  Versuchsreihe  beobachteten 
Ladungen  der  Platinschaale  verdanken,  wie  man  aus  den  Zablen- 
werthen  derselben  erkennt,  fast  allein  jenem  Contacte  ihre  Ent- 
stehung. 

Wenn    bei    den   Versuchen,    in   welchen    die   Säure    auf  einen 
blanken  gewöhnlichen  Zinkstreifen  tropft,  das  Zink  nicht  wie  bisher 
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zur  Erde  abgeleitet,  sondern  isolirt  gehalten  wird,  so  ändert  sich  die 
elektrische  Ladung  der  abfallenden  Säuretropfen  je  nach  dem  elek- 
trischen Zustande  des  Zinkes.  Innerhalb  derjenigen  Periode  im  An- 
fange einer  Versuchsreihe,  wo  das  Zink  selbst  negativ  erscheint, 
wird  durch  diese  negative  Spannung  auf  dem  Zinke  die  negative 
Ladung  der  Tropfen  vergrössert.  Isolirt  man  dagegen  das  Zink  in 
der  bei  stärkeren  Säuren  nach  längerer  Dauer  des  Tropfens  ein- 
tretenden Periode  seiner  positiven  Ladung,  so  wird  dadurch  die  nega- 
tive  Ladung  der  Tropfen  verringert. 

d.    Elektrisches   Verhallen  des  Zinkes, 

Nach  den  unter  a.  mitgetheilten  Versuchsreihen  zeigt  das  Zink 
bei  dem  Auftropfen  von  Schwefelsäure  in  den  verschiedensten  Con- 
centrationsgraden  beim  Beginne  des  Versuchs  stets  negative  Span- 
nung. Diese  negative  Ladung  wächst  je  nach  der  Beschaffenheit  der 
Säure  in  längerer  oder  kürzerer  Zeit  bis  zu  einem  Maximum,  nimmt 
dann  ab  und  geht  schliesslich  in  eine  positive  über. 

In  dem  Abschnitte  II  ist  nachgewiesen  worden,  dass,  wenn 
Wasser-  oder  Säuretropfen  ohne  chemischen  Angriff  von  einem  iso- 
lirten  Zinke  abfallen,  das  mit  diesem  Zinke  verbundene  Elektrometer 
eine  negative  Spannung  annimmt,  die  jedoch  in  zwei  Minuten  höch- 
stens bis  —  0,4  steigen  kann.  Da  nun,  wenn  Säure,  namentlich  in 
verdünntem  Zustande,  auf  gewöhnliches  (nicht  amalgamirtes)  Zink 
tropft,  der  chemische  Angriff  anfangs  sehr  gering  ist,  so  wird  durch 
das  Abfallen  der  Tropfen  das  mit  dem  Zinke  verbundene  Elektro- 
meter einen  schwachen  negativen  Ausschlag  geben. 

Sobald  nun  der  directe  Angriff  der  Säure  beginnt,  entweicht 
mit  dem  Wasserstoff  positive  Elektricität,  was  eine  negative  Ladung 
des  Zinkes,  und  somit  eine  Steigerung  des  negativen  Ausschlages  im 
Elektrometer  zur  Folge  hat. 

Diesem  Anwachsen  der  negativen  Spannung  auf  dem  Zinke 
treten  aber  zwei  andere  Vorgänge  entgegen.  In  dem  Maasse,  als 
durch  die  Entstehung  der  schwärzlichen  Schicht  sich  ein  galvani- 
sches Element  bildet,  nimmt  der  durch  die  Wirkung  dieses  Elementes 
ausgeschiedene  Wasserstoff  negative  Elektricität  mit,  was  eine  posi- 
tive Ladung  des  Zinkes  zur  Folge  hat. 
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Ebenso  wird  infolge  des  am  unteren  Ende  des  Zinkes  ver- 
laufenden chemischen  Processes  und  des  Abfallens  der  Tropfen  das 
Zink  positiv. 

Je  mehr  die  beiden  letzten  Vorgänge  sich  verstärken,  wird  die 
durch  die  directe  Gasentwickelung  dem  Zinke  ertheilte  negative 
Ladung  geschwächt,  und  unter  geeigneten  Umständen  gänzlich  über- 
wunden, so  dass  nun  das  Zink  positiv  erscheint. 

Dass  die  Zersetzung  des  Wassers  durch  die  auf  der  Seiten- 
fläche des  Zinkes  gebildete  Kette  allein  hinreicht,  um  die  anfäng- 
liche positive  Ladung  des  Zinkes  schliesslich  in  eine  positive  zu  ver- 
wandeln, zeigen  die  S.  626  mitgetheilten  Versuche,  bei  welchen  ao 
das  untere  Ende  des  Zinkstreifens  ein  Platinblech  angelöthet  war. 
Die  bei  dieser  Vorrichtung  abfallenden  Säuretropfen  vermögen  an 
der  Abfallstelle  keinen  chemischen  Process  einzuleiten;  die  abfallen- 
den Tropfen  können  höchstens  so  viel  negative  Elektricität  mit  hin- 
wegnehmen, als  aus  der  Berührung  und  Ladung  des  ganzen  Leiters 
ihnen  zukommt. 

Wesentlich  vermehrt  wird  aber  die  positive  Spannung  auf  dem 
Zinke  durch  das  an  seinem  untern  Ende  stattfindende  Abfallen  der 
Tropfen. 

Wenn  die  Säure,  wie  dies  oben  bei  der  mit  dem  acht-  und 
dem  vierfachen  Volumen  Wasser  vermischten  Säure  eintrat,  so  stark 
angreift,  dass  sich  Schaum  auf  der  Zinkfläche  und  am  unteren  Rande 
bildet,  so  wird  die  schwärzliche  Schicht  hie  und  da  abgestosseo, 
und  die  Tropfen  am  unteren  Ende  verlieren  einen  Theil  ihrer  nega- 
tiven Ladung,  den  sie  an  das  Zink  zurückgeben.  Durch  diese  Vor- 
gänge kann  der  positive  Zustand  des  Zinkes  zeitweilig  wieder  in 
den  negativen  zurückgehen.  Beide,  sowohl  der  positive  als  auch  der 
negative,  werden  aber  jener  Änderungen  wegen  keine  beträchtliche 
Stärke  erlangen.     (Vergl.  die  Versuche  unter  a,  4  und  a,  5.) 

In  dem  Vorhergehenden  war  entweder  das  Zink  oder  die  Pla- 
tinschaale  mit  dem  Elektrometer  verbunden.  Welcher  Erfolg  zu  er- 
warten steht,  wenn  beide  gleichzeitig  isolirt  mit  dem  Elektrometer 
verbunden  werden,  lehrt  ein  Blick  auf  die  oben  im  Abschnitte  a. 
mitgetheilten  Versuche :  das  Elektrometer  wird  bei  dieser  Verbindung 
stets  negative  Elektricität  anzeigen.  Im  Anfange  überwiegt  die  n^- 
tive  Spannung  des  Zinkes;   dann   werden  Zink   und   Schaale  gleich- 
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zeitig  negativ,  und  wenn  zuletzt  das  Zink  in  den  positiven  Zustand 
übergeht,  so  sind  die  fallenden  Tropfen  stark  negativ.  In  einer  Ver- 
suchsreihe wurden  z.  B.  nach  einander  die  folgenden  in  zwei  Minuten 
angesammelten  Spannungen  beobachtet:  — 1,35;  — 2,50;  — 3,13; 
—  3,82;  —4,09;  —4,90;  —5,10;  —5,25. 


B.   Schwefeteäure  flUlt  in  Tropfen  auf  eine  horizontale  Zinkplatte. 

Unterhalb  des  trichterförmigen  Gef^sses  wurde  eine  Zinkplatle 
von  15  cm  Seite  horizontal  an  einem  isolirenden  Halter  befestigt, 
so  dass  die  aus  der  Spitze  des  Trichters  fallenden  Tropfen  die  Mitte 
der  Platte  trafen.  Es  sammelte  sich  dann  nach  und  nach  eine 
Schicht  Säure  auf  der  Platte,  die  schliesslich  bei  hinreichender  Aus- 
dehnung über  den  Rand  derselben  abfloss.  Zur  Aufnahme  der  von 
der  Platte  abfliessenden  Säure  diente  eine  grössere  in  einigem  Ab- 
stände darunter  gestellte  kupferne  Schaale,  welche  zur  Erde  abge- 
leitet war. 

Um  die  Wirkung  des  ersten  Angriffs  der  aus  dem  Trichter  auf 
die  Platte  fallenden  Säure  beobachten  zu  können,  wurde  zwischen 
die  Zinkplatte  und  die  Spitze  des  Trichters  mittelst  eines  in  horizon- 
taler Ebene  beweglichen  Armes  ein  kleiner  Platintiegel  eingeschoben, 
so  dass  die  sofort  nach  dem  Eingiessen  der  Säure  in  den  Trichter 
abfallenden  Tropfen  von  diesem  Tiegel  aufgenommen  wurden.  Erst 
wenn  ich  vor  dem  Elektrometer  sass,  wurde  mittelst  eines  längeren 
Drahtes  jener  Arm  gedreht,  so  dass  nun  die  Säuretropfen  auf  die 
Zinkplatte  trafen*). 

Welciie  elektrischen  Vorgänge  bei  diesem  Verfahren  eintreten 
müssen,  lässt  sich  nach  den  Resultaten  des  vorhergehenden  Ab- 
schnittes leicht  voraussehen.  Bei  dem  Beginne  des  Tropfens  wird 
der  Wasserstoflf  der  Zinkplatte  positive  Elektricität  entnehmen.  Da 
jedoch  im  Anfang  der  Angriff  der  Säure  nur  schwach  ist  und  der 
mit  positiver  Polarität  beladene  Wasserstoff  jetzt  eine  dickere  Flüssig- 
keitsschicht,   als  bei  der  geneigten  Platte,   zu  durchdringen  hat,   so 


*)  Eben  diese  Vorrichtung  wurde  auch  bei  den  Versuchen  des  vorher- 
gehenden und  der  folgenden  Abschnitte  benutzt,  wenn  die  Wirkung  bei  dem  ersten 
Auflreffen  der  Säure  auf  die  geneigte  Platte  beobachtet  werden  sollte. 

Abhandl.  d.  k.  S.  Qesellsch.  d.  WiKsengch.  XX.  43 
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wird  die  von  ihm  fortgeführte  Menge  positiver  Elektricität  nur  geriog 
sein  können,  das  Zink  also  auch  nur  eine  geringe  negative  Span- 
nung erhalten. 

Zugleich  beginnt  aber  die  grauliche  Schicht  sich  /u  bilden,  und 
der  durch  das  entstandene  galvanische  Element  entwickelte  Wasser- 
stoff nimmt  negative  Elektricität  mit  sich,  so  dass  das  Zink  positiv 
geladen  wird.  Gewöhnlich  erreicht  die  negative  Spannung  schon 
in  einer  Minute  ihr  Maximum,  und  geht  dann  in  eine  positive  über, 
deren  Grösse  durch  die  Stärke  des  Angriffes  der  Säure  auf  das  Zink 
bedingt  ist. 

Aber  auch  diese  letzte  positive  Spannung  kann  keinen  sehr  hohen 
Werth  erreichen,  weil  der  Versuch  schon  nach  6  bis  9  Minuten 
durch  das  Hinabfliessen  der  Säure  über  den  Rand  der  Platte  sein 
Ende  findet. 

Die  Stärke  des  Angriffes  der  Schwefelsäure  auf  verschiedene 
Zinkplatten  und  somit  auch  die  infolge  der  dadurch  bewirkten 
Wasserstdfl'entwickelung  auftretende  Elektricität  ist  sehr  verschieden. 
Als  z.  B.  eine  mit  dem  16fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Schwe- 
felsäure auf  eine  Zinkplatte  tropfte,  welche  leicht  von  der  Säure 
angegriffen  wurde,  zeigte  die  Zinkplatte  eine  Minute  lang  schwache 
negative  Spannung  ( — 0,21);  dieselbe  ging  in  eine  positive  über, 
und  nach  Verlauf  von  4  Minuten  betrug  die  in  zwei  Minuten  in  der 
Platte  angehäufte  positive  Spannung  -|-  4,8.  Bei  Anwendung  einer 
anderen  Zinkplalte,  welche  von  der  Säure  nur  wenig  angegriffen 
wurde,  stieg  beim  Auftropfen  einer  mit  dem  4fachen  Volumen  Wasser 
verdünnten  Schwefelsäure  die  negative  Spannung  in  einer  Minute 
nur  bis  — 0,05;  nach  Verlauf  von  4  Minuten  betrug  die  in  zwei 
Minuten  angesammelte  positive  Spannung  nur  -f-  0,44. 

C.   Wasserstoffentwickelung  mittelst  der  einfachen  galvanischen  Kette. 

Ich  stelle  die  Versuche  über  die  Zersetzung  des  Wassers  durch 
die  einfache  galvanische  Kette  gleich  hier  ein,  da  im  Vorhergehenden 
bereits  mehrfach  darauf  Bezug  genommen  ist. 

Auf  den  Boden  einer  gläsernen  Krystallisii'schale  von  5  cm 
Höhe  und  7,5  cm  Durchmesser  wurde  ein  Platinblech  gelegt,  und 
darauf  ein  gut  amalgamirter  Zinkring  von  4  cm  Höhe  gestellt.     Die 
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in  verschiedenen  Graden  mit  Wasser  verdünnte  Schwefelsäure  wurde 
in  solcher  Menge  eingegossen,  dass  ihr  Niveau  4 — 5  mm  über  dem 
oberen  Rande  des  Zinkcylinders  stand.  Die  Schwefelsäure  verband 
ein  in  dieselbe  eintauchender  Platindraht  mit  einer  horizontalen  iso- 
lirten  Kopferplatte,  in  deren  Mitte  das  zuvor  beschriebene  Element 
stand.  Die  Kupferplatte  konnte  mit  dem  Elektrometer  verbunden 
werden. 

Wie  in  dem  Abschnitte  A.  werde  ich  auch  jetzt  wieder  diejenigen 
elektrischen  Spannungen  angeben,  welche  nach  einer  zwei  Minuten 
dauernden  Verbindung  des  Elementes  mit  dem  Elektrometer  beob- 
achtet wurden. 

Da  bei  der  vorliegenden  Anordnung  der  Wasserstoff  sich  nicht 
am  Zinke,  sondern  am  negativen  Platin  entwickelt,  so  wird  er,  und 
selbstverständlich  gilt  dies  bei  allen  Verdünnungsgraden  der  Schwefel- 
säure, mit  negativer  Elektricität  geladen.  Indem  er  nun  diese  nega- 
tive Elektricität  mit  sich  fortführt,  erhält  die  Kette  eine  positive 
Ladung,  deren  Grösse  von  der  Stärke  der  angewandten  Säure 
abhängt. 

W^urde  eine  mit  dem  64  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte 
Schwefelsäure  eingegossen,  so  entstand  nur  eine  geringe  Ladung  des 
Elektrometers,  die  anfänglich  -]- 1  betrug,  nach  12  Minuten  aber 
durch  die  Abnahme  des  galvanischen  Stromes  infolge  der  Polarisation 
des  Platins  bis  -]-  0,66  gesunken  war. 

Bei  einer  mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
erreichte  die  Spannung  anfangs  den  Werth  4-3,4,  der  sich  nach 
S  5  Minuten  bis  -f-  3,6  gesteigert  hatte. 

Ähnlich  verhielt  sich  die  mit  dem  16  fachen  Volumen  Wasser 
verdünnte  Säure;  der  anfängliche  Werth  betrug  +3,2,  nach  18 
Minuten  -|-  4. 

Bei  einer  mit  dem  8  fachen  Volumen  W^asser  verdünnten  Säure 
war  die  Spannung  anfangs  -("  ^9  stieg  nach  drei  Minuten  auf  -|-  6^ 
welcher  Werth  dann  längere  Zeit  fortbestand. 

Wurde  eine  nur  mit  dem  vierfachen  Volumen  W^asser  verdünnte 
Säure  angewandt,  so  betrug  die  anfängliche  Spannung  -f- 0,9  bis 
"4-  2 ;  im  weiteren  Verlaufe  stieg  dieselbe  erst  rasch ,  dann  lang- 
samer und  näherte  sich  einem  Maximum,  das  je  nach  den  Um- 
ständen -j-  30  bis  -|-  40  erreichte. 

43  ♦ 


Digitized  by 


Google 


632  W.  G.  Hankel,  [36 

Bei  diesem  Verfahren  der  Elektricitätsentwickelung  ist  es  leicht 
zu  zeigen,  dass  die  elektrisch  geladenen  Gase  ihre  Elektricität  an 
feste  und  flüssige  Leiter  nur  wenig  abgeben. 

Aus  sehr  engmaschiger  Messinggaze  wurde  ein  unten  offener 
Cyh'nder  von  31  cm  Höhe  und  19  cm  Durchmesser  gebildet,  und 
oberhalb  des  galvanischen  Elementes  so  aufgehangen,  dass  sein  un- 
terer Rand  ungefähr  2,5  cm  oberhalb  der  Kupferplatte  lag.  Da  die 
auf  der  Kupferplatte  stehende  KrystalUsirschaale  eine  Höhe  von  5  cm 
hatte,  so  traten  die  Gasblasen  2,5  cm  oberhalb  des  untern  Cylinder- 
randes  aus  der  Flüssigkeit,  und  wurden  infolge  ihrer  Leichtigkeit 
und  des  in  der  Kapelle  herrschenden  Luftzuges  durch  die  Maschen 
des  Metallnetzes  getrieben. 

Als  das  Element  mit  einer  starken  Schwefelsäure  (1  Vol.  Säure, 
4  Vol.  Wasser)  gefüllt  war,  nahm  es  in  zwei  Minuten  die  Spannung 
-f  20  an;  dem  darüber  befindlichen  Netze  ertheilten  die  durch 
dasselbe  hindurchgehenden  Gase,  ebenfalls  in  zwei  Minuten,  jedoch 
nur  eine  Spannung  —  2.  Der  grösste  Theil  der  in  dem  Gase  vor- 
handenen negativen  Elektricität  war  also  durch  das  Sieb  hindurch- 
gegangen. Es  war  bei  der  zweiten  Messung  die  Capacität  des  zu 
ladenden  Conductors  allerdings  eine  etwas  grössere  als  bei  der 
erbten;  aber  auch  selbst  bei  gleicher  Capacität  würde  die  Spannung 
im  zweiten  Falle  nicht  über  —  4  hinausgegangen  sein. 

Der  geringe  Übergang  der  negativen  Elektricität  aus  dem  Gase 
zu  dem  Metallsiebe  erhellt  auch  aus  folgendem  Versuche.  Dieses 
Sieb  wurde  nicht  wie  vorhin  isolirt  aufgehangen,  sondern  mit  seinem 
unteren  Rande  auf  die  Kupferscheibe  gestellt,  so  dass  es  mit  dieser 
und  dem  Inhalte  der  Glasschaale  leitend  verbunden  war.  Dabei 
zeigte  das  mit  dem  Elemente,  der  Kupferplalte  und  dem  Siebe  ver- 
bundene Elektrometer  nur  eine  wenig  geringere  positive  Spannung, 
als  wenn  das  Sieb  ganz  entfernt  war.  Wäre  von  dem  Siebe  die 
negative  Elektricität  des  Gases  aufgenommen  worden,  so  hätte  sich 
diese  negative  Elektricität  mit  der  positiven  der  Schaale  vereinigen 
und  das  Elektrometer  ohne  Spannung  bleiben  müssen. 

Dies  letztere  trat  nun  nahe  ein,  als  eine  inwendig  feuchte,  etwas 
grössere  KrystalUsirschaale  über  das  Element  gestülpt  wurde.  Jetzt 
zeigte  das  Elektrometer  nur  noch  einen  sehr  geringen  positiven  Aus- 
schlag,   weil    nur  ein   sehr  geringer  Theil  der  negativen  Elektricität 
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mit  dem  Wasserstoff  durch  die  enge  Ritze  zwischen  dem  Rande  der 
Schaale  und  der  nicht  ganz  ebenen  Kupferplatte  zu  entweichen  ver- 
mochte. 

Aber  auch  in  eine  leitende  FItlssigkeit  tritt  die  Elektricitdt  aus 
den  Gasblasen,  welche  in  derselben  aufsteigen,  nur  sehr  allmählig 
über.  In  einem  17  cm  hohen  cylindrischen  Glase  wurde  auf  den 
Boden  die  Platinplatte  gelegt  und  darauf  der  amalgamirte  Zinkring 
gestellt.  Wurdö  eine  mit  dem  1 6  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte 
Schwefelsäure  so  weit  eingefüllt,  dass  der  obere  Zinkrand  eben  be- 
deckt war,  so  erhielt  ich  eine  elektrische  Spannung  -}-  3,1  ;  wurde 
dagegen  das  Glas  bis  zum  Rande  mit  derselben  Säure  gefüllt,  so 
beobachtete  ich  nur  noch  eine  Spannung  -j-  1,4.  Es  war  also  durch 
die  13  cm  höhere  Säureschicht  nur  etwas  mehr  als  die  Hälfte  der 
in  den  Gasblasen  vorhandenen  negativen  Elektricität  aufgenommen 
worden. 


D.  Obergiessen  eines  ZinkstUckes  mit  verdünnter  Schwefelsäure  oder  Eintauchen 

in  dieselbe. 

Um  die  Oberfläche  des  Zinkes  noch  in  bestimmter  Weise  her- 
stellen zu  können,  wurde  ein  einziges  Zinkstück  mit  verdünnter 
Schwefelsäure  übergössen. 

Da  es  sich,  namenthch  bei  Anwendung  schwacher  Säuren,  um 
geringe  elektrische  Spannungen  handelte,  so  war  es  geboten,  von 
den  Stellen,  welche  berührt  werden  mussten,  alle  Nichtleiter  aus- 
zuschliessen,  um  jede  Reibungselektricität  fern  zu  halten;  es  wurde 
deshalb  folgendes  Verfahren  eingeschlagen.  Ein  quadratisches  Stück 
blanken  Zinkes  von  2,5  cm  Seite  wurde  entweder  in  die  Platin- 
schaale  gelegt,  so  dass  es  mit  seinen  Ecken  die  Wand  der  Schaale 
berührte  und  mit  ihr  und  der  eingegossenen  Säure  ein  galvani- 
sches Element  bildete,  oder  es  wurde  das  Zink  in  ein  auf  dem 
Boden  der  Platinschaale  befindliches  flaches  Uhrglas  gelegt,  so  dass 
es  nirgends  das  Platin  berühren  konnte,  und  also  für  sich  dem 
Angriffe  der  eingegossenen  Säure  ausgesetzt  war.  Die  Platinschaale 
wurde  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer  verbunden;  die  Menge 
der  eingegossenen  mehr  oder  weniger  verdünnten  Schwefelsäure 
betrug  50  ccm. 
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Wenn  nun  zunächst  das  blank  gefeilte  Zink  in  das  Uhrglas 
gelegt  wird,  so  haben  wir  bei  der  Erklärung  der  entstehenden 
elektrischen  Spannungen  folgende  Vorgänge  in  Betracht  zu  ziehen: 

1)  Die  Säure  befindet  sich  in  der  Platinschaale,  hat  also  durch 
die  vor  der  Isolirung  stattgehabte  Ableitung  zur  Erde  eine  negative 
Spannung  angenommen.  Wenn  nun  Gase  aus  der  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  sich  erheben,  so  werden  sie  ähnlich  wie  die  vom  Platin 
abfallenden  Wassertropfen  (S.  606)  etwas  negative  Elektricität  mit- 
nehmen, so  dass  das  Elektrometer  einen  positiven  Ausschlag  giebt. 

2)  Der  directe  Angriff  der  Schwefelsäure  auf  blankes  Zink  macht 
(S.  621)  die  Säure  negativ,  weil  der  sich  entwickelnde  Wasserstoff 
positive  Elektricität  aufnimmt.  Da  der  Angriff  aber  nur  gering  ist,  so 
werden  die  lange  am  Zink  unter  der  Säure  haftenden  Blasen  (die 
erst  aufsteigen,  wenn  sie  eine  gewisse  Grösse  erreicht  haben)  ihre 
positive  Spannung  an  die  Säure,  welche  in  erheblich  dicker  Schicht 
darüber  liegt,  ganz,  oder  fast  ganz  abgeben,  und  ohne  merkliche 
Elektricität  die  Oberfläche  erreichen. 

3)  Sehr  bald  bildet  sich  aber  nun  auf  dem  2^nk  die  graulich- 
schwarze Schicht;  die  so  hergestellte  galvanische  Kette  zersetzt  das 
Wasser  lebhafter,  der  entweichende  Wasserstoff  nimmt  an  dem  ne- 
gativen Pole  negative  Elektricität  auf,  und  lässt  die  Scbaale  mit 
ihrem  Inhalte  in  positivem  Zustande  zurück.  Allerdings  wird  auch 
von  der  negativen  Ladung  des  Wasserstoffs  ein  Theil  an  die  Flüssig- 
keit übergehen;  bei  der  rascheren  Entwickelung  vermag  aber  stets 
noch  ein  mehr  oder  weniger  grosser  Theil  derselben  mit  dem  Gase 
zu  entweichen. 

Bei  Anwendung  einer  64  fach  verdünnten  Säure  ist  der  Angriff 
so  schwach,  dass  das  Elektrometer  in  zwei  Minuten  keine  merkliche 
Ladung  annimmt.  Bei  einer  32-  oder  16  fach  verdünnten  Säure  zeigt 
das  Elektrometer  anfangs  nur  eine  sehr  geringe  positive  Spannung 
von  -j- 0,1 ;  erst  nach  10  Minuten  steigt  innerhalb  zweier  Minuten 
die  Spannung  auf  +  0,78  und  resp.  -f-  1 ,05.  Bei  stärkeren  Säuren, 
z.  B.  bei  nur  8  fach  verdünnter,  erreicht  1 0  Minuten  nach  dem  Über- 
giessen  die  in  zwei  Minuten  angesammelte  Spannung  den  Werth 
+  5,55. 

Wird  also  ein  blankes  in  einem  Uhrglase  liegendes  ZinkstUck 
mit  verdünnter  Schwefelsäure  übergössen,  so  entsteht  gleich  anfangs 
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eine  schwache  positive  Ladung  der  Schaale,  die  sich  bei  stärkeren 
Säuren  im  Fortgange  des  Versuches  wesentlich  steigert.  Unter 
günstigen  Umständen  wUrde  übrigens  gleich  im  Anfange  auch  eine 
schwache  negative  Ladung  eintreten  können. 

Riess  schliesst  in  seinem  Werke  über  die  Reibungselektricität*) 
an  die  Erwähnung  der  Versuche  von  Lavoisier  und  de  ta  Place 
den  Satz  an:  »Man  kann  sich  davon  (von  dem  Auftreten  der  Elek- 
tricität  bei  Zersetzungen)  an  einem  Sllulenelektroskope  überzeugen, 
auf  dessen  Teller  ein  Platintiegel  mit  verdünnter  Säure  gefüllt  gestellt 
ist.  Taucht  man  in  die  Säure  einen  Streifen  Zink,  Eisen  oder  einer 
anderen  angreifbaren  Substanz,  so  kommt  sogleich  positive  Elektri- 
citat  zur  Anzeige,  welche  der  angreifenden  Säure  zugehört.«  Wollte 
man  das  Eintauchen  so  verstehen,  dass  das  Zink  dabei  noch  mit 
der  Erde  in  leitender  Verbindung  bleibt,  so  wird  die  I^dung  des 
Elektrometers  nur  durch  die  Berührungen  der  verschiedenen  Leiter 
und  die  Ableitung  erzeugt. 

Als  ich  z.  B.  einen  durch  einen  Kupferdraht  zur  Erde  abgelei- 
teten Zinkstreifen  in  4  fach  verdünnte,  in  der  isolirten  und  mit  dem 
Elektrometer  verbundenen  Platinschaale  enthaltene  Schwefelsäure 
tauchte,  so  wurde  eine  Spannung  +  0,7  beobachtet. 

Wird  das  blanke  Zinkstück  an  einer  isolirenden  Vorrichtung  be- 
festigt in  die  Säure  getaucht,  so  erscheint  im  ersten  Anfange  durch 
den  Angriff  der  Säure  eine  schwache  negative  Spannung,  welche 
jedoch  sehr  bald  in  eine  positive  übergeht,  die  mit  der  Zunahme 
der  Auflösung  unter  Bildung  der  grauschwarzen  Schicht  sich  steigert 
und  nach  Verlauf  von  10  Minuten  bis  -]-  2  anwächst. 

Stellt  man  das  Zinkstück  in  die  Platinschaale,  so  dass  die  Wand 
derselben  berührt  wird,  so  bildet  sich  noch  ein  gewöhnliches  galva- 
nisches Element,  bei  dem  der  Wasserstoff  sich  am  negativen  Pole 
entwickelt,  das  Element  also  im  positiven  Zustande  zurücklässt.  Die 
positive  Ladung  ist  dann,  wie  ich  gleich  zeigen  werde,  beträchtlich 
grösser. 

Wenn  bei  den  vorhin  beschriebenen  Versuchen  das  auf  dem 
Boden  der  Platinschaale  liegende  Uhrglas  entfernt  wird,  so  dass  nun 
das   Zinkstück   mit   seinen   Ecken   die  Wände   der  Platinschaale   be- 


*)   Die  Lehre  von  der  Reibungselektricilat  Bd.  t.  8.  418. 
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rührt,  so  bildet  sich  beim  Übergiessen  mit  der  Säure  ein  galvanisches 
Element;  infolge  dessen  wird  die  Schaale  viel  stärker  positiv  als 
zuvor,  wo  das  Zink  das  Platin  nicht  berührte. 

Nachdem  die  Säure  z.  B.  10  Minuten  lang  mit  dem  Metalle  in 
Berührung  gewesen,  wurden  in  zwei  Minuten  folgende  Ladungen 
angesammelt:  bei  der  64 fach  verdünnten  Säure  +0,6,  bei  der 
32  fach  verdünnten  -f  3,05,  bei  der  16 fach  verdünnten  +24,0  u.s.w. 


L  Übergie8$en  zahlreicher  kleiner  Zlnk$tOcke  mit  verdünnter  Schwefelsäure. 

Werden  zahlreiche  kleine  Zinkstücke  mit  verdünnter  Schwefel- 
säure Übergossen,  so  hängt  die  zuerst  auftretende  elektrische  Ladung 
der  Schaale  von  der  Concentration  der  Säure,  von  der  Beschafifen- 
heit  der  Oberfläche  der  Zinkstücke  und  von  dem  Material  der  Schaale 
(Porcellan  und  Glas*\  oder  Platin)  ab.  Da  sich  nun  die  Oberfläche 
dieser  kleinen  Stücke  nicht  in  beliebiger  Beschafl'enheit  herstellen  lässt, 
so  ist  es  nicht  möglich,  jedes  Mal  bestimmt  vorherzusagen,  welche 
der  beiden  Polaritäten  die  Schaale  gleich  nach  dem  Aufgiessen  der 
Säure  annehmen  wird.  Sind  im  Anfange  die  Umstände  einem  starken 
Angriffe  der  Säure  günstig,  und  wird  durch  die  grösseren  sich 
bildenden  Gasblasen  die  Flüssigkeit  verdrängt  und  dadurch  eine 
starke  Absorption  der  in  dem  Gase  in  diesem  Zeitpunkte  vorhande- 
nen positiven  Elektricität  verhindert,  so  tritt  in  der  Schaale  negative 
Spannung  auf.  Diese  negative  Ladung  hält  jedoch  nicht  lange  an, 
sondern  geht  in  eine  positive  über.  Sehr  ofl;  vermag  aber  die  ne- 
gative Elektricität  in  der  Schaale  nicht  aufzutreten ;  infolge  des  Über- 
wiegens  der  Zersetzung  durch  das  gebildete  galvanische  Element 
erscheint  sie  gleich  anfangs  positiv. 

Entladet  man  das  sehr  unempfindlich  gemachte  Elektrometer 
und  die  damit  verbundene  Schaale  nicht,  sondern  lässt  die  Elektri- 
cität sich  längere  Zeit  anhäufen,  so  kann  man  unter  günstigen  Um- 
ständen Spannungen  von  200  und  darüber  beobachten,  aber,  we 
aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  nach  einiger  Zeit  der  Einwirkung 
nur  positive. 


*)  Die  Schaale   von  Porcellan    oder  Glas   ist  selbstverständlich    durch    einen 
in  die  Säure  eintauchenden  Platindraht  mit  dem  Elektrometer  zu  verbinden. 
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lY*    Elektrische  Yorgänge  bei  der  Enti/^ickelnng  des 
Wasserstoffgases  ans  Zink  nnd  Salzsäure. 

Die  elektrischen  Vorgänge  bei  der  Entwickelung  des  Wasser- 
stotfs  aus  Zink  und  Salzsäure  entsprechen  im  Allgemeinen  den  im 
Vorhergehenden  bei  Anwendung  der  Schwefelsäure  beschiiebenen, 
so  dass  ich  mich  bei  ihrer  Darlegung  kurz  fassen  kann. 


A.    Salzsäure  fällt  in  Tropfen  auf  einen  ungefähr  um  45^  gegen  den  Horizont 

geneigten  Zinkstreifen. 

Wird  eine  mit  dem  64  fachen  Volumen  gemischte  Säure  ange- 
wendet, so  erleidet  das  Zink  keinen  merklichen  Angriff;  das  Zink 
und  die  Piatinschaale  ertheilen  dem  Elektrometer  dieselbe  Ladung, 
als  wenn  Wasser  aus  dem  Trichter  auf  den  Zinkstreifen  fiele;  das 
Zink  erscheint  also  schwach  negativ,  und  die  Piatinschaale  schwach 
positiv. 

Tropft  eine  mit  dem  32-  oder  1 6  fachen  Volumen  gemischte  Säure 
auf  das  Zink,  so  findet  nach  einiger  Zeit  ein  deutlicher  Angriff  des 
Zinkes  statt.  Nach  20  Minuten  beträgt  die  in  2  Minuten  angesam- 
melte Elektricität  —  0,83  und  resp.  —  1 ,52.  Das  Zink  wird  also 
durch  den  Angriff  der  Salzsäure  ebenso  negativ,  wie  durch  den 
Angriff  der  Schwefelsäure.  Die  über  den  langen  Zinkstreifen  hinab- 
fliessende  Säure  ist  auf  diesem  Wege  abgestumpft,  und  verhält  sich 
beim  Abfallen  fast  wie  reines  Wasser;  die  Piatinschaale  erhält  also 
eine  schwache  positive  Ladung,  jedoch  beginnt  dieselbe  bei  der  mit 
dem  16  fachen  Volumen  verdünnten  Säure  bereits  nach  und  nach 
geringer  zu  werden. 

Für  die  mit  dem  8-  und  dem  ifachen  Volumen  Wasser  ver- 
dünnte Säure  wilf  ich  je  eine  Versuchsreihe  mittheilen. 

Achtfach  verdünnte  Säure. 


)lirl  und  mit  E 

Zur  Erde  . 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Elektricität. 

Z 

S 

—  0,39 

s 

Z 

+  0,4« 

z 

s 

—  ^-^ö 

s 

z 

+0,07 

Digitized  by 


Google 


638 


W.  G. 

Hankel, 

itfach  verdünnte  Säure. 

Isolirt  und  mit  E 
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In  %  Minuten  angesammelte 
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+  4,54 

[42 


Wie  bei  dem  Auftropfen  der  Schwefelsäure,  so  wird  auch  bei 
dem  Auftropfen  der  Salzsäure  das  Zink  anfangs  negativ;  die  nega- 
tive Spannung  erreicht  ein  Maximum,  nimmt  dann  wieder  ab  und 
geht  nach  längerer  Zeit  in  eine  positive  über;  nur  tritt  der  Über- 
gang der  negativen  in  die  positive  bei  der  Salzsäure  erst  nach  län- 
gerer Zeit  ein,  als  bei  der  Schwefelsäure.  Der  sich  im  Anfange 
entwickelnde  Wasserstoff  entnimmt  dem  Zinke  also  ebenso,    wie  bei 


*)  Solche  Störungen,  wie  hier,  in  dem  regelmässigen  Verlaufe  werden  da- 
durch hervorgerufen,  dass  sich  die  Bahn,  in  welcher  die  Säure  über  die  Zink- 
fläche  herabfliesst,  mehr  oder  weniger  verändert. 
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den  früheren  Versuchen  (s.  S.  621),  positive  Eiektricität  und  lässt  den 
Leiter  mit  negativer  zurück.  Nach  und  nach  bildet  sich  aber  durch 
die  Entstehung  der  grauiichschwarzen  Schicht  auf  der  Seitenfläche 
ein  galvanisches  Element  aus;  der  an  der  negativen  schwärzlichen 
Schicht  ausgeschiedene  Wasserstoff  nimmt  negative  Elektricität  mil 
fort.  Diese  schwärzliche  Schicht  hindert  ferner  das  rasche  Aufsteigen 
der  am  Zinke  entwickelten,  mit  positiver  Elektricität  geladenen  Gase. 
Wenn  nun  die  Wirkung  des  galvanischen  Elementes  und  der  Ein- 
fluss  des  am  unteren  Rande  stattfindenden  Abfalles  der  Tropfen 
wächst,  so  muss  die  negative  Ladung  des  Zinkes  abnehmen  und  in 
eine  positive  übergehen. 

Die  vom  unteren  Ende  abfallenden  Tropfen  nehmen  bei  der 
8  fach  verdtinnten  Säure  anfangs  noch  die  aus  der  Berührung  und 
Ableitung  stammende  positive  Spannung  mit;  durch  den  am  unteren 
Rande  sich  ausbildenden  Vorgang  erhalten  sie  aber  negative  Ladung, 
die  nach  und  nach,  wie  bei  der  4 fach  verdünnten  Säure,  eine  be- 
trächtliche Stärke  erreicht. 


B.  Salzsäure  fällt  in  Tropfen  auf  eine  horizontale  Zinkplatte. 

Auch  bei  diesem  Vorgange  gleicht  die  Salzsäure  in  ihrem  Ver- 
halten der  Schwefelsäure.  Als  z.  B.  eine  mit  dem  2  fachen  Volumen 
Wasser  verdünnte  Salzsäure  auf  eine  horizontale  Zinkscheibe  tropfte, 
zeigte  die  Platte  nach  der  ersten  Minute  die  Ladung  — 0,14,  die- 
selbe nahm  dann  sofort  ab,  und  war  schon  vor  Ablauf  der  zweiten 
Minute  infolge  des  kräftigen  Angriffes  der  Säure  in  eine  starke  po- 
sitive übergegangen.  Nach  5  Minuten  erreichte  die  in  2  Minuten 
in  der  Platte  angesammelte  Elektricität  die  Spannung  -J-  1 0. 

C.    übergiessen  eines  ZinkstOckes  mit  Salzsäure. 

Es  wurde  ein  blankes  Zinkstück  entweder  unmittelbar  auf  den 
Boden  der  Platinschaale  oder  in  ein  auf  dem  Boden  dieser  Schaale 
befindliches  Uhrglas  gelegt,  und  dann  mit  Salzsäure  übergössen.  Lag 
das  Zink  in  der  Platinschaale,  so  entstand  durch  die  Berührung  ein 
galvanisches  Element.  Die  Erklärung  der  in  beiden  Fällen  beobach- 
teten elektrischen  Ladungen  ist  genau  dieselbe,  wie  bei  den  früheren 
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Versuchen  mit  der  Schwefelsäure.     Es  geoügt  daher,  die  Messungen 
selbst  kurz  anzuftthreo. 

Die  hintereinander  gesetzten  Zahlen  geben  die  Werthe  an, 
welche  nach  einander  in  2  Minuten  angesammelt  waren.  Nach  jeder 
Messung  wurde  die  Schaale  1  Minute  lang  abgeleitet,  und  daDo 
wieder  von  Neuem  2  Minuten  isolirt  gehaltet. 

Mit  dem  64  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 
Zink  im  Uhrglasc:  keine  merkliche  Ladung. 
Zink  in  der  Platinschaale :  +  0,65;  +  0,60;  +  0,49;  -j^  0,36 
u.  s.  w. 

Mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 
Zink  im  Uhrglase:  +0,43;  +0,13;  +  0,06 
Zink  in  der  Platinschaale:  +0,82;  +0,85;  +0,57. 

16  fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  ührglase:  +0,04;  +0,06;  +0,08 

Zink  in  der  Platinschaale:  +2,00;  +1,00;  +0,60. 

8  fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  +0,15;  +0,28;  +0,40 

Zink  in  der  Platinschaale :  +  3,92 ;  +  2,71  ;  +  4,46. 

4  fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  0,0;  +1,0;  +0,16 

Zink  in  der  Platinschaale :  +  0,56 ;  +  3,58 ;  +  4,88. 

Mit  einem  anderen  Zinkstück  wurde  beobachtet: 
Zink  im  Uhrglase:  +  0,56;  +  0,83;  +  1,21 
Zink  in  der  Platinschaale:  +  4,05;  +  6,97;  +  8,05. 

2  fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  +  0,91  ;  +  3,05;  +  3,9 

Zink  in  der  Platinschaale:    +6,9;  +7,2;  +3,1;  +0,73. 

Bei  Anwendung  der  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdünnten 
Salzsäure  zeigt  aber  die  Elektricitätsentwickelung  einen  anderen  Ver- 
lauf; es  wird  bei  der  Stärke  dieser  Säure  der  Angriff  so  heftig, 
dass  die  fremden  Schichten  von  der  Oberfläche  abgestossen  werden; 
infolge  dessen  tritt  dann  die  positive  Elektricität  vom  Zinkö  an  das 
Gas,  welches  dieselbe  fortführt,  und  die  Schaale  mit  ihrem  Inhalte 
in  negativem  Zustande  zurücklägst.  Erst  später,  wenn  die  heftige 
Auflösung   etwas   nachlässt   und   etwas  Chlorzink   in   der  Flüssigkeit 
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gelöst  ist  (vgl.  den  Abschnitt  VU) ,  entweicht  mit  dem  Wasserstoff 
die  negative  Elektricität ,  so  dass  nun  die  Schaale  positiv  erscheint. 
Wenn  die  Oberfläche  des  Zinks  so  beschaffen  ist,  dass  unmittelbar 
nach  dem  Aufgiessen  der  Säure  ihr  Angriff  nicht  gleich  sehr  heftig 
eintreten  kann,  so  geht  auch  wohl  der  negativen  Ladung  der  Schaale 
eine  sehr  kurze  positive  voran,  die  aber  rasch,  sobald  die  Auflösung 
stark  erfolgt,  sich  in  eine  negative  verwandelt. 

In  einem  solchen  Versuche,  wobei  das  Zink  in  dem  Uhrglase 
lag,  zeigte  z.  B,  die  Schaale  unmittelbar  nach  dem  Aufgiessen  der 
Säure  eine  positive  Ladung,  die  nach  %  Minuten  bis  -}"  ^5^  gestiegen 
war,  dann  aber  sehr  rasch  in  die  negative  überging.  Nach  4  Minuten 
betrug  die  in  2  Minuten  angesammelte  Elektricität  —  IS;  nach  6 
Minuten  (stets  von  dem  Zeitpunkte  des  Eingiessens  der  Säure  ge- 
rechnet) stieg  sie  auf  —  36 ,  nahm  dann  ab  und  verwandelte  sich 
nach  13  Minuten  in  positive,  die  eine  Zeit  lang  an  Stärke  wuchs, 
4-12,  -{-  \%  u.  s.  w.,  und  dann  allmählig  wieder  abnahm. 

Wenn  das  Zink  in  der  Platinschaale  lag,  so  waren  die  Vorgänge 
ähnliche.  Anfangs  überwog  auch  hier  die  Entwickelung  des  Wasser- 
stoffes am  Zinke,  es  traten  negative  Spannungen  bis  —  öS  auf. 
Während  aber  zuvor  erst  nach  13  Minuten  der  Übergang  in  den 
positiven  Zustand  der  Schaale  geschah,  erfolgte  er  jetzt  schon  nach 
8  Minuten,  weil  durch  das  aus  dem  Zinke  und  dem  Platin  gebildete 
galvanische  Element  die  Fortführung  der  negativen  Elektricität  unter- 
stützt wurde. 

Ebenso  verhielt  sich  auch  die  Salzsäure  (sp.  Gew.  1,14)  ohne 
Wasserzusatz ;  nur  trat  infolge  des  heftigen  Angriü'es  die  erste  nega- 
tive Elektricität  noch  stärker  auf,  und  ging,  als  das  Zink  in  dem 
Uhrglase  lag,  nach  8  Minuten  in  die  positive  über. 

D.   übergiessen  zahlreicher  kleiner  ZinkstUcke  mit  Salzsäure. 

Übergiesst  man  in  einer  Schaale  eine  Menge  J^leiner  ZinkstUcke 
mit  Salzsäure  von  verschiedener  Concentration,  so  wird  je  nach  den 
Umständen  das  Gefäss  zuerst  positiv,  und  diese  positive  Spannung 
wird  bei  schwächeren  Säuren,  z.B.  einer  mit  dem  32 fachen  Volu- 
men Wasser  verdünnten,  fortbestehen;  bei  stärkeren  Säuren  geht 
sie  aber,   ohne   einen  erheblichen  Werth  erreicht  zu  haben,   sobald 
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der  AngriflF  heftig  genug  wird,  um  die  Flüssigkeit  durch  Blasen- 
bildung vom  Zinke  abzustossen,  in  die  negative  über,  die  je  nach 
den  vorliegenden  Verhältnissen  stark  anwächst,  nach  mehreren  Minu- 
ten wieder  abninmit,  und  dann  sich  in  eine  positive  verwandelt, 
die  ebenfalls  wieder  auf  ein  Maximum  steigt,  und  darauf  wieder 
geringer  wird.  Bei  Anwendung  von  starken  Säuren,  z.  B.  der  con- 
centrirten  oder  nur  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  gemischten, 
föUt  öfter  auch  die  erste  positive  Periode  fort ;  die  Schaale  erscheint 
gleich  anfangs  negativ. 

V.  Elektrisclie  Vorgänge  bei  der  Entwickelnng  von  Gasen 
ans  Zink  nnd  Salpetersänre. 

Obwohl  bei  dem  Angriflf  der  Salpetersäure  auf  Zink  anstatt  des 
WasserstoflFs  vorzugsweise  oder  ausschliesslich  Stickoxydgas  ent- 
wickelt wird,  so  treten  doch  ganz  analoge  elektrische  Vorgänge  ein, 
wie  die  zuvor  unter  Anwendung  der  Schwefelsäure  und  Salzsäure 
beschriebenen. 

Lässt  man  z.  B.  eine  aus  gleichem  Volumen  starker  Salpeter- 
säure (sp.  Gew.  1,40)  und  Wasser  bestehende  Mischung  auf  eine 
geneigt  gestellte  Zinkplatte  tropfen,  so  wird  das  Zink  anfangs  ne- 
gativ; sehr  bald  aber,  schon  vor  Ablauf  einer  Minute,  geht  die  ne- 
gative Spannung  in  die  positive  über,  die  aber  auch  infolge  des 
Schäumens  und  der  dadurch  veranlassten  theilweisen  Wiedervereinigung 
der  beiden  Elektricitälen  keinen  sehr  hohen  Werth  (-|-  3,0)  erreicht 
Die  positive  Spannung  nimmt  rasch  ab,  und  gibt  nach  9  Minuten 
nur  noch  +  0,6. 

Wird  die  zuvor  genannte  Säure  mit  dem  64  fachen  Volumen 
Wasser  gemischt,  so  erfolgt  auf  der  geneigten  Zinkplatte  kaum  ein 
Angriflf;  das  Zink  zeigt  nur  eine  wenig  grössere  negative  Spannung, 
als  beim  Auftropfen  des  reinen  Wassers.  Die  fallenden  Tropfen  er- 
theilen  der  Platinschaale  infolge  der  Berührung  und  Ableitung  posi- 
tive Spannung. 

Wird  auf  ein  Stück  Zink,  das  in  einem  auf  dem  Boden  der 
Platinschaale  befindlichen  Uhrglase  liegt,  starke  oder  mit  dem  gleichen 
Volumen  gemischte  Salpetersäure  gegossen,  so  wird  die  Schaale  an- 
fangs stark   negativ;    aber   sehr  bald,   schon  nach    V2  Minute,  geht 
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die  Degative  SpaonuDg  in  die  positive  über,  welche  in  wenigeu 
Minuten  ihr  Maximum  +  6  bis  -f"  ^'l  erreicht,  und  dann  abnimmt. 
Die  trotz  des  heftigen  Angriffes  der  Säure  nicht  sehr  grosse  Stärke 
der  positiven  Spannung  findet  ihre  Erklärung  in  der  durch  den 
Schaum  veranlassten  Wiedervereinigung  der  beiden  Elektricitäten, 
weshalb  auch  bei  der  concentrirten  Säure  nur  der  Werth  -(-  6  er- 
reicht wurde,  während  bei  der  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser 
verdünnten  die  Ladung  auf  -j*  ^  ^   stieg. 

Wendet  man  eine  mit  dem  doppelten  Volumen  Wasser  gemischte 
Säure  an,  so  erscheint  die  Schaale  gleich  von  Anfang  an  positiv; 
diese  positive  Spannung  wächst  und  erreicht  nach  5  Minuten  ein 
Maximum  -f-  50,  welches  dann  allmählig  abnimmt. 

Beim  Übergiessen  mit  einer  sehr  verdünnten  Säure  (1  Vol. 
Säure  und  32  Vol.  Wasser)  erhält  die  Schaale  nur  eine  sehr  geringe 
positive  Spannung. 


TL    Elektrische   Yorgänge   bei   der  Entwlckelnng   des 
Wasserstoffs  durch  die  Einwirkung  von  Säuren  auf  Eisen. 

A.  Säuretropfen  fallen  auf  einen  gegen  den  Horizont  geneigten  Eisenstreifen. 

Die  genaue  Feststellung  der  elektrischen  Vorgänge  beim  Zu- 
sammentreflen  der  Schwefel-  und  Salzsäure  mit  Eisen  gelingt  weniger 
gut,  als  beim  Zinke.  Es  werden  die  massiven  Eisenstücke  von  die- 
sen Säuren  viel  schwächer  angegriffen,  als  das  Zink.  So  kann  z.  B. 
eine  nur  mit  dem  vierfachen  Volumen  Wasser  vermischte  Schwefel- 
säure 20  Minuten  lang  über  ein  blankes  EisenslUck  geflossen  sein, 
ohne  dass  die  Bahn,  in  welcher  die  Säure  hinabgelaufen  ist,  merk- 
lich eingegraben  erscheint.  Die  braunschwarze  Färbung  der  von 
der  Säure  berührten  Stellen  lässt  sich  stets  noch  durch  Abreiben 
mit  Schmirgelpapier  beseitigen. 

Bei  der  Geringfügigkeit  des  Angriffes  ist  es  daher  erklärlich, 
dass,  wenn  eine  mit  dem  64-  oder  32  fachen  Volumen  Wasser  ver- 
dünnte Schwefelsäure  auf  einen  blanken  Eisenstreifen  tropft  und 
über  denselben  hinabfliesst,  das  Eisenstttck  nur  eine  sehr  geringe 
negative  Spannung  annimmt,  die  selbst  bei  der  nur  mit  dem  8-  oder 
4  fachen    Volumen   Wasser    gemischten   Säure    höchstens   auf  —  0,8 
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bis  —  0,9  steigt.  Selbst  bei  Anwendung  einer  nur  mit  dem  gleichen 
Volumen  Wasser  gemengten  Säure,  bei  welcher  jedoch  infolge  ihrer 
Schwerflüssigkeit  die  Tropfen  nicht  sehr  schnell  einander  folgten 
(2  bis  3  in  der  Secunde),  entstand  nur  eine  geringe  negative 
Spannung,  die  nach  einiger  Zeit  in  eine  noch  schwächere  positive 
überging. 

Die  unterhalb  des  Eisenstreifens  stehende  Platinschaale,  in  welche 
die  vom  Eisen  abfallenden  Tropfen  sieb  sammelten,  zeigte  bei  den 
sehr  schwachen  Säuren  in  den  ersten  Minuten  eine  sehr  schwache 
positive  Spannung  (-j-0,04  bis  +0,09),  welche  später  in  eine 
etwas  stärkere  negative  überging.  Bei  Anwendung  stärkerer  Schvvefe^ 
säure  wurde  die  Schaale  gleich  zu  Anfang  negativ. 

Ähnlich  wie  gegen  Schwefelsäure  verhielt  sich  das  blanke  Eisen 
gegen  Salzsäure.  Fielen  die  Tropfen  einer  nur  mit  dem  gleichen 
Volumen  Wasser  gemischten  Säure  auf  das  blanke  Eisen,  so  entstand 
auf  demselben  eine  schwache  negative  Spannung,  welche  höchstens 
den  Werth  0,6  erreichte. 

B.   übergiessen  eines  EisenstUckes  mit  Säure. 

Wird  ein  quadratisches  blankes  Eisenstück  von  2,5  cm  Seite 
auf  ein  in  der  grossen  Platinschaale  befindliches  Uhr^las  gelegt,  und 
mit  sehr  verdünnter  Schwefelsäure  übergössen,  so  findet  fast  kein 
Angriff  statt,  und  es  lassen  sich  auch  nur  geringe  Spuren  von  Elek- 
tricität  wahrnehmen.  Bei  Anwendung  einer  mit  dem  4  fachen  Vo- 
lumen Wasser  gemischten  Säure  erschien  die  Schaale  in  der  ersten 
Minute  sehr  schwach  negativ,  und  nahm  dann  später  eine  ebenso 
schwache  positive  Spannung  an.  Wurde  das  Uhrglas  vorgezogen, 
so  dass  das  Eisen  die  Platinschaale  berührte,  so  zeigte  die  Schaale 
die  etwas  grössere  positive  Spannung  +  0,4. 

Wurde  anstatt  der  Schwefelsäure  eine  mit  dem  gleichen  Volu- 
men Wasser  gemischte  Salzsäure  auf  das  im  Uhrglase  liegende  Eisen- 
stück gegossen ,  so  entstand  zuerst  eine  positive  Spannung  +  0,55, 
die  bald  in  eine  sehr  schwache  negative,  und  nach  mehreren  Minuten 
wieder  in  eine  positive  (+  0,23)  überging.  Wurde  das  ührglas 
vorgezogen,  so  dass  das  Eisen  das  Platin  berührte,  so  wurde  eine 
stärkere  positive  Spannung,   die  nach  einiger  Zeit  bis  -f-  1,08  stieg, 
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beobachtet.  Die  Platinscbaale  war  auf  ibrer  inneren  Fläche  mit 
Gasblasen  bedeckt;  dieselben  lösten  sich  aber  nur  sehr  sparsam  ab. 
ÄhnUch  verhielt  sich  die  concentrirte  Salzsäure  vom  sp.  Gew. 
1,14.  Als  das  Eisenstück  im  Uhrglase  innerhalb  der  Platinschaale 
lag,  und  diese  Säure  aufgegossen  wurde,  betrug  die  Ladung  -j-  0,32. 
Dieselbe  stieg  nach  dem  Vorziehen  des  Uhrglases  auf  -{-  1,16,  nahm 
jedoch  infolge  der  Verringerung  der  Gasentwickelung  durch  die  auf 
dem  Platin  eintretende  Polarisation  bald  bis  -j-  0,2  ab. 


C.  Obergiessen  von  Eisenfeilicht  mit  Säuren. 

Wird  etwas  Eisenfeilicht  in  einem  Glase  oder  einer  Platinschaale 
mit  kalter  verdünnter  Schwefelsäure  übergössen,  so  findet  fast  keine 
Einwirkung  und  folglich  auch  keine  Entwickelung  von  Elektricität 
statt.  Selbst  als  eine  mit  dem  vierfachen  Volumen  Wasser  gemischte 
Säure  auf  das  in  einem  Uhrglase  in  der  Platinschaale  liegende  Eisen- 
feilicht wirkte,  entstand  nur  eine  positive  Spannung  +  O^^"^). 

Wurde  eine  mit  dem  dreifachen  Volumen  Wasser  gemischte, 
aber  auf  70^  erhitzte  Schwefelsäure  auf  das  Eisenfeilicht  gegossen,  so 
gelang  es,  im  Anfange  während  einiger  Secunden  eine  negative  Span- 
nung zu  beobachten,  die  aber  rasch  in  eine  positive  überging. 
Letztere  wuchs  in  dem  vorliegenden  Falle  bis  +10,  und  nahm  dann 
wieder  ab. 

Wenn  das  im  Uhrglase  in  der  Platinschaale  befindliche  Eisen- 
feilicht mit  kalter,  nur  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  gemischter 
Salzsäure  übergössen  wurde,  so  zeigte  sich  anfangs  eine  positive 
Spannung  -f"  0,49,  die  nach  6  Minuten  bis  +0,19  abnahm,  nach 
9  Minuten  in  eine  negative  — 4,06,  und  nach  12  Minuten  — 7,58 
übei^ng.  Diese  negative  Spannung  nahm  dann  ab,  und  verwandelte 
sich  wieder  in  eine  schwache  positive  (+0,14). 

Wurde  das  Eisenfeilicht  in  die  Platinschaale  selbst  geschüttet, 
und  die  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  vermischte  Salzsäure  auf- 
gegossen ,  so  entstand  zuerst  eine  Spannung  +  6,3 ,  die  nach  3 
Minuten    in   eine    negative    tiberging;    letztere    erreichte   eine   Höhe 


*)  Alle  diese  Zahlen  geben,  wenn  nichts  weiter  dabei  bemerkt,  ebenso  wie 
früher,  die  Spannung  der  in  t  Minuten  angesammelten  Elektricität. 

▲bhandl.  d.  K.  S.  OeselUch.  d.  Wisxeasch.  XX.  44 
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—  10,4,  nahm  dann  ab,  und  verwandeile  sich  zuletzt  wieder  in  eine 
schwache  positive. 

Lavoisier  und  de  la  Place  berichten  in  ihrer  kurzen  Notiz, 
dass,  als  sie  Eisenfeilicht  in  einem  Glase  {bocat)  mit  weiter  Öffnung 
mit  einer  ungefähr  durch  3  Theile  Wasser  verdünnten  Schwefelsäure 
{adde  vilrolique)  übergössen,  unter  Eintritt  einer  heftigen  Gasent- 
wickelung der  mit  dem  Inhalte  des  Geftlsses  in  leitender  Verbindung 
stehende  Condensator  so  stark  geladen  wurde,  dass  sie  einen  leb- 
haften Funken  daraus  erhalten  konnten ;  sie  erkannten  die  elektrische 
Ladung  als  negativ^). 

Bei  Wiederholung  dieses  Versuches,  unter  Anwendung  einer 
Mischung  aus  1  Volumen  concentrirter  Schwefelsäure  und  3  Volumen 
Wasser,  wird  man,  wenigstens  wenn  man  nur  kleine  Mengen  Eisen- 
feilicht und  Schwefelsäure  anwendet,  den  Inhalt  des  Glases  wohl 
meistens  positiv  elektrisch  finden.  Wird  der  Versuch  mit  grösseren 
Mengen  und  mit  einer  durch  die  Mischung  noch  heissen  Säure  aus- 
geführt, so  kann,  wie  die  zuvor  bei  Anwendung  heisser  Schwefel- 
säure gemachte  Beobachtung  zeigt,  infolge  der  grossen  Heftigkeit  des 
Angriffes  das  Geftiss  auch  negativ  elektrisch  werden. 

Diese  negative  Ladung  trat  z.  B.  auch  auf,  als  ich  die  Ent- 
wickelung  des  Wasserstoffs  aus  Eisenfeilicht  und  Schwefelsäure  nach 
dem  von  Volta  befolgten  Verfahren  bewirkte.  Volta**)  nahm  näm- 
lich 1  bis  4  Gewisse,  brachte  in  dieselben  Eisenfeilicht  und  Wasser, 
und  goss  Vitriolöl  hinzu.  Die  Gefässe  waren  mit  dem  Condensator 
verbunden.  Als  die  heftige  Entwickelung  nachzulassen  begann,  wurde 
die  Ladung  des  Condensators  untersucht  und  negativ  gefunden. 

Um  den  Versuch  in  analoger  Weise  zu  wiederholen,  wurde  in 
die  grosse  Platinschaale  etwas  Eisenfeilicht  geschüttet,  zuerst  75  com 
Wasser  aufgegossen  und  dann  25  ccm  concentrirte  Schwefelsäure 
zugesetzt.  Jetzt  zeigte  das  Elektrometer  starke  negative  Spannung. 
Die  später  eintretende  positive  konnte  nicht  beobachtet  werden,  weil 
der  Versuch  wegen  des  Überfliessens  der  Masse  über  den  Rand  der 
Schaale  unleibrochen  werden  musste.  Als  der  Versuch,  um  diesen 
letzten  Lbelstand  zu  vermeiden,  mit  geringeren  Mengen  wiederholt 
wurde,  trat  meistens  nur  positive  Elektricität  in  der  Schaale  auf. 

.  *)    Hisloire  de  l'Acad.  royale  des  Sciences,     Annee  4  784.   S.    293. 
•*)    Collez.   deir  opere.     T.   1.   S.    27t. 
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YIL    Elektrische  Yorgänge  bei  der  Entwlckelnng  der 
Eohlensänre  ans  Kreide  und  Marmor. 

Als  Lavoisier  und  de  la  Place  gepulverte  Kreide  mit  ver- 
dünnter Schwefelsäure  übergössen,  fanden  sie  das  Gefäss  negativ 
elektrisch,  aber  schwächer  als  beim  Übergiessen  des  Eisenfeilichts. 

Um  den  Angriff  der  Säure  regelmässiger  zu  gestalten,  habe  ich 
bei  den  folgenden  Versuchen  nicht  Schwefelsäure ,  sondern  Salzsäure 
angewandt. 

A.   Entwickelung  der  Kohlensäure  aus  Kreide  und  Salzsäure. 

a.    Salzsäure  tropft  auf  ein  Kreidestück. 

Ein  durch  Sägen  passend  geformtes  längeres  Kreidestück  wurde 
mit  dem  einen  Ende  in  einer  isolirt  gehaltenen  Messingklammer  be- 
festigt und,  unter  45*  gegen  den  Horizont  geneigt,  so  unterhalb  der 
Spitze  des  Trichters  gestellt,  dass  die  aus  derselben  herabsinkenden 
Tropfen  in  der  Nähe  seines  oberen  Endes  auffielen.  Unterhalb  des 
unteren  Endes  befand  sich  die  Platinschaale,  in  welcher  sich  die 
von  diesem  Ende  abfallenden  Tropfen  sammelten.  Um  die  Elektri- 
eität  der  Kreide  und  der  über  dieselbe  hinfliessenden  Säure  zu  er- 
halten, wurde  ein  isolirter  Platindraht  mit  seinem  einen  Ende  auf 
die  Stelle  der  Kreide  gelegt,  wo  die  Säuretropfen  auffielen,  während 
sein  anderes  Ende  mit  dem  Elektrometer  verbunden  war. 

Wenn  selbst  nur  eine  sehr  verdünnte  Salzsäure  auf  die  Kreide 
tropft,  so  zeigt  das  Elektrometer  eine  erhebliche  negative  Ladung 
der  Kreide  und  der  über  sie  hinfliessenden  Säure  an;  mit  der  Con- 
centration  wächst  diese  Ladung.  Die  in  die  Platinschaale  fallenden 
Tropfen  ertheilen  dieser  ebenfalls  negative  Elektricität ,  die  mit  der 
Concentration  der  Säure  zunimmt,  jedoch  geschwächt  wird,  wenn  an 
dem  unteren  Ende  des  Kreidestückes  sich  ein  Schaumanhang  bildet, 
so  dass  die  Tropfen  nicht  vom  Kreidestücke,  sondeni  von  diesem 
Schaumanhange  abfallen.  Durch  diesen  Umstand  erhält  (S.  623)  die 
in  ihnen  vorhandene  negative  Elektricität  Gelegenheit  zur  Aus- 
gleichung. 

Es  wird  genügen,  nur  zwei  Versuche  anzuführen.  P  bedeutet 
den  auf  das  Kreidestück  gelegten  Platindraht. 

44* 
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Mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 

Isolirt  und  mit  E  Zur  Erde  In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden.  abgeleitet.  Spannungen. 

P  S  —5, 4  5 

P  S  —5,80 

S  P  — 3J5 

P  S  —5,00 

S  P  ,  —3,80. 

Mit  dem  8  fachen  Voluriien  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 

Isolirt  und  mit  E  Zur  Erde  In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden.  abgeleitet.  Spannungen. 

P  S  —7,4 

S  P  —  t6,8 

p  s  —n,t 

S  P  _4,5 

Die  Abnahme  der  negativen  Ladung  der  Platinschaale  bei  der 
letzten  Messung  ist  also  eine  Folge  des  gebildeten  Schaumanhanges 
am  unteren  Ende;  dieselbe  nahm  sehr  bald  noch  weiter  ab.  Bei 
Anwendung  einer  mit  dem  ifachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
wurde  dieser  Schaumanhang  noch  beträchtlicher,  und  die  von  ihm 
abfallenden  Tropfen  ertheilten  der  Platinschaale  in  2  Minuten  nur 
eine  elektrische  Spannung  —  0,5. 

Analoge  elektrische  Vorgänge  wurden  beobachtet,  als  das  Kreide- 
stück horizontal  unter  der  Spitze  des  Trichters  aufgestellt  war. 

Ebenso  wie  der  WasserstoflF,  wenn  er  direct  am  Zink  sich  ent- 
wickelt, nimmt  also  auch  die  Kohlensäure  die  positive  Elektricität 
mit  fort,  so  dass  die  Säure  mit  negativer  Ladung  zurückbleibt. 

b.    Ubergiessen  von  Kreideslücken  mü  Salzsäure. 

Wird  ein  in  der  Platinschaale  liegendes  Kreidestück  mit  Salz- 
säure Übergossen ,  so  nimmt  die  Schaale  stets  negative  Elektricitäi 
an.  Bei  einer  mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
ist  dieselbe  nur  gering,  steigert  sich  aber  mit  der  Concentration  der 
Säure,  erreicht  bei  einer  ungefähr  mit  dem  2  fachen  Volumen  Wasser 
gemischten  ein  Maximum  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Der  Grund 
für  diese  letztere  Abnahme  liegt  in  der  starken  Schaumbildung;  bei 
dem  Durchgange  durch  die  aufgehäuften  Blasen  hat  ein  Theil  der  vom 
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Gase  aufgenommenen  positiven  Polarität  Gelegenheit  sich  mit  der 
negativen  zu  verbinden,  so  dass  also  die  Schaale  nur  in  geringer  Stärke 
negativ  erscheinen  kann. 


B.  Entwickelung  der  Kohlensäure  aus  Marmor  und  Salzsäure, 
a.    Salzsäure  tropft  auf  Marmor. 

Ein  Marmorstuck  von  16cm  Länge,  4cm  Breite  und  1,5cm 
Dicke  wurde  in  der  isolirten  Messingklammer  in  geneigter  Lage, 
ebenso  wie  zuvor  das  Kreidestück,  unterhalb  der  Spitze  des  trichter- 
förmigen Gewisses  aufgestellt,  so  dass  die  aus  dieser  Spitze  herab- 
fallenden Tropfen  nahe  an  seinem  oberen  Ende  auflrafen.  Auf  die 
Stelle,  auf  welche  die  Tropfen  fielen,  war  das  eine  Ende  eines  Platin- 
drahtes P  gelegt,  dessen  anderes  Ende  mit  dem  Elektrometer  ver- 
bunden oder  zur  Erde  abgeleitet  werden  konnte.  Unterhalb  des 
unteren  Randes  des  Marmorstuckes  stand  die  Platinschaale  zur  Auf- 
sammlung der  abfallenden  Tropfen. 

In  dem  Trichter  befindet  sich  eine  mit  dem  32  fachen  Volumen 
Wasser  verdünnte  Salzsäure. 


Isolirl  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  4,90 

S 

P 

—  2,215 

P 

S 

—  4,46 

s 

P 

—  2,30 

p 

s 

—  4,57 

s 

p 

—  3,26 

p 

s 

-4,76 

Das  Marmorstück  und  die  Säure  werden  also  negativ;  ebenso 
sind  aber  auch  die  von  dem  Marmor  abfallenden  Tropfen  negativ 
und  zwar  in  beträchtlichem  Grade. 

Die  negative  Elektrisirung  des  Marmors  und  der  auf  ihm  flies- 
senden Säure  verdankt  ihre  Entstehung,  gerade  wie  bei  den  ent- 
sprechenden Versuchen  mit  der  Kreide  und  dem  Zinke,  der  auf  der 
Oberfläche  des  Marmors  eintretenden  Zersetzung ;  die  sich  entwickelnde 
Kohlensäure  nimmt  positive  Elektricität  an,  und  die  Säure  die  nega- 
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live,  welche  sich  über  die  benetzte  Fläche  des  Marmors  und  den 
Platindraht  verbreitet. 

Wenn  die  Elektricität  der  abfallenden  Tropfen  in  der  Platin- 
schaale  angesammelt  wird,  so  ist  der  Marmor  und  die  auf  ihm  be- 
findliche Säure  zur  Erde  abgeleitet.  Abgesehen  von  der  geringen 
negativen  Spannung,  welche  den  an  der  unteren  Kante  des  Marmors 
hängenden  Tropfen  durch  diese  Ableitung  ertheilt  wird,  muss  also 
die  beträchtliche  negative  Spannung  der  Platinschaale  fast  allein 
durch  den  am  unteren  Ende  und  in  seiner  Nähe  vorgehenden  Tax- 
setzungsprocess  erzeugt  werden.  Die  Säuretropfen  werden  infoige 
des  AngrifTs  auf  den  Marmor  ebenso  wie  beim  Zink  (S.  620)  negativ. 
Auch  wird  die  über  die  unteren  Theile  der  Seitenfläche  fliessende 
Säure  trotz  der  Ableitung  nicht  ganz  entladen,  so  dass  sie  am  unteren 
Rande  schon  in  negativem  Zustande  von  einer  gewissen  Stärke 
anlangt.     Daher  erhält  die  Platinschaale  eine  starke  negative  Ladung. 

Während  bei  Anwendung  der  mit  der  32  fachen  Menge  Wasser 
verdünnten  Salzsäure  das  Marmorstück  stets  negativ  bleibt,  ändern 
sich  nun  die  Vorgänge,  wenn  auf  ein  gleiches  Marmorstück  eine 
nur  mit  dem  16-  oder  dem  8-  oder  dem  ifachen  Volumen  Wasser 
gemischte  Säure  tropft. 

Mit  dem  16  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Säure. 


Isolirt  un<i 

mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

F 

S 

Anfangs  Ausschlag 
—  \^\y  dano  Rückgang. 

S 

P 

—    0,7 

P 

S 

—  0,67 

s 

P 

—  U,0 

p 

s 

abwechselnd  schwach 
+  und  — 

s 

p 

—  <5,0 

? 

s 

—  0,95 

s 

p 

—  48,6. 

Das  Marmorstück  zeigt  also  nur  geringe  Spannung  und  schwankt 
öfter  zwischen  dem  positiven  und  negativen  Zustande. 


Digitized  by 


Google 


55]  Elektrische  Untersuchungen.  651 

Mit  dem  8 fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Säure. 

Isolirt  und  mit  E  Zur  Erde  In  2  Miauten  angesammelte 

verbunden.  abgeleitet.  Spannungen. 

P  S  erst — ,  dann  +  1,54 

S  P  —i\,6 

P  S  -f-2,95 

S  P  —24,0 

P  S  +3,40 

SP  —  28,0. 

In  diesem  Versuche  ging  die  negative  Ladung  des  Marmors 
schon  nach  einer  Minute  in  die  positive  über  und  verblieb  positiv. 
Die  Platinschaale  erhielt  sehr  beträchtliche  negative  Ladungen;  ein 
Beweis,  dass  die  chemische  Zersetzung  am  unteren  Ende  sehr  leb- 
haft gewesen.  Von  diesem  unteren  Ende  senkte  sich  ein  dicker 
Nebelstreifen  abwärts. 

Es  lässt  sich  nun  aber  leicht  nachweisen,  dass  die  positive 
Ladung  des  Marmors  nur  durch  den  an  seinem  unteren  Ende  vor- 
handenen Vorgang  hervorgebracht  wird.  Die  über  die  Seitenfläche 
des  Marmors  herabrinnende  Säure  fliesst  auch  über  die  Begrenzungs- 
fläche des  unteren  Endes  und  sammelt  sich  dort,  namentlich  an  dem 
hinteren  Rande,  zu  grösseren  Tropfen.  Durch  den  Angriff  auf  den 
Marmor  nimmt  die  Kohlensäure  aus  dem  Marmor  die  positive  Elek- 
tricität,  während  die  negative  der  Salzsäure  in  die  Tropfen  übergeht 
und  mit  ihnen  in  die  unterhalb  befindliche  Platinschaale  fällt.  Die 
Kohlensäure  kann  aber  an  der  Stelle,  wo  sie  entstanden,  nicht  sofort 
entweichen,  und  giebt  daher  einen  Theil  ihrer  Polarität  wieder  an 
den  Marmor  ab.  (Vergl.  S.  622.)  Diese  positive  Elektricität  wirkt 
nun  der  durch  die  Zersetzung  auf  der  Seitenfläche  dem  Marmor  über- 
tragenen negativen  entgegen.  Bei  der  16 fach  verdünnten  Säure 
bringt  sie  nur  eine  beträchtliche  Schwächung  der  negativen  hervor, 
während  sie  bei  der  8  fachen  die  negative  dauernd  überwindet  und 
den  Marmor  positiv  erscheinen  lässt.  Begünstigt  wird  dieser  letztere 
Vorgang  noch  durch  den  Llmstand,  dass  bei  starken  Säuren  sich  auf 
der  Seitenfläche  Chlorcalcium  bildet,  welches,  der  Säure  beigemengt, 
das  rasche  Entweichen  der  positiven  Kohlensäure  vermindert  (s.  S.  656), 
und  dadurch  eine  Ausgleichung  ihrer  Polarität  mit  der  negativen  der 
Säure,  somit  aber  eine  Schwächung  der  negativen  Ladung  des 
Marmors  veranlasst. 
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Der  zuvor  erwähnte  Nachweis,  dass  die  positive  Ladung  des 
Marmors  auf  diese  Weise  erfolgt,  wird  durch  folgende  Versuche 
geliefert. 

Die  BegrenzungsflSiche  am  unteren  Ende  und  ein  Theil  der  an 
sie  stossenden  hinteren  SeitenflSiche  wurden  mit  Siegellack  über- 
schmolzen, so  dass  an  dieser  Stelle  kein  wesentlicher  Angriff  der 
Saure  stattfinden  konnte.  Bei  Anwendung  der  mit  dem  8  fachen 
Volumen  verdünnten  Sfture  erschien  jetzt  der  Marmor  negativ. 


Isolirt  uod  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesamm 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  3,2 

S 

P 

—  40,0 

P 

s 

—  4,55 

P 

s 

—  4,35 

s 

p 

—  10,4 

P 

s 

—  2, «8 

s 

p 

—    9,7 

p 

s 

—  2,40 

Als  dann  über  dasselbe  Marmorstuck  eine  nur  mit  dem  4  fachen 
Volumen  Wasser  gemischte  SSiure  floss,  reichte  aber  die  Siegellack- 
schicht nicht  aus ;  der  Marmor  wurde  positiv.  Aber  auch  bei  dieser 
Säure  Hess  sich  die  Umkehrung  der  negativen  Ladung  des  Marmors 
in  eine  positive  vermeiden ;  an  dem  untern  Ende  eines  Marmorstückes 
wurde  auf  der  vorderen  Seitenfläche  ein  schmaler  Querstreifen  von 
7  mm  Breite  circa  \^^  tief  abgefeilt,  und  auf  diese  Stelle  das  eine 
Ende  eines  5  cm  langen  Platinbleches  mit  Siegellack  so  befestigt,  dass 
die  Fläche  dieses  Bleches  mit  der  vorderen  Seitenflache  des  Mannor- 
stückes  in  einer  Ebene  lag.  Die  Säure  floss  daher  von  dem  Mari&or 
auf  das  Platinblech  und  fiel  erst  an  dessen  unterem  Rande  ab.  Unter 
Anwendung  einer  4  fach  verdünnten  Säure  wurden  jetzt  folgende 
Spannungen  beobachtet. 


)lirl  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  i  Minuten  angesammi 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  6,27 

S 

P 

—  6,25 

P 

S 

—  6,86 

s 

P 

—  5,75 

p 

s 

—  6,55 
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Die  von  dem  unteren  Rande  des  Platinbleches  abfliessende  Säure 
ist  durch  ihr  Hingleiten  über  das  5  cm  lange  Blech  trotz  der  Ab- 
leitung zur  Erde  noch  nicht  unelektrisch  geworden. 

Um  die  Säuretropfen  mit  noch  schwächerer  Elektricität  in  die 
Platinschaale  gelangen  zu  lassen,  wurde  ein  längeres  Platinblech  (von 
i  1  cm  Länge)  an  dem  Marmorstücke  angebracht,  damit  die  Säure 
längere  Zeit  auf  demselben  verweilte.  Bei  Anwendung  der  4  fach 
verdünnten  Säure  wurden  jetzt  folgende  Ladungen  gemessen: 


)Urt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2 

Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  3ö,t 

S 

P 

—  3,8 

P 

S 

—  27,2 

Unmittelbar  nach  dem  vorstehenden  Versuche  wurde  das  Platin- 
blech von  dem  Marmorstücke  entfernt  und  der  Siegellack  durch 
Abfeilen  beseitigt.  Als  das  Marmorstuck  nun  ebenfalls  der  4  fach 
verdünnten  Säure  ausgesetzt  wurde,  fand  ich  folgende  Ladungen: 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammel 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

-h2,«ö 

S 

P 

—  16,40 

P 

S 

—  0,03 

s 

P 

—  46,08 

p 

s 

—  0,73 

s 

p 

—  15,70 

p    * 

s 

—  «,16 

Der  in  dieser  Versuchsreihe  auftretende  Wechsel  in  der  Be- 
schaffenheit und  Stärke  der  elektrischen  Ladungen  des  Marmors  wird 
durch  die  Änderung  in  dem  am  unteren  Ende  desselben  vorgehen- 
den Processe  hervorgerufen ;  durch  die  Auflösung  entstehen  daselbst 
Änderungen  in  der  Gestalt  und  den  Anhaftungspunkten  der  Tropfen, 
welche  wieder  auf  die  Ladung  des  Marmors  Einfluss  haben  müssen. 

Wird  die  Marmorplatte  horizontal  gestellt,  so  zeigt  sie  beim  Auf- 
tropfen der  mit  dem  32-  bis  ifachen  Vol.  Wasser  verdünnten  Säure 
während  der  ersten  halben,  ganzen  oder  anderthalben  Minuten  eine 
schwache  positive  Spannung,  welche  dann  nach  den  bezeichneten 
Zeiträumen  in  eine   negative  übergeht.     Die  Stärke  dieser  negativen 
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SpanDuog  stieg  bei  der  32  fach  verdüDDten  Säure  auf  —  5,  bei  der 
16  fach  verdüDDteD  auf  — 6,  und  bei  der  8-  und  4  fach  verdünnteD 
auf — 8.  Bei  einer  nur  mit  dem  2  fachen  Volumen  Wasser  ver- 
mischten Säure  tritt  die  positive  Eiektricität  anfangs  stark  auf  (-}-  8,5), 
nimmt  dann  aber  ab  und  schwankt  später  zwischen  schwach  posiliv 
und  negativ.  Ist  die  Säure  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  ge- 
mischt, so  erreicht  die  positive  Spannung  zu  Anfang  einen  hohen 
Werth  (+24)  und  nimmt  dann  ab,  jedoch  ohne  in  die  n^tive 
überzugehen. 

b.    Vbergiessen  von  Marmorstücken  mit  Salzsäure, 

In  die  Platinschaale  wurde  ein  2  cm  langes  und  breites  und 
1,5  cm  dickes  Marmorstuck  gelegt,  und  mit  90  ccm  Säure  über- 
gössen. Ich  gebe  im  Folgenden  die  nach  einander  in  jedes  Mal 
2  Minuten  angesammelten  elektrischen  Ladungen.  Die  Salzsäure  war 
verdünnt  mit  Wasser  vom 


32  fachen 

Volumen 

16 

» 

)) 

8 

» 

» 

4 

» 

» 

2 

» 

)) 

i 

)) 

» 

concenlr.  Salzsäure 


0,16 
0,50 
0,70 
0,72 
1,78 
2,26 
0,27 


+  0,35;  H-0,40 

—  0,27;  —0,10;        0,00;   -|- 0,10 

—  0,40;  —0,17; ;   +0,10 

—  0,23;  +0,47;,+ 0,40;  +0,38 

—  1,15;  +0,24; '+0,42;  +0,54 

—  0,68;  +0,58;  +0,59 
+  0,61;  +0,53;  +0,40 


Die  im  Anfange  auftretende  negative  Spannung  wächst  mit  der 
Stärke  der  Säure;  bei  der  concentrirten  erscheint  sie  infolge  der 
starken  Schaumbildung  wieder  schwach.  Die  Abnahme  der  negativen 
Spannung  erfolgt  beim  Nachlassen  der  heftigen  Auflösung;  die  mit 
positiver  Eiektricität  geladenen  Gasblasen  verlieren  ihre  Eiektricität 
mehr  oder  weniger  beim  Aufsteigen  in  der  Flüssigkeit. 
.  '  Die  nach  der  Abnahme  und  dem  Verschwinden  der  negativen 
Spannung  auftretende  positive  Eiektricität  zeigt  nur  eine  geringe 
Stärke,  und  zum  Theil  ist  diese  positive  Spannung  eine  Folge  der 
durch  die  vorhergegangene  Ableitung  zur  Erde  erzeugten  elektrischen 
Ladung.  Ich  habe  oben  (S.  606)  nachgewiesen,  dass  mit  Platin  in  Be- 
rührung  stehendes   und   durch   die  Gasleitung  mit  der  Erde  leitend 
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verbundenes  Wasser  negativ  geladen  ist.  Wird  nun  die  Platinschaale 
mit  ihrem  Inhalte  isolirt,  und  es  findet  nur  eine  schwache  Gas- 
entwickelung statt,  so  nehmen  die  wSihrend  des  Durchganges  durch 
die  Flüssigkeit  unelektrisch  gewordenen  Gase  von  der  Flüssigkeits- 
oberfläche negative  Elektricität  mit,  so  dass  das  Elektrometer  einen 
positiven  Ausschlag  giebt.  Indess  übersteigen  die  zuvor  verzeich- 
neten positiven  Ladungen,  namentlich  bei  Einwirkung  stärkerer  Säuren, 
doch  die  Werthe,  welche  oben  bei  tropfendem  Wasser,  in  welches 
ein  Platindraht  tauchte,  beobachtet  worden;  über  diesen  Zuwachs 
werden  die  Versuche  im  folgenden  Abschnitte  Aufschluss  geben. 

Wenn  zahlreiche  kleine  Marmorstücke  in  der  Platinschaale  mit 
Salzsäure  von  verschiedener  Concentration  übergössen  werden,  so 
entsprechen  die  Vorgänge  den  eben  beschriebenen,  nur  tritt  die  so- 
fort nach  dem  Übergiessen  erscheinende  negative  Spannung  infolge 
der  ausgedehnteren  Gasentwickelung  stärker  auf,  ist  aber  nach  1, 
höchstens  2  Minuten  verschwunden.  Wird  z.  B.  eine  nur  mit  dem 
gleichen  Volumen  Wasser  gemischte  Säure  angewandt,  so  geht  das 
Goldblättchen  schon  in  1  bis  2  Secunden  nach  der  negativen  Seite 
aus  dem  Gesichtsfelde;  wird  dasselbe  durch  Ableitung  entladen  und 
wieder  isolirt,  so  bewegt  es  sich  noch  einige  Male  über  die  Scale 
hinaus;  nach  Verlauf  von  1  Minute  erreicht  es  nur  noch  den  Werth 
—  1 ,2 ,  und  erscheint  am  Ende  der  zweiten  Minute  schon  schwach 
positiv. 

Die  i  bis  2  Minuten  nach  dem  Aufgiessen  der  Säure  eintre- 
tende positive  Spannung  erreichte  überhaupt  nur  geringe  Werthe; 
z.  B.  -f-  0,31  bei  der  16 fach,  -f-  0,74  bei  der  8 fach,  -f  0,96  bei 
der  2  fach  verdünnten  und  +1,2  bei  der  nur  mit  dem  gleichen 
Volumen  gemischten  Säure.  Auch  bei  der  concentrirten  Säure  stieg 
die  Stärke  der  Ladung  nur  auf  +  1,3.  Jedenfalls  sind  diese  Werthe 
aber  höher,  als  sie  durch  die  blossen  Verhältnisse  der  Ableitung, 
wenn  wir  die  Flüssigkeit  dem  Wasser  gleich  setzen,  erklärt  werden 
können. 
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YIL  Elektricität  bei  Oasentwickelungen,  wenn  Marmor, 
Kreide  oder  Zink  durch  Salzsäure,  welcher  Chlorcaicinm, 
Glycerin  oder  Zucker  zugesetzt  worden,  übergössen  wird. 

a.    Marmor. 

Bei  den  zuvor  beschriebenen  Versuchen  bildet  sich  durch  Auf- 
lösen des  MarnQors  in  der  Säure  Chlorcaiciura ,  und  es  lag  daher 
nahe,  in  der  Beimengung  dieses  Salzes  den  Grund  der  im  Verhäll- 
niss  zu  dem  blossen  Ableitungsverhältnisse  etwas  erhöhten  positiven 
Ladung  zu  suchen.  Diese  Yermuthung  erwies  sich  durch  die  Ver- 
suche als  vollständig  begiilndet. 

Concentrirte  Salzsäure  wurde  mit  dem  gleichen  Volumen  einer 
starken  Chlorcalciumlösung^)  gemischt:  in  2  Minuten  hatte  sich  eine 
Ladung  +  3,85  angesammelt;  nach  wieder  2  Minuten  -f-  2,30; 
nach  weiteren  2  Minuten  +1,60. 

Zu  40  ccm  einer  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdünnten 
Salzsäure  wurden  noch  20  ccm  der  Chlorcaiciumlösung  zugesetzt:  in 
2  Minuten  hatte  sich  die  Ladung  +3,04  angesammelt;  in  weiteren 
2  Minuten  +  2,35. 

Darauf  wurden  24  ccm  der  mit  gleichem  Volumen  Wasser  ver- 
dünnten Säure  noch  mit  36  ccm  der  Chlorcaiciumlösung  versetzt: 
in  2  Minuten  angehäufte  Spannung  +  2,65. 

35  ccm  einer  mit  dem  4  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten 
Salzsäure  wurden  mit  28  ccm  der  Chlorcaiciumlösung  gemischt:  in 
2  Minuten  sammelte  sich  eine  Ladung  +  2,54  an. 

Als  49  ccm  dieser  Säure  mit  1 4  ccm  Chlorcaiciumlösung  ge- 
mischt waren,  wurde  während  der  ersten  Minute  eine  Spannung 
—  0,40  beobachtet;  dieselbe  ging  aber  nach  Ablauf  dieser  Minute 
in  positive  (+  2,09)   über. 

Wurden  54  ccm  derselben  Säure  mit  7  ccm  Chlorcaiciumlösung 
gemischt,  so  trat  in  der  ersten  Minute  eine  Spannung  —  5,4  auf. 
Nach  zwei  Minuten  ging  die  negative  Ladung  in  eine  positive  über, 
die  bis  +1,3  stieg. 


*)   Die  CblorcalciunalÖsuDg   war  durch  Auflösen  von  Marmor  in  concenlrirter 
Salzsäure  hergestellt  worden. 
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Durch  den  Zusatz  der  Chlorcalciumlösung  wurde  jedenfalls  die 
Zähigkeit  der  Flüssigkeit  vermehrt.  Ich  versuchte  daher  einen  an- 
dei-en  Zusatz,  welcher  ebenfalls  die  Beweglichkeit  der  Säuretheilchen 
verminderte,  das  Glycerin. 

35  ccm  der  mit  dem  4  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Salz- 
säure wurden  mit  28  ccm  Glycerin  gemischt.  Nach  einander  wurden 
die  in  2  Minuten  angesammelten  Ladungen  beobachtet:  -|-  0,6; 
-|-  0,45;  -j- 0,2.  Als  zu  49  ccm  derselben  Säure  14  ccm  Glycerin 
zugesetzt  waren,  ergaben  sich  folgende  Werthe:  +2,95;  -]- 1,90; 
-|-  0,99.  Wurden  zu  54  ccm  derselben  Säure  7  ccm  Glycerin  hin- 
zugefügt, so  erhielt  ich  die  Ladungen  -^  3,45 ;  -^  1,72.  Als  schliess- 
lich 59,5  ccm  jener  Säure  mit  nur  3,5  ccm  Glycerin  gemischt  waren, 
erschien  im  Anfange  wieder  negative  Spannung,  die  während  der 
ersten  Minute  bis  —  5,4  stieg,  dann  abnahm  und  mit  dem  Beginn 
der  zweiten  Minute  in  die  positive  überging,  welche  in  2  Minuten 
die  Ladung  -|-  1,3  ergab. 

b.    Kreide. 

Mit  Salzsäure  übergossene  Kreidestücke  hatten  stets  negative 
Ladungen  gegeben.  Als  nun  auf  ein  Kreidestück  eine  Mischung  aus 
40  ccm  einer  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdünnten  Salz- 
säure und  20  ccm  Chlorcalciumlösung  gegossen  wurde,  entstand  nur 
eine  äusserst  geringe  positive  Elektricität  -4-0,11. 

Wurde  eine  Mischung  aus  48  ccm  einer  mit  dem  2  fachen  Vo- 
lumen Salzsäure  und  12  ccm  Chlorcalciumlösung  angewandt,  so 
zeigte  die  Platinschaale  zuerst  eine  schwache  positive  Ladung  -j-  0,37, 
die  nach  2  Minuten  in  eine  negative  überging,  welche  in  den  fol- 
genden 2  Minuten  bis  — 1,25  stieg. 

Waren  54  ccm  eben  dieser  Säure  mit  6  ccm  Chlorcalcium- 
lösung gemischt,  so  zeigte  sich  in  der  ersten  Minute  nur  eine  ge- 
ringe Spur  von  positiver  Spannung;  nach  1  Minute  war  die  Ladung 
schon  schwach  negativ.  Ähnlich  verhielt  sich  eine  Mischung  aus 
95  ccm  der  letztgenannten  Säure  und  5  ccm  Chlorcalcium.  Wurden 
100  ccm  eben  dieser  Säure,  ohne  Zusatz  von  Chlorcalcium,  auf  das 
Kreidestück  gegossen,  so  ging  das  Goldblättchen  schon  nach  12  Se- 
cunden    nach   der   negativen    Seite  hin    aus   dem   Gesichtsfelde;   die 
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Spannung  war  also  in  diesen  wenigen  Secunden  bereits  über  —  10,0 
gestiegen. 

Als  darauf  95  ccm  dieser  Säure  mit  5  ccm  einer  eoncentrirten 
Zuckerlösung  gemischt  wurden,  erhielt  die  Schaale  in  2  Minuten 
eine  Ladung  von  — 3,1.  Wurden  zu  90  ccm  der  Säure  10  ccm 
der  Zuckerlösung  gesetzt,  so  war  in  den  ersten  zwei  Minuten  keine 
Elektricitatsentwickelung  wahrzunehmen;  später  erschien  eine  äussersl 
geringe  positive  Ladung  -|-  0,08. 

c.    Zink. 

Wie  wir  oben  (S.  641)  gefunden  haben,  zeigt  das  im  Uhrglase 
innerhalb  der  Platinschaale  liegende  Zink  durch  Übergiessen  mit  einer 
durch  das  gleiche  Volumen  Wasser  verdünnten  Salzsäure  sehr  kurze 
Zeit  eine  schwache  positive  Ladung,  die  bald  in  eine  starke  nega- 
tive übergeht. 

Ebenso  verhielt  sich  das  Zink,  als  es  mit  57,5  ccm  dieser  Säure, 
welcher  2,5  ccm  Glycerin  zugesetzt  waren,  übergössen  wuitie. 
In  15  Secunden  entstand  eine  Spannung  -|-0,10,  welche  dann  sich 
sofort  in  eine  sehr  starke  negative  verwandelte. 

Wurden  zu  55  ccm  dieser  Säure  5  ccm  Glycerin  hinzugeftlgt^ 
so  erhielt  die  Platinschaale  positive  Elektricität;  dieselbe  nahm  mit 
der  Zeit  zu.  Als  die  Schaale  vom  Ende  der  2.  bis  zum  Ende  der 
8.  Minute  isolirt  gehalten,  hatte  sich  während  der  6  Minuten  eine 
Ladung  -}-  10,7  angesammelt.  Bei  Vermehrung  des  Glycerinzusatzes 
blieb  die  Schaale  stets  positiv;  die  Ladung  wurde  aber  infolge  des 
verringerten  Angriffes  der  Säure  geringer.  Wurden  z.  B.  zu  50  ccm 
der  obigen  Säure  10  ccm  Glycerin  zugesetzt,  so  erhielt  die  Platin- 
schaale in  den  6  Minuten  von  der  4.  bis  zur  1 0.  nur  eine  Ladung 
+  4,1. 

Ein  gleicher  Einfluss,  wie  ihn  das  Glycerin  zeigte,  wird  sich 
auch  bei  den  Versuchen,  in  welchen  Zinkstücke  mit  Schwefelsäure 
oder  Salzsäure  übergössen  werden,  je  nach  Maassgabe  des  dabei 
sich  bildenden  schwefelsauren  Zinkoxydes  oder  Chlorzinkes  geltend 
machen. 

Da  Chlorcaicium-,  Glycerin-  und  Zuckerlösung  in  gleicher  Weise 
die  Entstehung   der  positiven  Ladung  der  Platinschaale  begünstigen, 
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so  scheint  ihre  Einwirkung  nur  eine  Folge  der  Verminderung  der 
Beweghchkeit  der  FItlssigkeitstheilchen  zu  sein.  Die  bei  ihrer  Ent- 
wicklung und  ihrem  Aufsteigen  einen  grösseren  Widerstand  finden- 
den Gasblasen  nehmen  ihre  Ladung  nicht  blos  auf  dem  positiven 
Marmor,  sondern  auch  aus  der  negativen  Säure;  bei  Vorwalten  dieses 
letzteren  Vorganges  muss,  weil  dann  die  Gase  negative  Elektricillit 
in  grösserer  Menge  fortführen,  die  Schaale  positiv  erscheinen. 
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